ML E TESTES WALD, LM E RAZAO DE ML

Prof. Denisard Alves

1. Principio da Maximaverossimilhanca (MV)

J& discutimos em aulas anteriores o principio da maximaverossimilhanaca-MV. Agora vamos dar
um tratamento mais completo.

Nos anos recentes tem sido comum o uso de testes com base nos enfoques de Wald e do
multiplicador de Lagrange. Sdo testes baseados no enfoque de MV.

Suponha um vetor de observagdes:

Y’ =5 Y2 ... ,ya] de n observagdes amostrais dependentes de k+1 pardmetros desconhecido 6’ =
[60, 64, -, Ox]. Vamos definir a func¢do de densidade conjunta das observacdes da amostra como
f(y;0), que indica a dependéncia de 6.Essa densudade pode ser interpretada de duas formas
diferentes. Para um dado 8, ela representa a probabilidade do conjunto de valores amostrais de y
ser obtido. Alternativamente ela pode ser interpretada como dado o conjunto de valores da amostra
qual a probanilidade da amostra ter sido gerada para valores diferentes de 6. Nesta ultima
interpretagdo ela ¢ chamada de fungdo de verossimilhanga, ou seja,

Funcio de verossimilhanca = L(0;y) = f(y; )

E usual reverter simbolos da fung¢io de verossimilhanga para enfatizar que o que esta variando,
esta definindo a probabilidade dos valores da amostra, agora € o vetor de parametros 8. Maximizar
a funcdo de verossimilhanca com respeito a 8, significa encontrar o conjunto de valores para 6 que
maximiza a probabilidade de se obter os valores observados da amostra. Entdo 8, o vetor de
parametros estimados que maximiza essa probabilidade ou a verossimilhanga ¢ chamado de
Estimador de Maximaverossemelhanca (MLE)'. Em geral, ¢ mais simples maximizar logaritmo
da funcdo de verossimilhanca, ou seja:

l=1InL(6;y)

Logo,
ol _10L 7] maximiza I também maximiza L
56 — Lag © © & que maximiz é ximiza L.

As condig¢des de primeira ordem de méximo, derivadas de [ com relagdo a 6, que chama-se por
s(0;y), também ¢é chamada de score function, quando igualadas a zero fornecem as k+1 equagdes
necessarias para se encontrar o vetor dos k+1 pardmetros estimados A, que maximizam a
verossimilhanga, ou seja 8 ¢ obtido pela solugio das CPO:

" MLE do inglés Maximum Likelihood Estimator



al

s(6;y) = 20

O uso do MLE ¢ devido a suas propriedades desejaveis, que a seguir sdo sumarizadas.
2. Propriedades do MV

A atratividade do MLE decorre de suas propriedades desejaveis, em especial suas propriedades de
grandes amostras ou assintdticas. Elas sdo obtidas sob condi¢des bem gerais.

2.1 Consisténcia
Para um melhor entendimento do conceito de consisténcia que envolve o conceito de convergéncia
em probabilidade, Farei uma breve revisao, sumarizando, os aspectos essenciais apresentadas ho
livio do Amemiya®, para isso comegaremos com convergéncia de nimeros reais.
Definicdo 2.1.1 Convergéncia de sequéncia de nimeros reais) A sequéncia de nimeros reais,
(a,},n=1,2,..., converge para um nimero real @ se para qualquer € > 0, existe um nimero
inteiro N tal que para todo n > N temos

la,, — a] < e.
Entdo, escrevemos @, = a,quando n — o ou lim «a, = «a.
n—oo

Para levar este conceito para sequéncias de variaveis aleatdrias ocorrem algumas diferengas. No
caso de variaveis aleatdrias 2.1 as vezes ¢ verdadeira as vezes ndo, pois estamos tratando de
variaveis aleatorias, bem diferente de convergéncia de nimeros reais. Agora s6 podemos falar da
probabilidade de 2.1 ser verdadeira e ndo afirmar que ela ¢ verdadeira. Tal constatagdo nos sugere
que 2.1 deve ser definida em outros termos, ou seja, pode-se afirmar que 2.1 ocorre com
probabilidade se aproximando de 1 quando n — oo, Entdo nds temos:

Convergéncia em Probabilidade:

Uma sequéncia de varidveis aleatorias {y,}, n=1.2,...se diz que converge em probabilidade para
uma variavel aleatoria y se para qualquer € > 0 e § > 0 existe um niimero inteiro N para todo n >

N, onde a P(]y,, —y| < €) > 1 — 6. Escreve-se y, — y quando n — oo ou plim,_,,y, =V,
ou, alternativamente e mais usual, P(|y,, — y| < €) = 1 para qualquer € > 0

Diferentemente do caso de sequéncia de constantes onde apenas um tipo de convergéncia, como
estabelecido em 2.1 ¢ suficiente, no caso de sequéncias de varidveis aleatdrias precisamos de dois
tipos de convergéncia: convergéncia em média quadrdtica ¢ convergéncia em distribuicdo.’

Definicdao 2.1.2 (Convergéncia em Média Quadratica)
Diremos que uma variavel aleatoria y, converge em média quadratica para y se lim, ,E (¥, —
¥)? = 0 e dizemos que

Y Y.

* Veja AMEMIYA, T., Introcucyion to Statistics and Econometrics, Harvard University Press,
Cambridge, MA, 1994, pp.100 -110.

? Existe um outro modo de convergéncia que é a almost sure convergence. Que nio sera
discutida aqui, pois os dois tipos de convergéncia mencionados acima serdo suficientes para a
discussdo sobre propriedades de grandes amostras desta nota.



Definicdao 2.1.3 (Convergéncia em Distribuicao)
Uma sequéncia de variaveis aleatorias {y,} converge para y, em distribuicdo se a func¢do
distribuicao de probabilidade dessa sequéncia, definida por Fy, for igual a cada ponto de F, funcao

de distribuicdo de probabilidades de y, e escrevemos y, 4y, e chamamos F a distribui¢do
limite da sequéncia {y,}.

Definicao 2.1.4 Leis dos Grandes Numeros (LLN)
As LLN sdo teoremas sobre convergéncia em probabilidade (ou “almost sure converegence”) no
caso especial onde {y,} ¢ uma média amostral ou quando y, - y,, onde:

Yn = % =1 Vi,

Note que y; aqui ¢ uma notagdo geral para uma varidvel aleatoria. Observe que, no contexto do
modelo de regressdo linear ela ndo representa a varidvel explicativa. No caso de regressdo, y;=
XiU;.

A LLN ¢ uma forma mais fécil de se chegar ao plim do que as defini¢cdes de convergéncia em
probabilidade e convergéncia em média quadratica discutidas em 2.1.1 € 2.1.2 acima. As LLN sdo
de grande uso em econometria, pois elas tratam de convergéncia de médias amostrais e 0s
estimadores envolvem médias.

2.1.4 LLN ( Lei dos Grandes Numeros Fraca)

Uma LLN fraca especifica condi¢des sobre os termos individuais y; em ¥,,, sob as quais

}_’n - E(:)_’n) - 04

Aplicando-se a convergéncia em probabilidade ou a a convergéncia em média quadratica, ou
mesmo a LLN fraca, dada as hipoteses do modelo de MV, com o estimadoe sendo func¢do de
ariaveis iid e que formam médias, temos garantido q

plim(@) = 0

2.2 Normalidade Assintotica

No caso do plim, a LLN fraca da respaldo a convergéncia de 8 para a média populacional 8. No
caso da convergéncia em distribui¢do além de se supor que a média existe também ¢ necessario a
existéncia da variancia, no caso em que a convergéncia em distribui¢do ¢ para uma distribuicao
assintdtica requer também a existéncia da variancia-covariancia assintotica.

Importante observar que consisténcia requer uma distribui¢do degenerada, ou seja a variancia vai
para zero quando aumenta o tamanho da amostra e o estimador converge para o verdadeiro valor
do parametro. Neste caso ndo ha como fazer inferéncia, a varidncia ¢ zero, a distribuicdo se
degenera em cima do verdadeiro valor do pardmetro, quando # — . E necessério fazer com que

4 - .
Uma LLN forte estas condigdes sobre os elementos y; que compdem Yy, levam a almost sure convergence.



a distribui¢do ndo se degenere para permitir a inferéncia estatistica. Para isso serd necessario
magnificar ou fazer um reescalonamento na varidvel aleatéria ou o estimador para que a
convergéncia em distribuicdo possa ocorrer evitando que a distribuicdo se degenere quando
quando n — .

E usualmente usado v/n como fator para reescalonar r a variavel aleatoria para se evitar que a
distribuigdo se degenere. Entdo, considere y,, = (8 — ). y,, pode ter uma fungio de distribui¢io
acumilada F, complicada. Mas. Como qualquer outra fun¢ao, F, converge para uma fun¢ao limite,
como vimos na definicdo 2.1, onde convergéncia ¢ ndo estocastica, no sentido matematico.
Aplicando-se a definicdo 2.1.3, vista acima, temos se F, for definida agora como a fungdo de
distribuicio de probabilidade y,, F,, for igual a cada ponto de continuidade de F, funcao de

distribuicao de probabilidades de y, e escrevemos y, —— y, € chamamos F a distribui¢do limite
da sequéncia {y,}.

d . . p ~ .
Em geral y, =y implica em y, —  y, mas o reverso ndo é verdadeiro.

Pela LLN ou pela convergéncia em probabilidade y, converge para uma constante: a distribui¢ao

se degenerae lim ¥, = limE(y,) < 5.
n—> oo n-w

Para eliminarmos o problema em que lim [y,, — E'( ¥,)]ser zero, rescalonamos [y,, — E(y,)] pelo
n—-oo

desvio padrdo, o que garante a varidvel aleatoria reescalonada a existéncia de variancia igual a 1.
Teorema do Limite Central
Dado

_ Yn — E(yn)

- VarGr)

O ¥, ¢ a média amostral. O Teorema do Limite Central especifica as condi¢des sobre y; para que

d
z, convirja assintoticamente paraa N(0,1) ou z, — > N(0,1).
No caso de MV e MQO como veremos, para n — o MQO, independente da distribuicdo dos
erros, converge para a distribuicao assontdtica de MV.

No cado da MV a distribui¢io de 8 ¢ normal e a distribuigdo assintotica ¢ dada por:
0 < N@O,I"'(8)
Com essa definigdo fica estabelecido que a distribuigio assintética de 8 tem média @ e variancia

I71(0), que é a inversa da Matriz de Informag¢do. A matriz de informagdo ¢ definida de duas
formas equivalentes:

HORS E[(%)(%ﬂ - _E[a‘%"]

Supondo que a média exista e seja finita, a LLN adequada, no caso a de Kolmogorov. Veja Cameron,C em
Cameron: Assintotic Theory for OLS, Notas de Aula E240, Theorem 18 e Defini¢do 13.




Usualmente € mais simples fazer os cdlculos dos elementos da matriz de informagdo usando a
segunda alternativa. 0 ¢ k x 1, portanto,

alla6,
ol allae,
0 |

o0lla0,;

Cada um dos elementos desse vetor gradiente ou score, ¢ em si mesmo uma fun¢do de 6, o que
nos permite diferenciar cada elemento desse vetor com relacdo a cada elemento de 8, por exemplo,
com relagdo ao primeiro elemento de @ temos:

EIEHEL) 9%l 9% 9%l

36, |90 36,06, 96,96,

Se a derivada for feita para cada elemento do vetor teremos a matriz kxk de derivadas segundas de
l, conhecida por matriz

Hessiana,
[ 94l I
962 36,00, 36190,
) 3%l L)
L 56,00, 362 96,00
3050’ : ) :
I I
| 360,08, 90,960, 962 |

a. Eficiéncia Assintotica

0 é 0 MLE do vetor 8 com k +1 parametros desconhecidos,

/(@ — )= N, V)
onde V ¢ a matriz positiva definida — PD de variancia-covariancia. Qualquer outro estimador
também consistente, assintoticamente normal, com matriz de varidncia-covariancia ¥ também PD.
Entdo V- V é positiva semidefinida, o que garante a eficiéncia assintotica para o & MLE. Como
exemplificaremos com o modelo de regressao linear cldssico nesta nota,
V = I"1(0), que estabelece o “Cramer-Rao Lower Bound”, ou limite minimo de Cramer-
Rao, j& apresentado em nota de aula anterior sobre propriedades dos estimadores.

c.1 Derivacao da Matriz de Informacao



al
a0
fungdes de O tendo, pois uma distribui¢do de densidade de probabilidade, nos permite, entdo
calcular encontrar o vetor de k médias zero e a matriz de variancia, 1(0), k x k, destes k vetores®.
Para demostrar a média zero, tomemos a funcio de distribui¢do de probabilidades conjuntas das
das n observagdes da amostra, que serd igual a 1:

J"'Jf(yl,yz,.-.,yn;ﬂ)dyl-"dyn = f“'JLdy =1

Se tomarmos s(0;y) = —, que ¢ constituido de observagdes de uma amostra aleatoria, que sdo

Derivando ambos os lados da igualdade com relagdo a @ obtemos:

J-~J%dy=°
Mas,
al
Ets)=|---
(s) J faoLdy

E,
Var(s) = E(ss') =E l(%) <%) ’J = 1(0)

Ou seja, temos entdo a média e variancia do gradiente ou score function.

3. Estimador de MV do modelo de regressao classico

Como vimos, em aulas anteriores, o modelo linear de regressao ¢ dado por:
y = XB +u,
ondeyénx1, Xénx(k+1),Bé(k+1)xleuénxl.
Adicionando-se ao modelo linear as 5 hipéteses de Gauss-Markov teremos as condi¢des para o
modelo ser BLUE e se, além delas adicionarmos a hipétese 6 de normalidade para o termo erro:
H6  u~N(0,0%l,).
A fungdo densidade multivariada normal de u é:
— 1 —(120%)(u'u
fu) = (27702)’1/2 e ! Nu'u)

A funcdo multivariada de

folX) = fa

ou
Jy

® Farei aqui uma adaptagdo da apresentagdo do Maximum Likelihood Estimation with Stata,
Gold, W., j. Pitblado, B. Poi, 4TH Edition, Stata Press, 2004, cap 1.



ou, . ~ . : :
onde Iﬁl ¢ o Jacobiano da transformacdo de u em y e ¢ dado pelo determinante da seguinte

matriz n X n;

[ 6u| au] L au] 7
vy Y
duy Jdup . du
‘9_)71 ‘9_}’2 IYn
dup  dup  Oup

Ldyr  dy2 Yn-

~ 1 , . . . .0y ,
No caso do modelo de regressdo linear classico essa matriz ¢ a identidade, pois a—‘ =1,sei=
Yj
Jj; e =0parai # j. A razdo ¢ simples; cada observacdo da amostra ¢ independente da outra, logo
ndo existe entre correlagdo entre o erro de uma observagao e a varidvel dependente de outra.

A log da verossimilhanga €:
- — —_ _ n _ n 2 1 ?
I=Inf(y|X)=1Inf@u) = §1n27r Elna L

__n T S SR
= —5In27 -~ o 5520 ~XBY(y — XB)

O vetor de pardmetros desconhecidos, 8’ neste caso tera k + 2 pardmetros desconhecidos, k+1,
2
Psec”.

0' =[B, 0%
Tomando derivadas parciais com relacdo aos pardmetros encontramos as equagdes do gradiente

que quando igualadas a zero para se obter os estimadores dos pardmetros se tornam em condi¢des

de 1* ordem-CPO, necessarias para o maximo da fungédo log da verossimilhanga:
al
78
al n 1 ,
307 = 22 T aa 0 TARO - XB)

As solugdes dessas CPO nos rendem:

1 1 '
—?(—Xy'f-XXB)

B — (XVX)—lx!y
02 =@y —-XB)y - XB)n
Como os elementos de fora da diagonal principal de
Como vemos o estimador obtido pau o vetor 8 é exatamente igual a sol¢io de MQO para o modelo

de regressao linear cldssico. Logo este f de ML apresenta todas as propriedades desejaveis vistas
para o estimador MQO. Mas, o mesmo niio ocorre para o estimador 62 , que, como se observa é



n—k-—1

viesado, pois sua E(62%)=c? stomando a derivadas segundas do gradiente com relagio a

B e a2, temos

#l XX

BB’ o
A _Xu
pda? ~ ot
al n  u'u

a2 2% &b

Tomando o negativo da esperanga matematica, obtemse os elementos da matriz de informagao:
_p )\ _ XX
aBip' | a2
3%
E (W) =0
&l n
- E(m) " 200
Para se obter o ultimo resultado lembre-se que E (ut) = E(Y u? = no?.
E a matriz de informacao é:
|
—XX)y 0
10) = 1(”2) - |2
a 0 n

204

A sua inversa nos fornecera a matriz de variancia-covariancia do estimador ML que coincide com
o Cramer-Rao Lower Bound:
a2 X' o0
20*
0 =

Como ¢ possivel observar em ™1 ( fz) os elementos fora da diagonal principal sdo zeros, indicando

que B e o?sdo independentemente distribuidos.Type equation here.

Substituindo os estimadores de MV na fungao de verossimilhanga, obtemos;

L(B 6%).

Substituindo os valores de £ e de 62nafun¢io de verossimilhan¢a e tomando-a em termos
exponenciais obtemos:

L(f 6%) = (2me)Z (62) 2

<27te) 2 n
—) @)

n
= Constante. (ii't) 2
No caso a Constante ndo depende de nenhum parametro do modelo.



O elemento (1,1) que é a matriz de variancia-covariancia de B de ML, que coincide com a de MQO
¢ o limite inimo de Cramer-Rao, o que implicitamente demonstra que MQO ¢ assintoticamente
eficiente.

4. Testes de LR, WALD e LM

Vamos ilustrar estes testes no ambito de hipdteses lineares sobre os fs. Elas terdo o seguinte
formato:
Ho: R =
Onde R ¢ uma matriz conhecida g x k+1, B ¢ um vetor (k+1) x 1 e r ¢ um vetor também de
elementos conhecidos g x 1. E q <k+I.
Os testes serao os testes LR, W e LM.

4.1 Teste de LR

Os estimadores de MV desenvolvidos acima definem o maximo da fun¢do de verossimilhanga sem
impor nenhuma restrigdo sobre os pardmetros. Vamos representar o maximo da fun¢do de
verossimilhanca como:
L( B; 62). E importante que seja observado que 62 é expresso como fungio da soma dos residuos
sem restri¢des ao quadrado, ©U'#l. O estimador de MV a semelhanga do estimador de MQO, também
pode ser obtido através da maximizagdo do log da verossimilhan¢a impondo Ho: Rff = r. Ou seja
maxg (i) =1 —y'(RB —r), onde é um vetor q x 1 de multiplicadores de Lagrange,
Assim obtém-se L(B ; 52), que corresponde a soma de quadrados dos res;iduos do estimador ML
com restrigdes, %i'i.
E facil entender que L(B ; 52) < L( B; 62). Quando se restringe os pardmetros a funcdo de
verossimilhanga jamais terd um valor méximo superior ao da fungdo sem restri¢des.
A estatistica de LR ¢ obtida pela razdo entre a fungdo sem restri¢ao sobre o valor da que ¢ obtido
pela funcdo quando se restringe o valor dos parametros especificados na hipdtese nula. A estatistica
entdo €:

L iz;az
A= LEE;EZ;

Esta estatistica necessita de transformagdes especiais no caso de amostras finitas ficam bem
complexas e tem que ser encontrada a distribui¢do amostral de A caso a caso. Mas, para grandes
amostras a estatistica de teste tem distribui¢do amostral definida e ¢ dada por:

LR = =2InA = 2[In L(B, 6%) — In L(B, 5°)] * X*(q)

O estimador de MV restrito € obtido pelo maxg (1) e substituindo
A _n
L(f 6%) = Constante. (2'0) z e
Fazendo o mesmo para o maximo da fun¢do de verossimilhanca restrita;
~ n
L(f %) = Constante. (&'i) 2



Substituindo esses valores em:
LR =n[InL(p 6?) — In L(f 6?)]
Obtemos;

LR = n[In (#i'%) — In (@'D)],

Colocado o LR de uma forma mais adequada para mostrarmos. Posteriormente, que

WALD = LR = LM, temos:

u'a aa  a'a  a'a
LR =n|ln—=|=n[ln| 5%+ == — ==
o'l a'a - o' d'a
2 - 28
=n[ln(1+ —= ]
a'l
= n[ln (1 § )], ou
uru
't 1
LR=n|ln (o) =n|ln | cm—7——==
il w'n a'a u'a
~f ~ + ~T~ =TI~
a'n o w'n u'n

Como vemos o calculo da estatistica LR requer a estimacdo dos modelos sem e com restri¢des
para se obter a soma dos quadrados dos residuos dos dois modelos.

4.2  Teste de Wald (W)’

No teste de Wald apenas o vetor § de MV da regressdo sem restrigdes é estimado. A partir
dos coeficientes estimados aplica-se as restri¢des, dadas por Ho: R = r, e verifica se a
reducdo da fun¢do de verossimilhanca ¢ “pequena” ou “grande”, sendo que pequena ou
grande terd métrica definida pela distribuicdo da estatistica de teste, W.

Como:

B~N[B,171(B)], sob Ho, (RB — r)~N[0, RI"*(8)R'], onde I"*(B) = ¢*(X'X)~*. Como vimos
acima a matriz de informag¢dp ¢ bloco diagonal logo podemos centrar a atengdo na sub-matriz

relativa a 8. Segue entdo que:

(RB—7)'[RI"*(B)R(RB—T1) * X%,

se distribui assintoticamente como uma Chi’, com g graus de liberdade.

7 Veja, Wooldridge.J., Introductory Econometrics: A modern Approach, 6™ , Edition, Cengage,
Appendix e, pp. 737-31 para uma discussao excelente dos testes assintoticos

10



onde g ¢ o nimero de linhas da matriz R ou o numero de restrigdes impostas sobre o vetor 5. A
distribui¢do assintotica ainda se mantém quando substituimos I~(f) por
a:(X'x)™.

w = (RB—'IRX'X)'RT'RB
- 22

D 2y

Com as hipéteses H1 a H6® ¢ facil de ver que o Wald se reduz ao teste de F, quando dividida por
q:

(RB-7) [RX'X)'R]Y(RB-7)'
W/q = 1 ~F(gn—k—1)

)
)

Nos ja vimos acima que o numerador da estatistica Wald pode ser expresso como (&'t — @i'u),

que ¢ a diferenca da soma dos quadrados da regressdo com restrigdo menos a soma de quadrados
da regressdo sem restri¢des. Portanto, W

_ (RB-r)REORNVRBT) 4 2
W= 2a ~ X

_ (WE-ww) | n@ua-am) g 2
W=" ="z Xw

43  Teste de LM’

O teste de LM ¢ conhecido como o teste do score, pois ele se baseia nas condi¢des de
primeira ordem para maximizagao da MV:

% Sob H6 a estatistica Wald tem distribuigdo Chi” exata, logo quando dividida pelo niimero de
restrigdes terd a distribui¢do F exata obtida para amostras finitas.

9 . .
Veja, Wooldridge, J., op. cit., Chap. 5, onde s6 o resultado LM = nR?*~ )((Zq)é apresentado.
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O estimador sem restrigdes, 8, que é obtido através da sologdo as CPO: s(0) = 0, que
fornece o score vector avaliado em 8. Quando se impdem restrigdes sobre os pardmetros,
para se obter o estimador com restri¢des, o () , quando avaliado em 6 ndo serd zero.
Mas, se as restri¢des forem validas, o valor do maximo restrito [(0) ~ 1(0), e s(0) ~ 0.
Como vimos anteriormente, o s(@) tem média zero ¢ variancia I(0). A forma quadratica
s'(8)I"1(8)s(0) que esta [ponderada pela matriz de varidncia-covariancia, I-1(8), tem
uma distribui¢do y?. Avaliando esta forma quadratica em 8 = 6 fornece um test4 para se
testar a hipotese nula. O resultado importante ¢ que sob a hipdtese nula com ¢ restrigdes
nos coeficientes, resulta que:

_ — ~ a
LM =5'(0)I"1(0)s(6) ~ )(%q)

Em contraste com o teste de Wald onde se estimava a regressao sem restricdes agora basta estimar
a regressdo com restricdes para se construir a estatistica LM. E uma das razdes para a popularidade
do LM, mas a principal estd na facilidade em aplica-lo, pois em muitas situagdes ¢ bem mais
simples estimar a regressdo com restrigdes e aplicar o teste. Vimos acima que o vetor score ou as
CPO ¢ dado por:

al 1

— —X'u
=B | _ 2
s(6) ol _n u'u
do? 202 204

Para se avaliar o vetor score nos valores do estimador com restrigdes basta substituirmos 6 por 6
em s(0) e substituirmos o0 u por i = y — Xf8 e a% por 6%, ou seja,

1 o~
s(0) = laZX ul.
0 -
O inverso da matriz de informagdo, como vimos. Avaliando-a em 6 temos:
FZX'X)t 0 }

IO [ 254
o =

Substituindo s e I'" na estatistica LM, temos:

et o] [Ax |
LM = [aiz X'u 0] [" (XO'X) 0_4] [ﬁzo'u], fazendo o produto dos vetores e matriz, obtemos:
n

n[u'X(X'X)"1X'u
't

LM =

Mas, WX (X'X)"1X'd = @' X(X'X)"1X'X(X'X)"1X'%, pois
XU X(X'X)"1X'X(X'X)"1 X'l é uma matriz simétrica e idempotente. Entio

WXX'X)"IX'X(X'X)"1X'ti = a@'X'X@, que nada mais ¢ do que a soma dos quadrados explicada
da regressdo de i na matriz com k+1 variaveis X. Observe que neste caso, %'l nada mais ¢ do
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que a soma dos quadrados a ser explicada, no caso, a soma dos quadrados da varidvel dependente
il . Desta forma a estatistica LM ¢ simplesmente dada por:
Soma dos Quadrados Explicada(SQE)

Soma dos Quadrados Total(SQT
— M R2._2
LM =nR*~x,

LM =n

PASSOS (para se testar Hy = ; = 0, ..., f; = 0)
1°) Faz-se a regressio;
Vi = Bo + Bg+1Xq+1i + - + BrXy,i + U, que € a regressdo sob Hj, donde se obtém:

;=y; — o — Ba+1Xq+1,i = — BrXk,i
2°) Taz-se a regresséo de ii; em x4, X, ..., X) , com as K variaveis explicativas;
3°) Calcula-se
LM = nR’ que tem distribuicio )((Zq) e testa-se para se rejeitar ou ndo H,,.
Também ¢ simples mostrar que
LM = n[ﬁIX(X:X:)‘lXIﬁ] _ n(ﬁﬁz—?'a).

uu uu
Para mostrar como se chega a este resultado temos que mostrar que:
[WXX'X)"Xu] = (@'a—an).
Considere:

Wi - XX'X)TIX'w'=u' [, — X(X'X)"1X'|a=1'Mii

, onde

M = [I, — X(X'X)"1X'] é uma matriz simétrica ¢ idempotente, tal que MM’ = MM = M.
Entdo temos que mostrar que #i'M#i = 4I'tl, o que ocorrera se Mii = ii. Por defini¢ao

ii =y — X, onde f8 é o estimador com restricdes satisfazendo

RE=r.

Portanto, Mt = M(y — Xﬁ) = My — MXJ3, mas, ¢ facil verificar que MX = 0, logo Mii = My =
M(Xp + @) = M=, pois

[, - XX'X)"X'|a = [ — X(X'X)"1X'1i] = 1, pelas condi¢des de primeira ordem X'l = 0.
Portanto [t/ X(X'X) " 1X't] = (Wi —0'd) e

5. Relacio entre W, LR e LM
Podemos agora demonstrar a famosa desigualdade entre os 3 testes:
W = LR = LM
Sabemos que:

2
In(1+x)=x-— %ﬁ...lo

10 . .
Expansao por Série de Taylor no ponto x = 0, para aproximar

0 292
£ = O+ |y + 55
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A 2% formula para LR derivada acima, nos fornece:
LR = c, logo aplicando a expansio acima até o 2° termo temos:

LR=n ( wu-ua ) n ( WA-Ta )2,

2

ura uru
Wu-urd

ura

) = W, conclui-se pois que

W = LR
De forma similar, mas agora usando a 3" expressdo para LR, temos

W' — '
LR = —nin <1 - (—>)

Mas, como visto acima n ( -

LR = n (EETD

LR = LM + %(w) , concluimos entdo que

LR = LM, ou seja, comparando os trés testes temos:

W = LR = LM.
Os testes sdo assintoticamente equivalentes, mas para amostras finitas, podem ser diferentes, mas
mantendo a ordem de grandeza acima demonstrada.

6. Exemplo

Usarei o exemplo do Wooldridge, onde ele especifica uma relagio para explicar o nimero de vezes
que jovens nascidos em 1960, dao detidos pela policia em 1986. Vou copiar aqui o Cap5.do,
colocado no STOA.

* Stata Do-file

* setup

version 14.2
capture log close
set more off

* open log
log using Chap5Asyntotics, replace text

f(x) =In(1+x) =In(1+0) +%(1 +0)+ ;—2' [-1(1+0)72] + -

2
In(1+x)=x—">+..
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* open data

use "/Users/denisardalves/Desktop/EAE-324/DATA SET/CRIME1.DTA", clear

/*Para voces verem que narr86, mesmo com n=2724 estad muito longe da dist. normal, vou usar o
comando kdensity em narr86*/

kdensity narr86, bwidth(0.2) normal

* Vou selecionar uma amostra, com reposi¢ao, das 2725 obs dos dados de CRIME1.DTA. Para
isso uso o comando bsample com n = 500. Quero mostrar que as diferengas entre os testes de
WALD, LR e LM, diminuem a medida que o n aumenta.*/

bsample 500

* estimar regressao sem restri¢oes

reg narr86 avgsen tottime qemp86 black hispan inc86

estimates store regsr

ereturn list

scalar sqrsr = e(rss)

*estimar regressdo com restri¢des, supondo que raga nao afeta criminalidade
reg narr86 avgsen tottime qemp86 black hispan inc86

estimates store regcr

ereturn list

scalar sqrer = e(rss)

* compute LR

scalar LR=e(N)*(log(sqrcr) - log(sqrsr))

* se usarmos LR2=nlIn(1+(sqrcr-sqrsr)/sqrsr). temos

scalar LR2=e(N)*(log(1+(sqrcr-sqrsr)/sqrsr))

di LR2

“* computo da estatistica WALD
scalar WALD=e(N)*(sqrcr-sqrsr)/sqrsr
di wALD

* computo do LM

*10 Passo:

quietly reg narr86 avgsen tottime qemp86 inc86
predict rescr, residuals
*20 Passo:

reg rescr avgsen tottime qemp86 black hispan inc86
*30 Passo:

scalar LM=e(N)*e(12)
di LM

di LR

di WALD
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scalar chic = invchi2tail(2,.05)

di "Chi-square(2) 95th percentile = " chic
scalar pvalue = chi2tail(2, WALD)

di pvalue

log close

log close
OBS: Para vocés observarem como os testes se aproximam cada vez mais, ¢ s6 apagar o comando

bsample e rodar o do file(mude o nome do do file) que vocé estard usando as 2725 e ndo 500 com0
selecionadas pelo bsample, n=500.
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