Exp 5 - Péndulo de torcao

1. Objetivos

Estudo de um movimento oscilatorio de tor¢do, harmoénico, sem amortecimento e
também com amortecimento subcritico, de tal forma que sejam observadas
oscilagbes com decréscimo exponencial de amplitude. O amortecimento serd
produzido mergulhando-se parte do péndulo em um lubrificante de automdvel, o que
introduzira um termo de atrito viscoso na equacdo de movimento. Buscaremos
determinar os principais parametros desse movimento e realizar um estudo grafico.

2. Introducao

O péndulo de torcdo consiste em um disco metalico suspenso por um fio que passa
por seu centro, como mostra a Fig. 1.
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Figura 1: Esquema do péndulo de torcdo.

A segunda lei de Newton para 0 movimento de rotacdo ao redor de um eixo fixo (eixo
z) pode ser escrita em termos de uma s6 componente dos vetores, como

_dL; _ ;dw,
Tz_dt_ldt (1)

onde L é 0 vetor momento angular, 1 o momento de inércia do péndulo para uma
rotacdo ao redor do eixo z, w 0 vetor velocidade angular, e 7 o torque resultante. O
fio de aco produz um torque de restituicdo linear, similar a forca de restituicdo de
uma mola, de forma que um deslocamento angular @ produz um torque no sentido de
fazer o disco voltar a sua posicdo de equilibrio. Este torque € dado pela lei de Hooke
(na forma angular)
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onde consideramos a posic¢do angular de equilibrio como sendo 6=0, e o eixo vertical,
paralelo ao torque, sendo o eixo z (vejam a Fig. 1). k é a constante elastica de
torgéo do fio.

No caso sem atrito, 0 Unico torque existente é o torque de restituicdo linear acima, e
a equacdo de movimento (Eg. (1)) é escrita como

doz _ dz_H__
Idt = —k0O ou Idtz_ k6 )

A Eq. (3) a direita é uma equacéo diferencial linear de segunda ordem, cujas solucbes
sdo funcbes Ht). Escolhendo-se as condicOes iniciais 0)=6nhax € dddt(0)=0 (isso
significa que deslocamos o péndulo desde a sua posicdo de equilibrio até a posicao
Gnax € 0 abandonamos a partir do repouso), a solucao sera dada por

0(t) = Omax cos (wot) (4)

Verifiqguem tal fato inserindo a solucdo (4) na equacao diferencial (3). A constante
wo € a frequéncia angular do movimento, ligada ao periodo Ty do movimento
oscilatorio pela expressao
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e dada, em termos dos parametros do péndulo, por

w0y = f (6)

A energia do sistema que executa as oscilagdes descritas acima € conservada, sendo
igual a

— 1102 +11(%) = 1kp2
E—2k9 +21(dt) _zkemax (")
onde vemos que a energia é proporcional ao quadrado da amplitude do movimento
oscilatério.

No caso com atrito, em que mergulhamos a parte inferior do péndulo no lubrificante
de automovel, passa a haver atrito viscoso ndo desprezivel, e as Egs. (3) adquirem
um termo extra, o torque de atrito viscoso, que para o regime de movimento laminar
é proporcional a velocidade angular dd/dt
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onde b é uma constante positiva, e 0 sinal negativo indica que esse torque age no
sentido de tentar restabelecer o equilibrio. A segunda lei de Newton toma entdo a
forma
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Como no caso anterior, esta € uma equacdo diferencial linear de segunda ordem,
agora com um termo a mais, cuja solugdo, no caso de amortecimento subcritico, é

O(t) = Oppar €7t cos(wyt) (10)

onde as condicdes iniciais escolhidas sdo as mesmas que no caso anterior. Verifiguem
a validade da solugdo (10) inserindo-a na equagdo diferencial (9) e realizando os
calculos. y € uma constante associada ao atrito viscoso, e a frequéncia angular o;
estd relacionada com o periodo T; do movimento por

w, == (11)
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Nesta situacdo, o péndulo oscilara com uma frequéncia angular um pouco menor que
no caso sem atrito, w; sendo dada por

w1 = 0)0 - ]/2 ) (12)

e vy se relaciona com a constante b do atrito viscoso e com 0 momento de inércia |
através de

Y= (13)

Em principio, y pode ser obtido experimentalmente com o auxilio da Eq. (12), reescrita
em termos dos periodos das oscilacbes com e sem amortecimento viscoso:

v= |- (14)

Esta, no entanto, é uma determinagdo um pouco mais dificil de realizar, pois ela depende
do conhecimento dos periodos T, e T, com preciséo elevada.

O comportamento da posi¢do angular em funcdo do tempo pode ser visto no grafico da
Fig. 2.
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Figura 2: Comportamento da posicdo angular em funcdo do tempo na presenca de atrito viscoso,
causando amortecimento subcritico.




A energia mecénica do movimento amortecido ndo é constante, sofrendo uma
diminuicdo com o passar do tempo. Mesmo assim, podemos calcular a sua média
<E(t)> em um periodo, que € definida como

(E@®) =4[ E@dt (15)

t

resultando em
(E(t)) = kB2 qpe ™" = Ege™?"t (16)

Eo € a energia total do péndulo sem éleo (que é constante), e vemos na Eg. (16) que a
energia total do péndulo no éleo continua sendo proporcional ao quadrado da amplitude
do movimento que contém agora um termo dissipativo. Consequentemente, a energia
total do péndulo no 6leo ndo é mais conservada.

3. Material

Utilizaremos aqui um péndulo de torcdo similar aquele representado na Fig. 1,
composto por um fio de ago, um pino central, um disco dotado de uma escala
milimetrada em sua borda, e uma casca cilindrica (caneca) de aluminio em sua parte
inferior, utilizada para produzir um torque de atrito viscoso, quando em contato com o
fluido usado para esse fim. Junto ao equipamento, existe também uma "mira"; um
pedestal dotado de uma ponta de arame, que serve como referéncia para a medida do
comprimento de arco nos pontos de inversdo (pontos onde a velocidade do péndulo é
nula). O fluido utilizado para se produzir o torque de atrito viscoso € um Oleo de
automovel.

4. Experimento

1. Medida do periodo Ty do movimento livre (sem 6leo). Vocés terdo que fazer
quatro medidas do tempo de dez oscilacdes completas do péndulo (dez periodos).
Aqui esta envolvido o célculo de média, desvio padrdo da amostra, desvio padrdo
da média e desvio total (vejam a apostila de teoria de erros e discutam esses
conceitos com o professor). Ao final, obterdo T, e seu desvio total dividindo o
tempo médio obtido e o seu desvio total por 10.

2. Medida dos pontos de inversdo (maximos ou minimos) do movimento com o
auxilio da escala milimetrada fixada em torno do disco. Como se V&, ao invés de
medirem o angulo 6, medirdo equivalentemente o comprimento de arco (em cm). A
tabela presente no Relatorio Programado deve ser preenchida na ordem temporal,
medindo na sequéncia todas as posi¢des do méximo (ou do minimo) do movimento
do péndulo (ponto de inversdo x _ ou x_). Com o péndulo em repouso, determinem
0 valor de Xequii para que este possa ser subtraido de seus valores de x_ ou X,
produzindo assim o valor real da amplitude de movimento do péndulo (Xexr). Dica:
afastem o péndulo da sua posicao de equilibrio de 11 cm e comegam as medic¢des da
amplitude quando chegar em 10 cm, para deixar a ele o tempo de estabilizar os
movimentos laterais indesejaveis que dificultam a leitura dos dados



Calculo geométrico do momento de inércia. Este é o calculo do momento de
inércia com o auxilio das medidas de massas e dimens@es anotadas na tabela do
Relatério Programado. Para o calculo do momento de inércia total do péndulo,
usem as férmulas relacionadas com cada geometria envolvida e calculem o valor
total com as formulas abaixo.

Itor = 2Xnln,  (Mesmo eixo) a7)

Ipisco = %MR2 (eixo perp.ao disco,no centro) (18)

Icaneca = %M(Rf + R2%) (eixo no centro,paralelo a caneca) (19)

Determinacdo da constante elastica k do fio. Usem as Eqgs (5) e (6). Tomem
cuidado com as unidades, e trabalnem no SI. O desvio de k é relativamente
simples

o= [+ (%) &

Medida do periodo T; do movimento amortecido. Servem aqui 0S mesmos
comentarios feitos no item 1.

Determinacdo de y a partir de To e T;. y pode ser calculado com o auxilio da Eq.
(14). O célculo de seu desvio pode ser um pouco trabalhoso, sendo optativo.
Como comentado, esta forma de determinar y pressupde 0 conhecimento
suficientemente preciso da diferenca (T1-To), 0 que n&do é o nosso caso (por qué?).

Medida dos pontos de inversdo (maximos ou minimos) do movimento amortecido.
Servem aqui 0s mesmos comentarios feitos no item 2.

Representacdo dos dados no PC em um gréafico mono-log, usando uma escala linear
para as abscissas, e uma escala logaritmica para as ordenadas. Vejam a explicacdo
do professor sobre a escala logaritmica. O que deve ser sempre lembrado é que:

e no eixo logaritmico, ndo temos nem o zero e nem valores negativos;

¢ nele, as distancias aparecem segundo o logaritmo dos dados;

e portanto, para representar 0s pontos experimentais, ndo precisamos fazer
nenhuma conta com os valores a serem plotados;

e ndo podemos escolher a vontade a escala no eixo logaritmico. Podemos
apenas escolher as poténcias de 10 sucessivas (por exemplo 10°, 10* 10?),
tal que seus dados estejam contemplados no eixo.

Representem 0s valores consecutivos de Xexqr €m cm no eixo logaritmico das
ordenadas para 0 movimento sem 6leo. Quanto ao eixo linear das abscissas, usem
maultiplos inteiros de T, para representar os seus dados de tempo (usem T, como
unidade de tempo!). Depois, facam a mesma coisa, no mesmo grafico, para 0s
valores da amplitude de oscilagdo do péndulo no oleo, usando agora T; como



10.

unidades de tempo (portanto, a escala em x serd a mesma para as duas curvas e
contera apenas 0s numeros 0 a 9).

Analise do grafico mono-log: ao representarmos Xeqr em funcdo do tempo, nés
representamos a envoltoria positiva da funcdo & (t). Essa envoltéria é dada pela
funcédo

x(t) = Xmax e (21)

onde substituimos o angulo 6 por X, 0 nosso comprimento de arco. O uso de um
grafico mono-log tem a finalidade de linearizar determinadas funcBes que
aparecem frequentemente em fendmenos fisicos. Se extrairmos o logaritmo da
Eq. (21), teremos

Log x(t) = Log Xpmax — ytloge = a — it (22)

onde usamos as propriedades dos logaritmos, e o € B sdo constantes. A Eq.
(22) indica que Log x(t) varia linearmente com o tempo t. Visto que, numa
escala logaritmica, as distancias x(t) sdo marcadas segundo o logaritmo dos
valores, isto implica que os dados de Xexir que medimos deveréo ter o aspecto de
uma reta. A inclinacdo dessa reta (coeficiente angular) é 3, o coeficiente det. A
determinacdo de y a partir do gréfico estd agora simplificada, por tratarmos com
uma reta. Podemos fazer uma regressao linear usando o método dos minimos
quadrados para encontrar o coeficiente angular desta reta e a incerteza dele. N&o se
esquecam de corrigir estes dois valores para recuperar as unidades de tempo, em
segundo (lembrem-se que, no grafico, o tempo foi expressado em unidade de Ty e
T1, e ndo em segundo).

Estudo da dissipagdo de energia no movimento amortecido. A Eq. (16) nos mostra
que a energia média decai exponencialmente, de acordo com o fator e”. A esse
comportamento exponencial, podemos associar um tempo caracteristico chamado
de meia vida, muito usado em radioatividade, que é o tempo apds o qual uma
populacdo de nucleos radioativos se reduz a metade da original. No caso das
oscilagdes com amortecimento subcritico, 0 comportamento exponencial permite
que também pensemos em um tempo caracteristico, por exemplo para que a
energia do péndulo caia a metade da inicial. Chamemos esse tempo de t;, (esta
sera a meia vida do nosso experimento!). Temos entéo

—2y(t+ti2) — 1 -2yt —2yty, — 1
e S e ou e > (23)
0 que resulta em
Ln2
2yt1/2 =In?2 e t1/2 = 7 (24)

Vocés também podem solucionar a questdo proposta no Relatério Programado
simplesmente observando o grafico mono-log: como a energia média é proporcional
ao quadrado da amplitude, ela cai pela metade quando a amplitude cai de 1/+/2 =
0,71. Busquem entdo no grafico o ponto para o qual a amplitude ¢é
aproximadamente 0,71 vezes a amplitude inicial. O tempo correspondente sera ty,



(ndo se esquecam que este tempo esta expressado em unidades do periodo Ty, 0 que
equivale portanto ao nimero de oscilagdes).

Da forma como foi proposto no Relatério Programado, utilizando a fracdo f da
energia perdida em cada periodo, a sugestdo é observar que, de oscilacdo em
oscilacdo, a energia média do péndulo ap6s cada oscilagdo completa pode ser escrita
como

0 oscilacéo: Eo
1 oscilagéo: (1-f) Eo (25)
2 oscilagdes: (1-f)° Eo
3« (1-f)* Eo

ficando a encargo de voceés escrever a equacao que possibilite encontrar o tempo ty,
(ou 0 nimero de oscilagBes) para que esta energia caia pela metade.
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