Capitulo 3

Movimento em duas
ou trés dimensoes
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Vetores de posicao, velocidade e aceleracao: o vetor posig¢do 7
¢ um vetor que vai da origem do sistema de coordenadas a um
ponto P do espaco, cujas coordenadas cartesianas sdo x, v e Z.

O vetor velocidade média v,, durante um intervalo de tempo
At € o deslocamento Ar (a variacdo do vetor posi¢do r) dividi-
do por Ar. O vetor velocidade instantinea U € a derivada do
tempo de r, e seus componentes sao as derivadas de tempo x, y
e z. A velocidade escalar instantinea é¢ o modulo de v. A veloci-
dade v de uma particula é sempre tangente a trajetéria da parti-
cula.

O vetor aceleracdo média E:, durante um intervalo de tempo
At é a variacdo da velocidade Av dividido por At. O vetor ace-
leracio instantinea @ € a derivada de tempo de U, e seus compo-
nentes sao as derivadas de tempo de v,, v, e v, (Exemplo 3.2).

O componente de aceleracdo paralelo a direcdo da velocidade
instantinea afeta a velocidade, enquanto o componente de a per-
pendicular a v afeta a dire¢do do movimento.
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A posicao P de uma particula
em dado instante possui
‘6. coordenadas x, , z.
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O vetor posi¢io do ponto P
possul componentes x. y, Z:
F=xi+ vy + zk.

Figura 3.1 O vetor posicdo 7 da origem até o ponto P possui compo-
nentes x, y e z. A trajetdria que a particula segue através do espaco €,
em geral, uma curva (Figura 3.2).
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v Posicio da particula no instante t,

"y P2

. _Ar
Unm = E

P, Posi¢io da particula

X
Trajetoria da particula

-
&y

Figura 3.2 A velocidade média U, entre 0s pontos P, e P, possui a
mesma direcdo e o mesmo sentido do vetor deslocamento Ar.
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A velocidade },‘
instantanea v é )
tangente a trajetoria I
em cada ponto.s, e

Trajetoria da particula

—_
&y

Figura 3.3 Os vetores U, e U, sdo velocidades instantdneas nos pon-
tos P, e P, mostrados na Figura 3.2.
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Figura 3.4 Os dois componentes da velocidade para um movimento

no plano xy.
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O vetor velocidade instantinea v
¢ sempre tangente a trajetoria.

T 4
3 . | o
¥ ] | A trajetoria da
I

.--""—. o |
> |

Uy € Uy, 840 08

componentes x e y de v.
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U>
a = 128°
25 - ”\
r=20s@&—————
2.0
1.5 \ v
%
1.0 1=10s9g  Trajetéria do
‘{"vcfculo robotico
v
0.5 1‘ Up
, v r=100s
!‘D |
| ' )-/ x (m)
0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3.5 Parat = 0, o vetor posicdo do veiculo robético & 7, e o vetor
. . " . —F — — o~
velocidade instantdnea é vy. Analogamente, r, e U, sdo os vetores para
- = .
t=10s; r; e v, sdo os vetores parat = 2,0 s.
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(a)

»

(b)

©)

U2 *
- > U2 U2
» P2 - - - =
Uy . P2 &= T P2 -
= \ -
P ¥ X T — N . /‘
’ Este carro acelera enquanto vy oo \ v,/ 7
’ . \ . ’
At reduz ao fazer uma curva. (Sua e \ v, AU = U, — U, ’
. . - . 3 V4
v velocidade instantdnea varia tanto em Al \ y = ’
/ 2 ;R \ . 4
P, madulo quanto diregdo.) ' \ : AY
P \‘\ T Pl QU) Ay I
lf.'--— -— “\ Uy f. At
! ! T : ! T,
1 F 1

Para determinar a aceleragio média do carro
entre Py e P,. primeiro temos que achar a

variagdo na velocidade AU by subtraindo U, de U,.

(Note que v}, + AU = U,.)

A aceleracao média possui a mesma direcio
que a varia¢do na velocidade, Av.

Figura 3.6 (a) Um carro se move ao longo de uma estrada em curva entre os pontos P, e P,. (b) Obtemos AU = U, — 31_ por subtracdo de vetores.
(c) O vetor G, = AU/ At representa a aceleracdo média entre P, e P..
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Para achar a aceleragio 152
instantinea ——>
daemP.. P,

7 ... tomamos o limite de @,
P, enquanto P, se aproxima de Py...

--""_'}
-
-
-
> -

,// .. implicando que At e At
Al tendem a 0. :

A aceleracio instantinea aponta para
o lado concavo da trajetoria.

Figura 3.7 Aceleracao instantanea @ no ponto P, da Figura 3.6.
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Figura 3.8 Quando o arqueiro dispara a flecha, ela acelera tanto para a
frente quanto para tras. Logo, o seu vetor aceleracdo possui tanto um
componente horizontal (a,) quanto um componente vertical (a,).
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0.5

Trajetoria do
tr=1.0s \/ veiculo robdtico

.
\LD

1 =005

o

dy f
' ' ' x(m)

0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3.9 Trajetdria do veiculo robético mostrando a velocidade e a ace-
leracdo parat = 005 (Ve dy), t = 1,05 (U, ed) et = 2,05 (U,e G,).
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ﬁ ----- Tangente a trajetoria de P

v
Componente de
a paralelo a L
‘[. e ha _ —==—=> Trajetoria da
trajetoria u L. articula
14,7~ Ps
.
5>

_~Normal a
trajetoria de P

Componente de @
ortogonal a trajetoria
Figura 3.10 A aceleracdo pode ser decomposta no componente @,

paralelo a trajetdria (e a velocidade) e no componente @, ortogonal &
trajetdria (ou seja, ao longo da normal a trajetdria).
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(a)

Aceleracao paralela a
velocidade da particula: v
* Ha variacio no modulo, mas = v,
ndo na direcdo da velocidade.
* A particula se move em
linha reta com velocidade
escalar variavel.

=)

(b)

Aceleracao ortogonal a N AD
velocidade da particula:
* Ha variagao na direcdo. mas b
nao no modulo da velocidade. \ v
* A particula se move em

uma trajetoria curva com a
velocidade escalar constante.

Figura 3.11 O efeito da aceleracao direcionada (a) em paralelo e
(b) ortogonal & velocidade de uma particula.
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(@) Quando a velocidade escalar ¢

constante ao longo de uma trajetdria curva...

v
-

-

.. a aceleracio é
normal a trajetéria.

Normal em P

(b) Quando a velocidade escalar € crescente ao
longo de uma trajetdria curva...

U
f"—?

-
-

“ ... aaceleragao aponta
para a frente da normal.

=1

Normal em P

(c) Quando a velocidade escalar é
decrescente ao longo de uma trajetéria

curva...

=)

.. a aceleragdo aponta
para tras da normal.

Normal em P

Figura 3.12 Vetores da velocidade e aceleracdo para uma particula que atravessa um ponto P em uma trajetdria curva com (a) velocidade escalar
constante, (b) velocidade escalar crescente e (¢) velocidade escalar decrescente.
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A\ Componente paralelo
P da aceleracio
I o
W27 Posigio do veiculo
Componente ¢ \mh{jtico parat = 20s
perpendicular " 91 <—Trajetéria do
da aceleracio veiculo robético

Figura 3.13 Os componentes paralelo e perpendicular da aceleracao
do vefculo robotico em t = 2,0 s.
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(a)

A
Direcao do
movimento

.
B

b

(b .

N c

N L] e
AN D . F
~
N E
N
.
hY
N
N
T
B
Normal em E
N 1l
™ Normal em D I Normal em F

Figura 3.14 (a) A trajetdria da esquiadora. (b) Nossa solucdo.
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Movimento de um projétil: no movimento de um projétil, des-
prezada a resisténcia do ar, a, = Oe a, = —g. As coordenadas e
os componentes da velocidade em furig,ﬁo do tempo sio simples
funcdes de tempo. € o formato da trajetoria € sempre uma para-
bola. Geralmente definimos a origem na posic¢ao inicial do projé-
til.

x = (vgcosay)t (3.20) :
l Y v » . v
}: — (L’Dsellao)-r . l_gIQ (32]) | v ¥ ) F e "—'-H.‘ v
2 VAR ’
Y= 1 OO ; f/ - Uy “ v
U, = U,CO8a, (3.22) Y _ '
) v, a, = —g \
Uy = Upsenay — gf (3.23) ?)f e
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\
0

Figura 3.15 A trajetoria de um projétil.

X
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Figura 3.16 A bola da esquerda é largada verticalmente sem velocida-
de inicial. Simultaneamente, a bola da direita é lancada horizontalmente
do mesmo ponto; imagens sucessivas desta fotografia estroboscépica sdo
registradas em intervalos de tempo iguais. Para cada intervalo de tempo,
as duas bolas possuem os mesmos componentes y da posicao, da velo-
cidade e da aceleragdo, embora os componentes x da posicao e da
velocidade sejam diferentes.
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No topo da trajetoria. o projétil possui velocidade vertical igual a
zero (v, = 0), mas sua aceleragio vertical continua a ser —g.

y N
v Uy '
——— = e et
6[ - - : =~ ~ l!.‘l
- ~
, - I o 1 . ca
Uty _\,ﬂ’ ! RN U3y Uiy Verticalmente. o projétil
“ 3 . . ~
i Frm e | SN/ . () exibe movimento de aceleracdo
| ] ) “ o
70 Vix ! U3y : ) i . Y3y constante em resposta a forga
EAd ~ . .
/r/ | ! | = 3 : | gravitacional terrestre. Logo,
R4 | ! . 11 sua velocidade vertical varia
; ! ay, = —g I . .
Yo 7 ! ¥ 8 | AN ! I em quantidades iguais durante
I LY . . .
Voy o | | ! \ Uoy : intervalos de tempo iguais.
. 4 1 1 | A\ -
J ! | | N\ I
| | | : '
\%o ! . i “\ [
! 1
: i - *— - o ¢
O] Vox ! ! | |
i i | | i
| | | | |
[ [ L !
b Uoy 1 Ul i Uy | Usy .
® e — o g e — o o o e e e e )
Horizontalmente, o projétil exibe movimento de velocidade constante: sua aceleragio

horizontal é zero e, portanto, percorre distincias x iguais em intervalos de tempo iguais.

Figura 3.17 Se desprezarmos a resisténcia do ar, a trajetéria de um projétil € uma combinacdo do movimento horizontal com a velocidade constante
e do movimento vertical com a aceleracdo constante.
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‘Xan

Upy = UpCOS ap

Figura 3.18 Os componentes de velocidade inicial vo, € vg, de um
projétil (tal como um bola de futebol chutada) se relacionam com a
velocidade escalar inicial vo e 0 dngulo inicial ap).
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(a) Imagens sucessivas da bola sdo separadas

por intervalos de tempo iguais.

Picos sucessivos
diminuem em altura
porque a bola perde
energia a cada salto.

Q.‘ .
L -
-
-

k'

-
&

(b)

o

As trajetérias sdo

aproximadamente
parabdlicas.

saeg
5 aaunarest =u.—;,,,h$

Figura 3.19 As trajetorias aproximadamente parabolicas de a) uma bola
que quica e b) bolhas de rocha derretida que sdo ejetadas por um vul-
cdo.
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Velocidade inicial de
yi(m) uma bola de beisebol:

100 vy =50mfs, a = 53.1°
50 |-
I I I I I I x (m)
0 100 200 \ 300
—50 |
—100 -

Com resisténcia  Sem resisténcia
do ar do ar

Figura 3.20 A resisténcia do ar tem um efeito amplo no movimento de
uma bola de beisebol. Nesta simulacdo deixamos uma bola de beisebol
cair de um ponto bastante alto e outra foi arremessada (por exemplo, a
bola de beisebol poderia ter sido arremessada de um penhasco.)
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(a)

/, “‘)

Figura 3.21 (a) A trajetéria da esquiadora durante o salto. (b) Nossa solucdo.
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Neste ponto, a motocicleta e seu motorista
tornam-se um projctil.

Figura 3.22 Nosso desenho para esse problema.
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s R
Up = 3?}() m/s  y=2? h="7 “‘n_\\
.-"'
ey
s
ag = 53.1°

0

Figura 3.23 Nossa visualizacdo deste problema.
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Um langamento de 45° da o maior alcance:
outros angulos sdo mais curtos.

'...'l .,
..l...nl“.. '.'
Angulo de -E e 3_.'
lan¢camento: ° 5 4
ag = 30° .
ag = 45°
ag = 60°

Figura 3.24 Um dangulo de lancamento de 45° fornece o alcance hori-
zontal médximo. O alcance € mais curto com angulos de lancamento de
30° e 60°.
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0 Janela y="7

a. = —20Y
S,

™

~_ U= 10.0 m/s

.,

L

y=—8,0m N Solo
- VATV VAV VT

Figura 3.25 Nossa representacao grafica desse problema.
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As setas indicam a que distincia o dardo e 0 macaco teriam caido em
determinados instantes em relag¢do ao local em que estariam sem

gravidade. Em qualquer instante, a distancia foi a mesma.

.

« Logo. o dardo invariavelmente atinge o macaco.

Figura 3.26 O dardo tranggilizante atinge o macaco em queda.
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: Sem gravidade — i
e e e -~ H ]
» O macaco permanece na sua posicio inicial. Pragy -
. rd " H P
* O dardo segue direto para o macaco. -, -7 H i 2 7Quedado
. ", - 1 s - - e
« Portanto, o dardo atinge o macaco. -7 . "r il & 2caco
*, - H n
s - e "
e H i
Traietéria do dard e iQueda :
rajetria do dardo e B '
o ) -1 digey, :dodardo 3
sem gravidade -7 3 : .
e ! Queda : .
- u " "
- i do dardo g : :
- ! H .
-~ - i - — ¥ Y
-~ E—
- — - A
ardo __ o =-F :
vy fQueda do 9‘, e :
2 - H
L o ;
PA Trajetéria do dardo :
- cavidade &
et ag com gravidade :
- X
d =
Com gravidade
* O macaco cai. -
* Em qualquer instante f, o dardo cai na mesma propor¢io
que 0 macaco em relagdo ao ponto em que qualquer um
deles estaria na auséncia da gravidade: Ayggo = AVimacaco — —1+ £1%
- - 2
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Movimento circular uniforme e nao uniforme: quando uma par-
ticula se move ao longo de um circulo de raio R com velocidade
escalar v constante (movimento circular uniforme), ela possui

aceleracdo dirigida @ para o centro do circulo e perpendicular ao 02
vetor v. O moédulo a4 da aceleracio pode ser expressa em ter- Urad = R
mos de v e R ou em termos de R e o periodo T (o tempo de uma
2
revolucio), onde v = Z'TTR/ T. - _4mR
) . - . Apag — 2
Quando a velocidade escalar ndo for constante (movimento
circular ndo uniforme), ainda existird um componente radial de @ B
dado pela Equacdo (3.28) ou (3.30), mas existira também um L e ¢
. N . 4 " =\
componente paralelo (tangencial) a trajetoria. Esse componente ;7 Orag .\
P . P . rad
€ igual a taxa de variacdo da velocidade escalar, dv/dr. A al
v "'a:'ad \1
| = 1y
\ {tl'ﬁd_"
\ \Ez':ld — y
- Arad 7
vy T es
v
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Um carro aumenta a velocidade ao longo

de uma trajetoria circular

Componente de aceleragdo paralelo a
velocidade: altera a velocidade escalar do carro

] -
- }

/ ) - . N
¢ Componente de aceleragio perpendicular a

! velocidade: altera a direcdo do carro

Um carro reduz a velocidade ao longo
de uma trajetéria circular
v >
-
Componente de aceleragdo

altera a direcio do carro

I Componente de aceleragdo paralelo a

velocidade: altera a velocidade escalar do carro

perpendicular a velocidade:

Movimento circular uniforme: velocidade
escalar constante ao longo de uma trajetoria

circular
U ____..-->

Aceleracdo ¢ exalamente
- perpendicular a
velocidade: nenhum
componente paralelo

1 N

AL}
Para o centro do circulo

Figura 3.27 Um carro em movimento circular uniforme. A velocidade escalar é constante e a aceleracdo é orientada para o centro da trajetdria circular.
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(@) Um ponto percorre uma distincia As a
uma velocidade escalar constante ao longo

de uma trajetéria circular.
v,

(b) A variagio correspondente em velocidade

e aceleragio média.
AU Estes dois triingulos
sao semelhantes.

(c) A aceleragio instantinea.

e

v
-
-~ -~ . ~
R A aceleragdo instantinea em
Ad movimento circular uniforme €
’ sempre orientada para o centro

do circulo.

- . - . — ~ £ 1"
Figura 3.28 Ache a variacao da velocidade Av, a aceleracdo média
— -~ . ™ —> ’

d,, € a aceleracdo instantanea d,,4 para uma particula que se move em

circulo a uma velocidade constante.

© 2008 by Pearson Education
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(a) Movimento circular uniforme.

- - , Aceleragao possui
-~ IRA N 5dulo constante
, “mdr ~\ médulo co .
pag mas direcio
v ;‘h /'. '\i"". variavel.
i
l\ a)md fl U
5’; | X ‘R,ok' Velocidade e
\. i“rad L7 aceleragio sio
AN B sempre

perpendiculares.

(b) Movimento de um projétil.

Velocidade e aceleracgio sdo perpendiculares
somente no pico da trajetdria.

ﬁ %
y U
— - -7 -~ -~
v 3}
v —
4 a - N
Y
<\ d d N
/ *. - .
’ Aceleragio ¢ o
a constante em i

maodulo e
direcdo.

Figura 3.29 Aceleracdo e velocidade (a) para uma particula em movi-
mento circular uniforme e (b) para um projétil sem nenhuma resistén-
cia do ar.
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Velocidade escalar minima: aceleracio
radial minima. acelera¢do tangencial zero

"
L)

Aumentando Redu.z.mdo a
a velocidade: velocidade:
aceleragio g v ?Cecl,era(‘;.a(])
tangencial na“- ., S ~e_ |0 (:1"‘;;:(-115;)
mesma g ‘-_‘}f/ ‘(f‘ A ~ [J c g

Velocidade maxima: aceleracdo radial
maxima, aceleracao tangencial zero

Figura 3.30 Particula movendo-se em um circulo vertical, como um
carro de uma montanha-russa, com velocidade varidvel.
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Velocidade relativa: quando um corpo P se move em relacio a
outro corpo (ou sistema de referéncia) B, e B se move em relagdo
a A, designamos a velocidade de P relativa a B por Uy, a velo-
cidade de P relativa a A por BP;’A e a velocidade de B relativa a A
por Ug,. Quando essas velocidades estio ao longo da mesma
linha, seus componentes ao longo dessa linha estdo relacionados
pela Equacdo (3.33). Genericamente, essas velocidades estao
relacionadas pela Equacdo (3.36).

Upjax — Upfpx + Upjax (3.33)
(velocidade relativa ao longo da linha)

Upjs = Upjp + Ups (3.36)
(velocidade relativa no espaco)

Upa
Upig = Upp T Upy

—
]

n U
Upis FiB

P (plano)

™~ B (ar em movimento)

P
_~ ®&—A (observador no solo)

v/
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Figura 3.31 Os pilotos de uma exibicdo aérea enfrentam um problema
complicado de movimento relativo. Eles devem considerar a velocidade
relativa do ar sobre as asas (para que a forca de sustentacao atinja valo-
res apropriados), a velocidade relativa entre os avides (para evitar coli-
soes) e a velocidade relativa em relacdo ao publico (para que eles pos-
sam ser vistos).

© 2008 by Pearson Education
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(b)

Va Vg . Velocidade do trem
Referéncia UB;; relativa ao ciclista
do ciclista

<" Referéncia Posic¢do da passageira

do trem em ambas as referéncias

g “uP X4,
‘ X
OA OB B

- ~)

/A 1 Yp/B
Xp/a

Figura 3.32 (a) A mulher caminhando no interior do trem. (b) A posi-
cdo da mulher relativa ao sistema de referéncia do ciclista e ao sistema

de referéncia do trem.
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S
X
N
Caminhao (C)
Uy/E
Terra (T)
UT/E

Voce (V)

Figura 3.33 Sistemas de referéncia para vocé e para o caminhéo.
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(a) (b) (c) velocidades relativas
(vistas de cima)

Vg .~ Velocidade do trem
_ i v em relacdo ao ciclista
Sistema de Upu
e ‘! - ~ .
YA referéncia =
A (ciclista) do trem . P %‘
. = Posi¢do da mulher em ambos
Sistema de r : os sistemas de referéncia I
referéncia FA "'r/B M »
P (passageira) do ciclista Op B i
w
XA
]
, .
vpig = 1,0 mfs
)

Figura 3.34 (a) Uma mulher andando de um lado a outro do trem. (b) Posicdo da mulher em relacdo ao sistema de referéncia do ciclista e ao siste-
ma de referéncia do trem. ¢) Diagrama vetorial para a velocidade da mulher em relacdo ao solo (o sistema de referéncia do ciclista), 6PJ|’A'
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Uy = 100 km/h,
leste

E)PIA =
240 kmj/h,
norte

Figura 3.35 O avido vai do sul para o norte, mas o vento sopra de
. . . —

oeste para leste, produzindo a velocidade relativa resultante vpr do

avido em relacdo a Terra.
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Uy = 100 km/h,
leste

Up/a =
240 km/h.
em relacao
ao angulo 3

N

o

S

Figura 3.36 O piloto deve inclinar o avido na direcdo do vetor Up,,
para que ele siga do sul para o norte em relacéo a Terra.
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