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Al - Andlise de Componentes Principais
Atualmente, pesquisadores defrontam-se com
dezenas ou centenas de varidveis diferentes em
suas andlises. E frequente haver redundancia
entre diversas dimensdes, levando a problemas
de multicolinearidade.

A andlise de componentes principais é um
método que explora a interdependéncia em
dados multivariados. Se houver redundancia
substancial no conjunto de dados, pode ser
possivel explicar a maior parte das informacdes
num conjunto menor de dimensdes.

Al.1 Covariancia e Correlagao

Matriz de Covariancia

Organize os dados na forma de matriz, por
exemplo, na coluna 1 liste as 5 observacdes da
varidvel x1 e na coluna 2 liste as 5 observacdes da
varidvel xz:

2 1
9 8
X=|7 5/. (1)
3 4
_4 2_
Calcule as médias das variaveis:
x =5 x,=4. (2)

Utilize a matriz obtida em (1) e, para cada coluna
subtraia a média, obtendo a matriz de desvios
Xdesv:

2 1] [5 4] [-3 -3
9 8| |5 4 4
X,...=|7 5|-|5 4|=| 2 1. (3)
3 4] |5 4| |-2 0
4 2| |5 4] |[-1 -2

A matriz de covaridncia, S, é obtida pela
expressao:

| -
Xdestdesv (4)
n—1

- n é o numero de observacdes, que no nosso
exemplo é igual a 5;

S=

- X/, € a matriz transposta da matriz obtida em
(3). Entdo, para o exemplo dado a matriz S é:
PR
4 4 4
11-3 4 2 -2 -1
S=— 2 1],
41-3 4 1 0 -2
-2 0
1134 29 )
quelevaa: S=-— , OU seja
4129 30
8,50 7,25
S= . (5)
17,25 7,50

Note que para duas varidveis a matriz de
covariancia serd 2x2:

S:_Sll SlZi|. (6)
_SZI SZZ

Matriz de correlagao
A matriz de correlagdo é escrita na forma:

I ', ... 1,
T 1 ...

R — 21 2k (7)
r, r, .. 1

O célculo de cada elemento desta matriz pode
ser obtido da matriz S por:

S.
— 1
I, = . (8)
Sii \/Sjj
A matriz R também é simétrica, ou seja, r; =r;.

Para matrizes 2x2:



L Sll\/SZ2
No exemplo, considerando (1) e (5), a matriz de

correlacdo sera:

R= (10)

1 0,908025
| 0,908025 I

Al.2 Autovalores e Autovetores

12 passo: Determinar autovalores. Para a matriz

de covariancia S os autovalores sdo:

A= (51, +52) + \/(Su +55) _4(511522 _S122) (11)
2 2

No caso especifico da matriz S obtida em (5), os

autovalores sdo:

A, =15,267221 A, =0,732779 . (12)
Os autovalores da matriz de correlacdo R sdo:
A=1tr,. (13)

No caso especifico da matriz R obtida em (10), os
autovalores sdo:
A, =1,908025 A, =0,091975. (14)
22 Passo: Determinar os autovetores da matriz
de covariancia.

No caso de uma matriz 2x2 deve-se resolver o
sistema:

|:Sll S, }{Vu}z ﬂi|:vli:| (15)
Sy Sy |V Vai
para cada autovalor. Para resolver o sistema
podemos considerar v, =1.
¢ Considerando o primeiro autovalor 4, :

v, =1, (16-a)
entdo v,, é obtida pela expressdo:

21 = f{l_—l_SSZI_S/?q y (16-b)

1 22 12

o resultado é:

) losssal
= (16-c)
Vo, 0,93341

¢ Considerando o segundo autovalor A,:
v, =1, (17-a)
entdo v,, € obtida pela expressdo:

Ay =55 =5, (17-b)

V12= /1 .
S;pF 8 — 4,

o resultado é:
—-0,93341
)
Vo, 1

32 Passo: Normalizar os autovetores e: Divida
cada componente dos autovetores obtidos pelo
seu moédulo. No caso, o médulo dos dois vetores
obtidos é iguala a 1,367938. O resultado obtido é:

e, | [0,731027

= (18-a)
e, 0,682348
e, -0,682348

= (18-b)
€, 0,731027

Os vetores normalizados apresentados nas
expressoes (18-a) e (18-b) acima sdo autovetores da
matriz de covariancia.

Al1.3 Componentes Principais

Componentes Principais sdo escritos em termos
das varidveis originais através de ponderacdes,
dadas pelas componentes dos autovetores e. Se
tivermos duas varidveis originais teremos dois
componentes principais: CP=¢ X

e, e e, e
Sendo, e:[ 8 12} ou seja e’:{ 8 21}.
eZl 622 elZ 622

Assi |:CP1}_{611 621}|:X1} 5.
ssim, = e entao:
Cp, € Cn X

CP, =¢,,X, +&,,X, (19)
CP, =e,x, te,X,

No exemplo especifico, utilizando os resultados
obtidos para os autovetores, temos:
CP, =0,731027 x, +0,682348 x,

(20)
CP, = —0,682348 x, +0,731027 x,

A1l.4 Variancia explicada

O Percentual da variacao explicada é dado por

CP; = i><100. (21)

> 2
No exemplo em questdo, considerando os
autovalores (12), obtemos:

Variacdo explicada por CP; = 95,42 %, (22-a)
Variagdo explicada por CP, = 4,58 %. (22-b)



A1.5 PCA: Exemplo no STATA

Ap0s inserir os dados do exemplo (Equacgdo 1) no
Stata, para obter graficos de dispersao,
considere o link: Graphics » Scatterplot Matrix.
O resultado é presentado na Figura 1.

Figura 1. Scatterplot Matrix para varidveis X1 e
X2, obtido no STATA.

Neste exemplo observa-se uma correlagdo linear
positiva entre as varidveis X1 e X2.

Covariancia e Correlagdao — Comando no STATA:
Statistics » Summaries, tables and tests

» Summary and descriptive statistics

» Correlation and Covariances

Os resultados de covariancia e de correlagdo sdo
apresentados na Figura 2 a seguir.

Figura 2. Covariancia e Correla¢do calculados no
STATA.

correlate, covariance
[ob==5)
1l HE
1l 8.5
HE T.25 7.5
correlate
[ob=s=E]
1 HE
1l 1. 0000
HE 0_9080 1. 0000

Observe que os valores apresentados para a
matriz de covariancia (correlate, covariance na
Figura 2) e os valores apresentados para a matriz
de correlacdo (correlate, na Figura 2) sdo os
mesmos apresentados nas expressoes (5) e (10),
respectivamente.

Componentes Principais — Comando no STATA
Statistics » Multivariate analysis

» Factor and principal componentes analysis
» Principal componentes analysis (PCA)

Nas Figuras 3 e 4 a seguir sao apresentados os
resultados da PCA considerando a matriz de
correlagdo (Figura 3) e a matriz de covaridncia

(Figura 4).

Figura 3. Resultado PCA, matriz de correlagdo.

Comp onent Eigenvalus Diffes
Compl 190803 1.4
Comp 0919748
Principal components (eigenwectors)
Tariable Compl CompZ
1 07071 o101
HE o_7T071 -0.71071

Figura 4. Resultado PCA, matriz de covariancia.

Comp ornemnt Eigenvalue Liffers
Compl 152672 14 .4
CompZ 7132019
Principal components (eigenwvectors)
Variable Compl Conp 1
1 0. 7310 -0_6823
HE 0. 6823 0_7T310




Observe que o resultado PCA calculado para
matriz de covariancia (Figura 4) é equivalente ao
resultado obtido em (20).

Grafico Scree plot:

Statistics » Multivariate analysis

» Factor and principal componentes analysis
» Postestimation

Figura 5. Grafico Scree plot para PCA calculada
pela matriz de correlagdo (STATA)

Scree plot of eigenvalues after pca

Eigenvalues

Number

Al.E — Exercicios de Componentes Principais

Al.E1l Produto Estadual Bruto, nos estados
americanos. (Gross State Product — GSP).

Dados sobre produto estadual bruto estdo
disponiveis em dois arquivos: gsp_raw (expresso
em milhdes de dodlares) e gsp_share (expresso
como uma propor¢ao do total do GSP para cada
estado). Cada arquivo consiste em 50 linhas
(uma para cada estado) e 14 colunas (a primeira
é a identidade do estado e as 13 restantes
correspondendo as diferentes dreas de atividade
econdmica).

Al.El.a Usando os dados do gsp_share faca uma
analise de componentes principais.

A1.E1.b O que acontecerd se vocé remover as
observacdes correspondentes ao Alasca e
Wyoming? Repita a andlise e esquematize os
scores para 0s primeiros dois componentes
principais. Como vocé interpreta os resultados?

Respostas, A1.E1:

Com a base gsp.raw:

. pca coll col2 col3 col4 col5 col6 col7 col8 col9
col10 col11 col12 col13

Tabela 1. Autovalores da matriz de correlagado
para os dados gsp_raw

Component Eigenwvalus Difference
Compl 109443 9 96488
CompZ - 979435 519379
Comp3 400057 0573802
Compd 342677 203464
Comp 5 139213 .069%184
Comp& 0693941 0292465
Comp 7 0401476 _ 00680468
Comp s 0333429 _00g§25054
Comp? 0250924 0145441

ComplO 01054832 00305999
Compll 00748827 00143102
ComplZ 00605725 00382676
Compl3 00223049 -

Tabela 2. Autovalores da matriz de correlagado
para os dados gsp.share.

Conponent Eigenvalue Lifference
Compl 3.23551 - 99905
CompZ 2.23646 216623
Comp3 1.95984 599488
Comnpd 1.36035 202928
Comp 5 1.15742 289087
Conp& . g68334 -143849
Comp7? .124486 108706
Conps 6157179 . 2971542
Comp? -318237 0828841

Compl0 .235353 083691
Compll 151662 0151629
Conplz 136499 136431
Conpl3 _D0D00GESSS2

Nas Tabelas 1 e 2 sdo pode-se ver a diferenca
entre o cdlculo com os dados do arquivo gsp_raw
(formado com valores absolutos do produto
estadual bruto) e o calculo com os dados do
arquivo gsp_share (formado com os dados
proporcionais para cada estado. As Figuras 6 e 7
apresentam os graficos Scree plot para os
calculos comas bases gsp_raw e gsp_share. Apds



o calculo, digite .screeplot para obter o grafico
ScreePlot.

Figura 6. Grafico Scree plot para PCA calculada
pela matriz de correlagdo gsp_raw.

Scree plot of eigenvalues after pca
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Figura 7. Grafico Scree plot para PCA calculada
pela matriz de correlacdo gsp_share.

Scree plot of eigenvalues after pca

Autovalores Matrizde Correlagéao

T T T T
0 5 10 15
Componente

Para obter os scores como novas varidveis
devemos utilizar o comando predict e depois o
nome das componentes. Por exemplo para criar
as primeiras duas componentes e grava-las como
novas variaveis podemos digitar:

predict pcl pc2, score

A1.E2 Opinido Politica.

Um pesquisador coletou informacdées sobre 100
respondentes acerca de seis varidveis de opinido
politica apresentadas a seguir:

x1 O governo deveria investir mais dinheiro
em escolas
X2 O governo deveria investir mais dinheiro

para reduzir o desemprego

x3 O governo deveria controlar os grandes
negodcios
x4 O governo deveria acelerar o fim da

discriminacdo racial através de transporte
escolar

x5 O governo deveria zelar para que as
minorias obtenham suas respectivas quotas de
emprego

X6 O governo deveria expandir o programa
Head Start (www.acf.hhs.gov/programs/ohs)

A matriz de correlacdo para esses dados é
apresentada na Tabela 1

Tabela 1. Matriz de correlagao para os dados de
opinido politica.
x1 x2 x3 x4 x5 X6
x1 1.00
x2 .601 1.00
X3 498 475 1.00
x4 192 .220 .208 1.00
x5 196 .191 201 433 1.00
X6 347 .298 245 320 .421 1.00

A1.E2.a Analise esses dados usando a analise de
componentes principais. Quanta variacdo é
explicada pelos dois primeiros componentes
principais? Como vocé interpretaria os dois
componentes?

Respostas, A1.E2:

Transformando os dados em matriz no STATA:
mkmat x1 x2 x3 x4 x5 x6, matrix(MatrizOp)

Obtendo a matriz completa:
matrix Opinion = MatrizOp + MatrizOp' - 1(6)

Nomes das linhas e colunas da matriz:
matrix rownames MatrizOp = x1 x2 x3 x4 x5 x6
matrix colnames MatrizOp = x1 x2 x3 x4 x5 x6

Observando os valores da matriz:
matrix list MatrizOp

Componentes Principais:
pcamat Opinion, n(6)
Resultados:



Figura 8. Resultado da pca a partir da matriz de
correlagdo pelo comando pcamat.

Principal components/correlation

RBotation: {(unrotated = principal)

Component Eigenvalue Difference
Compl 2.63335 1.4067
Coup e 1.22665 543098
Conp 3 . 683555 123086
Compd 560469 .0555001
Comnp 5 504969 113962
Comp& -331007

Principal components {(eigenvectors)

Wariable Compl Comp C oy 3
xl 0.4629 -0_3701 -0._121%
x2 0.4532 -0_3647 0.0354
x3 0.4202 -0.3334 0.3075
nd 0. 3415 0.4846 0.6144
x5 0. 3544 0.5463 -0.0333
X6 0.4019 0.2925 -0. 7148

O Scree Plot obtido é apresentado na Figura 9 a
seguir.

Figura 9. Scree Plot para Al.E2.a.
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Pelo resultado observa-se que a variancia
explicada pelos dois primeiros componentes é
64,33%, ou seja:

(2.63335 + 1.22665)/6 = 0.643333



A2 Analise Fatorial

A2.1 Caracteristicas gerais

O objetivo é descrever um conjunto de k
variaveis originais (x1, x2, ... Xk) através da criagdo
de um numero menor de varidveis (fatores).

Cada variavel é descrita em termos de fatores:
x,=a,F +a,F +..+a,F (23)

in"n

a; sdo cargas fatoriais.

A soma das cargas ao quadrado, para uma
determinada varidvel é igual a comunalidade da
variavel:

h=2 a; (24)
j=l

Uma regra util para considerar uma variavel na
analise é que a comunalidade deve ser maior do
que 0,7.
A medida de unicidade (uniqueness) é dada por
um menos a comunalidade, ou seja:

u, =1-h’ (25)

Se a soma das cargas fatoriais (23) ao quadrado,
for feita para um indice relacionado a um fator,
entdo obtemos o autovalor correspondente ao
fator em questdo, ou seja

k
A, =§a§ (26)

Como resultado, cada Fator pode ser escrito em

termos das variaveis sendo possivel assim obter

uma fungdo para o Score Fatorial j:
F,=b,z,+b,z,+..+b; 7, (27)

Para obter o cdlculo correto do Score Fatorial as
varidveis devem ser padronizadas.
Assim, em (27) z, =(x, —X,)/s; é o Score-z.

A2.2 Exemplo Completo no STATA

Como exemplo é considerado o “Exemplo
Completo” apresentado no livro “Andlise
Multivariada para cursos de Administracao,
Ciéncias Contabeis e Economia” (Corrar, Paulo e
Dias Filho).

A base de dados esta disponivel no arquivo
Exemplo_CAP02_CORRAR.dta

Os passos para a Andlise Fatorial sdo os seguintes:

e factor ICOM-ILGE, pcf. Este comando executa
a analise fatorial a partir de componentes
principais. Utiliza todas as varidveis, desde
ICOM até ILGE.

e screeplot, ytitle(Autovalor) xtitle(Fator).
Com este comando obtemos o screeplot.

Figura 10. Scree plot obtido no exemplo
completo com 15 variaveis.

Scree plot of eigenvalues after factor

Autovalor
2
L

Fator

e estat kmo. Um comando postestimation
importante é o “estat kmo”. Com este
comando podemos analisar a Medida de
Adequacdo da Amostra (MSA — Measure of
Sampling Adequacy) de Kaiser-Meyer-Olkin.
Os valores variam de zero a um. Valores
baixos podem indicar que a varidvel em
guestdo ndo contribui para a andlise e deve
ser removida do modelo. Em geral, valores
abaixo de 0,5 sdo considerados inaceitaveis.

Tabela 2. Medidas KMO para o Exemplo
Completo com 15 variaveis

Variakle kme
ICOM 0.5314
ICOn 0.2277
ICAP 0.7240
IEND 0.8243
IREG 0.5147
IIME 0.4153 continua...



... continuacdo da Tabela 2:

ISTIN 0.3286
ICCOL 0.7038
IDaD 0.6237
ILE: 0.5138
IEPL 0.4852
EFRFL 0.70%24
IaTI 0.6393
ILCO 0.5713
IL:GE 0.68020
Crerall 0.5689

e rotate. Este comando proporciona a rotacdo
(tendo como padrdo o método varimax). A
rotacdo permite observar um padrdo mais
claro das cargas fatoriais.

Tabela 3. Cargas fatorias rotacionadas para o
resultado da analise fatorial do exemplo
completo, com 9 varidveis.

Variable Factorl Factori Factor3
ICOM o.3701 -0.0728 0.1635
ICLE 0.3034 -0.8375 -0.1733
IEND -0.0047 0.7487 -0.3004
IDaD 0.39403 -0.1181 0.21%8
ILE= o.9777 -0.0768 0.1s07
EEREL -0.0224 0.8248 -0.2391
IATT -0.0687 0.5%352 0.1387
ILCO 0.2150 0.0028 0.9684
ILEE o.2307 -0.00&8 0.3618

Os valores de comunalidade devem ser
analisados a partir da medida de unicidade (25),
que fica na coluna a direita das cargas fatoriais

Tabela 4. Unicidade

Varisble Factorl Factord Unigqueness
ICCH 0.5701 0.1635 0.0268
ICRAPE 0.3034 -0.1733 0.1765
IEND —-0.0047 -0.2004 0.3432
IDan 0.9403 0.2138 0.0536
ILEZ o.9777 0.1607 0.0123
EREFL -0.0224 -0.2331 0.2624
IATT -0.0&687 0.1387 0.1015
IT.CO 0.2150 0.9684 0.01&0
ILEE 0.2307 0.3616 0.02z20

e predict f1 f2 f3. Com este comando sdo

obtidos os seguintes resultados:

a) Os coeficientes dos scores fatoriais. Ou
seja, os valores de bﬁ da expressdo (27);

b) Os scores fatoriais, f1, f2 e f3, calculados
para cada caso. Os scores resultantes sdo
disponibilizados como novas varidveis na
base de dados

Tabela 5. Coeficientes dos Scores Fatoriais

Variable Factorl Factor? Factor3
ICOM 0.35505 0.04432 -0.06765
ICRF 0.08751 -0.28645 -0.143Z6
IEND 0.1000% 0.27366 -0.15513
IDAD 0.33093 0.02572 -0.03327
ILEE 0.3658Z22 0.04338 -0.07033
PRFL 0.08884 0.30040 -0.113&0
IALI 0.01s852 0.33323 0.0os812
ILCO -0.0&6773 0O.02062 0.47840
ILEE -0.0&118 0.01817 0.47230

¢ loadingplot, factors(3) combined xline(0)
yline(0) aspect(1). Este comando apresenta
graficos das cargas fatoriais.

Figura 11. Loadingplot. Grafico com cargas

fatoriais.
Factor loadings

0 2 4 6 8 1
Factor 1

-1

-5 0 5
Factor 2

Rotation: orthogonal varimax
Method: principal-component factors

e scoreplot, factors(3) combined. Este
comando apresenta graficos dos cores
fatoriais f1, f2 e f3 obtidos pelo comando
predict.



Figura 12. Scoreplot. Grafico com scores fatoriais
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A2.3 Andlise Fatorial Exploratdria vs Andlise
Fatorial Confirmatdria

Na forma como realizada nas se¢des anteriores a
Andlise Fatorial é considerada uma “Andlise
Fatorial Exploratéria”.
Nesta secdo sdo feitas consideracdes sobre os
dois tipos de analises.

A2.3.1 Analise Fatorial Exploratéria

Na Analise Fatorial Exploratéria deixamos que
cada varidvel tenha uma determinada carga em
cada fator e utilizamos a rotacdo para identificar
estruturas. Ou seja, obtemos uma solucdo
interpretdvel a partir de rotacGes. A meta é
inferir a estrutura fatorial a partir do padrdo de
correlacdo nos dados.

Este tipo de analise foi descrito na se¢do anterior
quando, a partir de 15 indicadores investigamos
o padrdo de correlacbes e levantamos a
estrutura de fatores. Ou seja, quais indicadores
deveriam fazer parte da modelagem, quais
deveriam ser retirados do modelo.

A2.3.2 Analise Fatorial Confirmatéria

Neste caso comecamos a analise com uma forte
nogao prévia da estrutura do modelo fatorial.
Neste caso jd partimos do pressuposto que
existe uma solucdo Unica para o modelo, ou seja,
nado ha necessidade de solucdo rotacionada.

E testada entdo esta nocdo prévia para
determinar se ela é consistente com o padrdo de
correlagdo nos dados.

Evandro Marcos Saidel Ribeiro
E-mail: esaidel@usp.br
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