Capitulo 17
relatividade: impacto e principios

A teoria da relatividade restrita foi proposta por Albert Einstein em 1905, no mesmo
ano em que ele publicou o seu famoso trabalho sobre o efeito fotoelétrico. As idéias
de Einstein tiveram enorme impacto na ciéncia do século 20, bem como importantes
implicacoes filoséficas, epistemoldgicas e culturais. A visao de mundo subjacente a teoria
da relatividade é bastante diferente daquela proveniente da mecanica classica e, por isso,
levou bastante tempo para ser aceita. Mesmo em 1922, ano em que Einstein foi agraciado
com o prémio Nobel, nao havia consenso na comunidade cientifica acerca da validade da
relatividade, tendo o prémio sido concedido pelo seu trabalho sobre o efeito fotoelétrico.

e 0 impacto na ciéncia

A relatividade mudou tanto o modo de trabalhar em ciéncia como a percepcao de
como esse trabalho ocorre. No fim do século 19 e no inicio do 20, a ciéncia era vista
hegemonicamente como uma atividade onde o conhecimento seria produzido por meio
de generalizagbes muito cautelosas, feitas a partir de observagoes também muito cuida-
dosas. Esquematicamente, segundo a concepgao dominante na época, o conhecimento
cientifico deveria ter inicio em observagoes cuidadosas do comportamento da natureza,
que mostrariam a existéncia de regularidades. A perccepcao dessas regularidades levaria
a formulagao de leis que, apds serem testadas e generalizadas, passariam a fazer parte
de corpos maiores, as teorias. Deste modo, o conhecimento cientifico cresceria de modo
cumulativo, lenta e gradualmente, por inducao de verdades mais gerais a partir de outras
menos gerais . Este modo de conceber a ciéncia é conhecido como indutivismo.

O modo como a relatividade foi gerada é completamente antagonico a essa visao do
processo cientifico, defendida pelos indutivistas. Ao ser proposta, a relatividade possuia
muito pouco ou nenhum suporte empirico, tendo sido produzida a partir de concepgoes
gerais a respeito do universo. Por isso, a proposta desta teoria, por Einstein, modificou
muito a visao que tanto cientistas como filésofos tinham a respeito do funcionamento da
ciencia. O filésofo Karl Popper, no livro “A logica da descoberta cientifica”, publicado em
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1935, foi um dos primeiros a incorporar a postura cientifica de Einstein no contexto da
filosofia da ciéncia. A visao do processo de criagao do conhecimento cientifico apresentada
por Popper, nesta e em outras obras, representou uma ruptura importante com a dos
indutivistas. Posteriormente, outros filésofos aprofundaram a compreensao desta ruptura,
culminando com a proposta apresentada em 1962 por Thomas Kuhn, no seu livro “A
estrutura das revolugoes cientificas”. Um dos resultados desse processo de revisao das
idéias acerca da ciéncia, motivado pela relatividade é que, atualmente, a questao da
existéncia de um método cientifico tinico é vista como algo sem sentido. Uma apresentacao
compacta de discussoes filosoficas acerca deste tema pode ser encontrada no livro “O que
é esta coisa chamada ciéncia”, de A.F. Chalmers.

e 0 impacto na fisica

O impacto da relatividade foi muito forte no interior da fisica. Seus efeitos nao estao
restritos apenas ao interior de uma teoria, pois ela mudou também o modo de conceber
o universo fisico como um todo. Na primeira aula do curso de Fisica 3, mencionamos
o fato de que o universo contém muitas coisas e entidades, uma parte das quais constitui
o chamado universo fisico. Como vimos, o universo fisico pode ser pensado, em linhas
gerais, como contendo trés grandes classes de entidades, simbolicamente denominadas
palco, dinamica e atores.

Na versao classica do universo fisico, o palco engloba o tempo e o espaco, a energia e
as quantidades de movimento linear e angular. Na fisica classica, o tempo e o espago sao
concebidos como grandezas independentes. Entretanto, a energia é ligada ao tempo, ja
que a sua conservacao pode ser atribuida a uniformidade com que ele flui. O mesmo tipo
de relagao existe, também, entre espaco e as quantidades de movimento linear e angular.
Os atores, por outro lado, representam os entes materiais, tais como massas, cargas e
outras coisas, juntamente com os seus campos, responsaveis pelas interagoes da matéria.
Finalmente, a dinamica corresponde as leis que relacionam interacoes e movimentos. O
universo fisico classico pode ser representado pelo esquema abaixo.

H \ o universo classico H

Lep E
palco ) )
r t

F =ma

dinamica | e as outras leis da dinamica

propostas por Newton
m< g,

atores < E—B

e outros...

A relatividade subverteu profundamente este quadro, de varias maneiras. Na fisica
classica, espaco e tempo sao concebidos como grandezas absolutas, ou seja, que nao de-
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pendem do observador. Na relatividade, aparece uma relagao entre espaco e tempo, sendo
possivel que observadores diferentes interpretem de modos diferentes o que é tempo e o
que é espago, na relacao entre dois eventos quaisquer. Assim, espaco e tempo passam
a ser facetas diferentes do espaco-tempo. Do mesmo modo, na relatividade, a energia e
as quantidades de movimento linear e angular também passam a ser relacionadas entre
si. Essas mudancas nas caracteristicas do palco forcaram a revisao das demais partes do
quadro e, em particular, as leis da dinamica de Newton tiveram de ser modificadas. A
versao da relatividade de 1905, conhecida como relatividade restrita, contém ainda um
outro elemento bastante novo, expresso pela equacao E = mc?, que relaciona a energia,
um elemento do palco, com a massa, um ator. A proposta de universo fisico contida na
teoria de 1905 pode ser representada pelo quadro abaixo.

[ \ relatividade (1905) |

Lep < E < mc?
palco ) 0
r — ot

dinamica | “leis de Newton” modificadas

m+<>g
atores g+~ E—B
e outros...

O papel ambiguo da relacao E = mc? na relatividade restrita indica que o quadro alter-

nativo a fisica classica produzido por esta teoria nao é totalmente coerente. Isso motivou
a formulagao da teoria da relatividade geral, apresentada por Einstein em 1915. Nessa
nova versao, Einstein resolve a ambiguidade existente na relatividade restrita, colocando
a massa no palco. Agora, ela passa a ser vista como algo capaz de influenciar o préprio
comportamento do espaco-tempo. O campo gravitacional, que antes era atribuido a uma
aura que existiria em torno das massas, passa a ser devido ao que, em termos técnicos,
¢ chamado de curvatura do espago-tempo. Esta nova concepcao do universo pode ser
representada do seguinte modo.
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[ | relatividade geral (1915) |

Lep + E &omeg
palco ) )
r <~ t
dinamica equacao de Einstein
atores g+~ E—-B
e outros...

¢ 0 absoluto

O carater revolucionario da relatividade fez com que ela ficasse bastante conhecida fora
do ambito restrito da ciéncia e que Einstein se tornasse uma espécie de herdi popular. Isso
motivou o aparecimento de varias visoes estapafirdias acerca do contetiido da relatividade.
Talvez a mais errada de todas elas seja a que afirma que a relatividade mostra que “tudo
é relativo”@. Ao contrério, o objetivo da teoria é determinar o que é relativo na fisica, de
modo a podermos compreender melhor o que nao o é. Os aspectos absolutos do universo
fisico constituem, de fato, o alvo maior da relatividade.

O jogo entre o relativo e o absoluto esta presente em varias partes da fisica e da
matematica. Ele é particularmente importante na geometria. Para fixar as idéias, consi-
deremos um cubo. Com certeza, todos nés sabemos o que é um cubo. Entretanto, como
sabemos isto? Onde, dentro de nés, este conhecimento se esconde? Que formas ele pode
ter?

Existem varias maneiras de sabermos o que é um cubo. Esse conhecimento pode
comecar, por exemplo, com o contato sensorial com um cubo material, como ocorre quando
uma crianca brinca com um dado. Ao fazer isto, ela experimenta o cubo com o tato, com
os olhos, com a boca... Manipulando o dado e outros cubos materiais passamos, de algum
modo, a conceber um cubo abstrato em nossa mente. Normalmente, nossas experiéncias
com cubos materiais ocorrem em ambientes culturais nos quais o conceito de cubo ja esta
bem estabelecido. Existe até uma palavra para designar esta entidade: CUBO! Este tipo
de exercicio, envolvendo experimentacao e informacao cultural acaba fazendo com que,
depois de certo tempo, passemos a saber o que é um cubo. A idéia de cubo que passamos
a ter vai se distanciando dos cubos materiais particulares que conhecemos. Essa idéia,
se por um lado se afasta das experiéncias particulares, por outro, é capaz de apreender
todos os cubos de uma sé vez. Na nossa mente passa a existir um cubo-conceito, passivel
de ser examinado e conhecido sem intermediacoes. O conhecimento do cubo pela mente
corresponde a um tipo de saber profundo e silencioso. E um tipo de conhecimento que
pode ser classificado com gnéstico, onde ocorre uma relagao direta entre a mente e o
conceito de cubo.
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A existéncia do cubo-conceito na nossa mente leva a uma outra classe de problemas,
associada as suas representacoes. Elas podem ser feitas de varios modos diferentes. Pode-
mos representa-lo oralmente, falando a palavra cubo. Alternativamente, podemos recorrer
a um codigo um pouco mais visual, e escrever a palavra cubo. E interessante notar que, em
portugués, um cubo nao precisa ser descrito e pode ser denotado por uma tinica palavra,
o que indica uma proximidade com o sentido absoluto do cubo.

Alternativamente, podemos representar um cubo por meio de desenhos, como os mos-
trados abaixo:

Figura 17.1: Representagao de cubos em diversos pontos de vista.

Neste caso, a relacao da representacao com o carater absoluto do cubo torna-se ambigua.
Por um lado, os cubos representados voltam a ficar um pouco parecidos com os cubos
reais. Por outro, ao desenhar o cubo, nao conseguimos mais representa-lo em sua intei-
reza, e somos obrigados a nos contentar com apenas algumas das suas facetas. Em cada
desenho, apenas uma, dentre as suas infinitas caras. Sao possiveis apenas representagoes
parciais, e a unidade do objeto somente pode ser recuperada postulando-se a equivaléncia
destas varias representacoes parciais. Esse carater parcial das representacoes baseadas em
desenhos ocorre porque eles incorporam, necessariamente, a perspectiva do observador,
que ¢é sempre particular. De fato, cada desenho nao representa o cubo em sua totalidade,
mas uma das possiveis maneiras de alguém se relacionar com ele.

No contexto da geometria um cubo pode, também, ser representado de varias maneiras
diferentes. Por exemplo, na geometria dos solidos, que estuda as propriedades e carac-
teristicas das figuras no espaco euclidiano em trés dimensoes, o cubo é pensado como
sendo um sélido com seis faces quadradas iguais. Neste caso,temos uma conceituagao ab-
soluta, independente de observadores e referenciais. De modo alternativo, na geometria
analitica, o cubo pode ser descrito por meio de expressoes quantitativas. Por exemplo, o
cubo de lado L mostrado na figura 17.2, pode ser representado como sendo o corpo sélido
delimitado pelos planos t =0,y =0,2=0,z2=L,y=Le z= L.

Este tipo de representacao tem duas caracteristicas muito interessantes. A primeira delas
é que, para representar o cubo, é preciso especificar o comprimento de sua aresta. Por
isso, o cubo representado ja é um pouco particular. Além disso, no caso da representagao
analitica, é necessario o uso de um referencial, que incorpora, obrigatoriamente, um “ponto
de vista” externo ao objeto representado. Podemos perceber isso notando que o mesmo
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A

Figura 17.2:

cubo também pode ser representado como sendo o sélido delimitado pelos planos x = a,
y=b,z=c,x=L+a,y= L+bez= L+c, onde a, be csao variaveis que podem assumir
quaisquer valores. Essas novas descricoes correspondem a deslocamentos da origem do
sistema de coordenadas. Assim, a forma da descrigao analitica do cubo também depende
fortemente do sistema de eixos adotado. Mudando o referencial, a descricao do cubo
muda, ainda que o cubo nao mude. Neste caso, pode-se perceber de modo claro, a relacao
dialética entre o carater absoluto do objeto e a relatividade da sua representacao.

Imaginemos, agora, que tenhamos nascido em um mundo onde existissem objetos
solidos, mas no qual nao pudéssemos ter acesso direto a eles, a nao ser por meio de
suas descrigoes analiticas. Neste mundo, cada um descreveria o cubo através de uma
perspectiva particular, usando convencoes diferentes, equacoes diferentes... Seria muito
dificil recuperar o conceito de cubo no meio de todo este caos aparente. Seria necessério
alguém muito inteligente para perceber a existéncia de um cubo, ou seja, de que existe
algo em comum entre as varias descrigoes particulares, com caracteristicas estaveis e bem
definidas. Como buscar a estabilidade no meio do caos? Em primeiro lugar, é preciso
acreditar que tal estabilidade exista. Em seguida, alguém dotado de espirito matematico
poderia pensar em inventar uma teoria que unificasse todas as observacoes e descri¢oes
particulares, de modo que, conhecida uma delas, todas as demais pudessem ser obtidas.
Usando tal teoria, ele seria capaz de separar, por meio de mudancas matematicas de refe-
rencial, as caracteristicas relativas das absolutas existentes em uma dada descricao. Um
nome bom para uma teoria como essa seria “teoria de relatividade”.

O caso da teoria da relatividade de Einstein é muito parecido com o do cubo na geome-
tria analitica, ja que o seu proposito é encontrar, por tras das aparéncias dos fenomenos,
as leis absolutas que os determinam. O que muda, é o fato de ela unificar, nao sé as ob-
servacoes de pessoas que estao paradas em posicoes diferentes, olhando um tnico objeto
mas, também, as observagoes de pessoas em movimento relativo.

e teorias

A relatividade restrita é uma teoria e, como tal, ela é portadora de uma visdao de
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mundo. Na primeira aula deste curso, mencionamos alguns dos significados da palavra
teoria, encontrados no dicionario do Aurélio:

“teoria. [Do gr. theoria, ’acao de contemplar, examinar’; ‘estudo’; ‘deputagao solene
que as cidades gregas mandavam as festas dos deuses’; ’festa solene, pompa, procissao’,
pelo lat. theoria.] S.f. 1. Conhecimento especulativo, meramente racional. 2. Conjunto
de principios fundamentais duma arte ou duma ciéncia. (...) 8. Na Grécia antiga,
embaixzada sagrada que um Estado enviava para o representar nos grandes jogos esportivos,
consultar um ordculo, levar oferendas, etc. (...).”

Na fisica, uma teoria é, normalmente, uma estrutura onde conceitos e leis empiricas sao
articulados por meio de relagoes matematicas. O fato de elas serem fortemente apoiadas
no formalismo matematico lhes confere certa racionalidade e uma certa impessoalidade.
Entretanto, isto nao significa que elas sejam totalmente objetivas, isentas de aspectos
subjetivos. As teorias dao margem a interpretacoes, elas apontam para aspectos escondi-
dos da realidade. A teoria faz o papel do dedo no provérbio chinés: "o dedo serve para
apontar a lua; o sdbio olha para a lua, o ignorante para o dedo”.

e 0 dedo e a lua

A preocupacao em separar o absoluto do aparente aproxima Einstein da tradicao
mistica dos judeus, a cabala. Por exemplo, apresentamos a seguir um trecho de uma
obra classica, o ”Zohar”, escrito pelo cabalista espanhol Moisés de Leon, entre 1280 e
1286, onde ele descreve alegoricamente a relagao com o absoluto que estda por tras das
aparéncias 1. No caso, este autor refere-se & Tord, o livro que encerra a lei mosaica.

“Na verdade, a Tord deixa escapar uma palavra, e emerge um pouco de seu involucro
e depois torna a esconder-se. Mas procede assim somente com o0s que a conhecem e lhe
obedecem. Pois a Tord se parece com uma bela e formosa donzela, escondida numa camara
reclusa de seu paldcio, e que tem um namorado secreto, desconhecido de todos. Por amor
a donzela, ele vive passando a porta da casa dela, olhando para ca e para ld, a procura
dela. Ela sabe que o bem-amado ronda o portao da sua casa. O que € que ela faz? Abre
a porta da sua camara reclusa, um pouquinho so, e por um momento revela o rosto ao
bem-amado, porém logo o esconde de novo. Estivesse alguém com o amado, nada veria e
nada perceberia. So ele a vé e ele € atraido por ela com o corag¢ao e a alma e todo o seu
ser, e ele sabe que por amor a ele, ela se lhe mostrou por um instante, ardendo de paixao
por ele. Assim acontece com a palavra da Tord, que se revela somente aos que a amam. A
Tord sabe que o mistico (... o sdbio de corag¢ao) ronda o portao de sua casa. O que € que
ela faz? Do interior de seu paldcio oculto desvela o semblante, acena-lhe e retorna logo
ao paldcio onde se esconde. Os que ld se encontram nada véem e nada sabem, somente
ele, e ele € atraido para ela com todo o coracao e toda a alma e todo o seu ser. Assim
a Tord se desvela e se esconde, e emerge em amor pelo seu amado e desperta o amor
nele. Venha e veja: este é o caminho da Tord. De inicio, quando deseja revelar-se a um
homem, faz-lhe um rdpido sinal. Se ele entende, muito que bem; se nao, manda-o vir e
chama-o de simplorio. Ao mensageiro que ela envia, a Tord diz: diga ao simplorio que
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venha até aqui para que eu possa conversar com ele. [...] Quando ele vem para junto dela,
ela comecga falar-lhe por detrds de uma cortina, palavras a altura da sua compreensao, até
que, lentamente, ele comeca a entender [...]. Depois ela fala, através de um véu, palavras
alegoricas [...]. S6 entao, depois que ele se familiariza com ela, esta se lhe revela, face a
face, e fala-lhe de todos os seus segredos escondidos e seus caminhos obscuros que desde
0 comecgo estiverem em seu coracao. Um tal homem, entdo, é chamado de perfeito, um
“mestre”, ou seja, “um moivo da Tord”, no sentido mais estrito, o dono da casa, a quem
ela desvenda todos os segredos, nada escondendo. FEla lhe diz: Fstd vendo agora, quantos
segredos havia naquele sinal que lhe fiz no primeiro dia, e qual seu verdadeiro sentido?
E ele entende, entao, que aquelas palavras nada se lhes pode acrescentar e delas nada se
pode tirar. E pela primeira vez, entdo, compreende o verdadeiro significado das palavras
da Tord, tal como elas ai se encontram, aquelas palavras as quais nenhuma silaba ou
letra pode ser acrescentada e das quais nenhuma pode ser tirada. FE, por isso, os homens
deveriam tomar o cuidado de persequir a Tord (isto €, estudd-la com grande exatidao), a
fim de se tornarem o seu bem amado, do modo como foi relatado”.

Substituindo neste texto a palavra Tora, que corresponde ao livro da lei mosaica, por
natureza, talvez tenhamos uma boa alegoria da postura de Einstein frente a relatividade.

e 0s principios da teoria da relatividade restrita

A teoria da relatividade restrita é baseada em dois postulados!¥, propostos por Eins-
tein em 1905:

1. As leis fisicas tém a mesma forma em todos os sistemas de inerciais.

2. Em qualquer sistema inercial, a velocidade da luz ¢ é a mesma, tanto se a luz for
emitida por um corpo em repouso como por um corpo em movimento uniforme.

As palavras que descrevem os postulados sdo bem menos importantes do que os seus
significados silenciosos. Como se pode notar, o primeiro postulado representa a fé em uma
equivaléncia profunda entre todos os referenciais inerciais, na nao existéncia de referenciais
privilegiados. Ja o segundo é mais especifico, conferindo ao mddulo da velocidade da luz
o status de grandeza absoluta, independente do referencial inercial. Por isso, ele parece
chocante quando olhado a partir da intui¢ao desenvolvida no estudo da mecanica classica.
E este tipo de choque costuma gerar a questao: de onde Einstein tirou esta idéia? Numa
palestra dada em Kyoto, em 1922, ele d4 um indicio:

“Levando em consideracao o experimento de Fizeau, tentei lidar com os problemas da
suposicao de que as equacoes de Lorentz a respeito do elétron deveriam wvaler tanto no
caso de o nosso sistema de coordenadas ser definido nos corpos em movimento como o é
no vdacuo. De qualquer modo, naquela época eu me sentia certo da verdade das equacoes
de Mazwell-Lorentz da eletrodinamica. Além disso, as relagoes da dita invariancia da
velocidade da luz nos mostraram que estas equacoes deveriam valer também nos sistemas
em movimento. Esta invariancia da velocidade da luz estava, entretanto, em conflito com
a regra da adicdo de velocidades que conhectamos bem na mecdanica.
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A teoria da relatividade surgiu quando Einstein resolveu este problema, abandonando
a nocao de tempo absoluto.

e covariancia

Ainda que o primeiro principio decorra de uma intuicao profunda acerca do universo
material, ele tem implicacoes matematicas bastante claras e precisas. Em particular,
ele regula o tipo de objetos matematicos que podem ser empregados para expressar as
leis fisicas. O significado dessar palavras, que podem parecer um pouco assustadoras, é
bastante simples e corresponde a uma idéia ja incorporada ha bastante tempo na pratica
de trabalho de qualquer estudante de fisica.

Sabemos que é errado escrever uma lei fisica usando uma equacao do tipo
A=b, (17.1)

onde A é um vetor e b, um escalar. Entretanto, porque isso é errado? Qual seria o
problema de escrevermos a equacao que representa a aceleracao da gravidade nas proxi-
midades da Terra como

G=10m/s*? (17.2)

A grandeza g é um vetor e, como tal, um objeto matematico que possui, simultaneamente,
trés caracteristicas distintas: mddulo, direcao e sentido. No caso de g, em particular a
diregao é a da vertical no ponto e o sentido pode ser caracterizado como sendo “para
baixo”, “apontando para a Terra”, ou algo equivalente. Por isso, a eq.(17.2) nao tem
sentido, ja que o seu lado esquerdo envolve trés informacoes e o lado direito, apenas uma.

J& a equacao
P=mg, (17.3)

que permite calcular o peso de um corpo de massa m nas proximidades da Terra, tem
sentido matematico, pois ela informa que:

- 0o modulo do peso ¢ igual ao médulo da aceleragao da gravidade multiplicado por m;

- a dire¢ao do peso ¢ igual a direcao da aceleracao da gravidade;

- o sentido do peso é igual ao sentido da aceleracao da gravidade.

Assim, de fato, a expressdo (17.3) corresponde a um feixe de trés equagoes. Essa carac-
teristica fica mais evidente se a reescrevermos em termos de componentes cartesianas.
Para tanto, é necessario adotar um sistema de eixos, o que incorpora, necessariamente,

escolhas arbitrarias. Por exemplo, num dado problema, pode ser interessante adotar um
sistema de eixos apoiado na encosta de uma montanha, como o indicado na figura 17.3.
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Figura 17.3:

y ’ Y
Figura 17.4:

Nesse caso, o feixe de equagoes determinado pela expressao (17.3) é dado explicitamente
por

P, = my,, (17.5)
P, = mg.. (17.6)

As componentes de § podem ser obtidas a partir do lado esquerdo da figura 17.4 e valem
9. =0, gy = gsen 0, g, = gcost. (17.7)

A presenca do angulo € nesses resultados indicam claramente que eles dependem da es-
colha dos eixos de referéncia e, portanto, das convencoes adotadas. Para calcular P,
substituimos (17.7) nas eqs. (17.4-17.6), e obtemos

P, =0, P, =mgsen 0, P, =mgcos?. (17.8)

Os valores dessas componentes também dependem de 6 e, consequentemente, de con-
vengoes.

Se esta discussao fosse apresentada a um ser extraterrestre, que nao tivesse vivenciado
a nocao de peso, ela poderia sugerir que o nosso modo de descrever o mundo material
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é sempre contaminado por idéias dependentes de convencoes. Para convencer este ser
que esse nao é o caso, poderfamos convida-lo a inspecionar o lado direito da figura 17.4,
construido a partir dos resultados (17.8). Ele mostra que Pé paralelo a g. Se escolhemos
outro valor para 6, refizermos os desenhos, as representacoes de g e de P mudam, mas o
paralelismo entre eles, nao. E esse paralelismo, independente de convencoes, que a fisica
trata como uma relagao constitutiva da natureza.

Este exemplo ilustra uma versao simples da nogao de covariancia. A eq. (17.3), escrita
na forma

(P:m Py7 Pz) = (mgxa mgy, mgz) (179)

é dita covariante porque se, por um lado, os valores das componentes dos dois lados
dependem de convencgoes, por outro, a igualdade se mantém se essas convengoes forem
alteradas. Neste exemplo, isso acontece porque rotagoes alteram os dois lados da equacao
do mesmo modo. Ou seja, eles co-variam, onde o prefixo co- indica algo que se faz junto,
como em colaboracao ou comemoracao.

No caso da relatividade, a idéia incorporada no primeiro principio, de que as leis fisicas
devem ter a mesma forma em qualquer referencial inercial corresponde a dizer que as
equagoes que as descrevem devem ser covariantes por mudancas de referencial. Na aula
23 deste curso serd discutida explicitamente a covariancia das equagoes de Maxwell.
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geral com base no conhecimento de certo nimero de dados singulares ou de proposigoes
de menor generalidade. [...] 7.
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Princeton (EUA) o fisico alemdo Albert Einstein (1879-1955), idealizador da teoria da
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uma compreensao rasa de dois de seus trabalhos: a teoria da relatividade restrita, de 1905,
e a da relatividade geral, de 1915.”
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ed. Nova Fronteira.

[5] Citado em A. Pais, op.cit., p.141.
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Capitulo 18

dilatacao do tempo

e referenciais, personagens e notacao

A fisica trata da observacao e da descricao de fendmenos que ocorrem no mundo natural
e, de modo geral, esse tipo de conhecimento depende do referencial no qual o observador
se encontra. O objetivo da teoria da relatividade restrita é relacionar os resultados das
observacoes e descrigoes de um mesmo conjunto de fenomenos, quando eles sao feitos
a partir de referenciais diferentes, que se movem com velocidades constantes, uns em
relacao aos outros. Um dos seus postulados basicos diz respeito a completa equivaléncia
das leis fisicas em todos os referenciais deste tipo. A incorporacao integral desse tipo
de equivaléncia entre referenciais em movimento relativo envolve tanto aspectos racionais
como intuitivos. Quando viajamos em um onibus que trafega com velocidade constante
por um trecho retilineo da estrada, é mais facil admitirmos racionalmente que a estrada
e a paisagem se movem com velocidade constante em relacao a nds, do que sentirmos
isso. Por esta razao evitamos, neste texto, representar os varios referenciais por S, S’, S”,
etc, uma vez que este tipo de notagao parece sugerir algum tipo de assimetria entre eles.
Como alternativa, introduzimos dois personagens, Joao e Maria, que participam das varias
situacoes, e os observaveis correspondentes sao rotulados com as suas iniciais. Assim, por
exemplo, At; e Aty podem representar intervalos de tempo observados por Jodao e Maria,
respectivamente. E muito importante notar que, em fisica, referenciais sao instrumentos
de pensamento e, como tal, entidades abstratas, nao materiais. No nosso caso, eles serao
sempre sistemas de eixos triortogonais z, y, z, matematicos, acompanhados de um relégio,
também matematico, que indica o tempo t. Por isso, nao devemos confundir referenciais
com coisas ou pessoas.

Por exemplo, na situagao idealizada indicada na figura 18.1, na qual um carro se desloca
com velocidade ¥, constante, ao longo de uma estrada retilinea, pode ser conveniente
descrever fenomenos fisicos tanto no referencial Sg, fixo em uma pedra do pavimento da
estrada, como em um referencial S, no qual o carro esta parado. Entretanto, se o carro
bater em algo e parar, a coincidéncia entre ele e o referencial S¢ deixa de existir. O
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Figura 18.1:

carro passa a estar parado no referencial Sg, enquanto que S¢ continua o seu movimento
matematico com velocidade constante . Assim, quando falamos em referencias de Joao
e Maria, queremos dizer os referenciais que coincidem com esses personagens enquanto os
seus estados de movimento nao sao alterados. Joao e Maria nao sao referenciais, mas
estao em referenciais.

Apenas com a finalidade de facilitar os desenhos, adotamos a velocidade relativa entre
os referenciais como sendo paralela ao eixo y, e temos as situagoes mostradas na figura
18.2.

JJ‘
T
e 1Y
L — -
Ll =

Figura 18.2: Lado esquerdo: Joao move-se com velociadde v j em relacao a Maria; lado
direito: Maria move-se com velocidade —v j em relagao a Joao.

e trens ou foguetes?

Na época em que a relatividade foi proposta, o meio de transporte mais rapido era o
trem e os exemplos pedagdgicos costumavam envolver observadores fixos no solo e em trens
em movimento. A partir da década de 1960, apareceram os foguetes tripulados e muitos
exemplos passaram a ser formulados em termos de observadores em foguetes. Na pratica,
tanto trens como foguetes tém velocidades em relacao a Terra que sao muito pequenas
em comparacao a da luz e, portanto, em ambos os casos os exemplos sao artificiais. Neste
texto, ficamos com os trens. Por nostalgia, talvez...
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e sobre os efeitos da relatividade

A relatividade restrita foi proposta em 1905 e, inicialmente, eram poucos os experi-
mentos que davam suporte a teoria. Entretanto, nos anos 1930, com o desenvolvimento
da fisica nuclear, ela passou a ser essencial para a compreensao dos fenomenos, principal-
mente no que diz respeito as transformacoes de massa em energia. A partir dai, a teoria
foi testada em muitas outras situagoes, em experimentos muito precisos, que podem ser
tomadas como evidéncias da teoria. Na fisica de particulas, por exemplo, todos os pro-
blemas sao tratados por meio da relatividade, tanto para descrever como os corpos se
deslocam de um ponto a outro do espago com velocidades altas como para quantificar as
energias envolvidas nas varias transformagoes que ocorrem. J& efeitos associados a relati-
vidade geral dependem da existéncia de massas grandes e, por isso, sao mais perceptiveis
em cosmologia.

A relatividade teve, também, grande penetracao junto a pessoas que nao trabalham
com ciéncia e, mesmo, que nao se interessam por ela. Neste processo de ampliacao, os
conceitos foram perdendo nitidez e a precisao, como no caso da famosa equacao £ = mc?,
que todos conhecem, mas pouca gente sabe o que significa. Numa situacao intermediaria,
ficam as nocoes de dilatacao do tempo e contragcao do espago, que correspondem
a fenomenos fisicos importantes, passiveis de serem observados experimentalmente. En-
tretanto, eles também foram explorados de forma solta e imprecisa em livros e filmes
de ficcao, o que geraou percepgoes incorretas dos seus significados. Por isso, antes de
iniciarmos a discussao da relatividade restrita neste curso, deixamos uma adverténcia:
é incorreto pensar que, nesta teoria, o tempo sempre se dilata e o espaco sempre se
contrai. KEssas afirmacgoOes gerais sao imprecisas e destituidas de significado e, apenas
em algumas situacoes bastente especificas, resultados podem ser enquadrados nessas si-
tuagoes. Para compreender isso é preciso um pouco de maturidade sobre a relatividade e
é preciso espera algmas aulas...

e 0s reldgios e o tempo, as réguas e o espaco

A relatividade restrita foi apresentada por Einstein, em 1905, em um trabalho intitulado
“Sobre a eletrodinamica dos corpos em movimento”. Numa das suas secoes, sao discuti-
dos os comportamentos de réguas’ e de relégios em movimento, sem qualquer mencao a
contracao do espaco e dilatagao do tempo. Tal escolha nao foi feita por acaso. Réguas e
relogios sao objetos concretos, enquanto que espaco e tempo sao conceitos abstratos. De
um lado, coisas e, do outro, idéias.

Serd que relogios sao maquinas que marcam a passagem do tempo? Ou, alternativa-
mente, serd que a no¢ao de tempo corresponde a algo inventado a partir do funcionamento
dos relégios? Algo associado a um coletivo de relégios? No seu tratamento da relatividade,
Einstein prefere adotar o segundo modo de pensar, e parte do concreto, dos relogios, dos
instrumentos de medida. Afinal de contas, ha sempre o risco de o conceito de tempo ser

!Por uma questao de simplicidade, nés usamos a palavra régua em lugar de corpo rigido, empregada
no texto original.
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uma invenc¢ao humana e nao, parte do universo material... O mesmo se aplica a relagao
entre réguas e espaco.

Esse tipo de questao pode parecer algo distante a pratica da fisica. Entretanto, este nao
é 0 caso. Se, nas varias situagoes fisicas, pensamos mais nas medidas e nos instrumentos
empregados nelas, a compreensao da teoria da relatividade fica mais facil.

e relégios

Relégios sao instrumentos que permitem a medicao de intervalos de tempo. Na re-
latividade, o funcionamento de um relégio depende do referencial a partir do qual ele é
observado. Suponha que Maria esteja fixa no referencial de uma estacao de trem e Joao
esteja fixo no interior de um trem, que passa com velocidade constante pela estagao. Se
Maria possui um relégio em seu pulso, o funcionamento desse relégio é percebido de mo-
dos diferentes por ela mesma e por Joao. Essa idéia contraria frontalmente a concepcao
newtoniana do tempo, segundo a qual os relégios funcionam sempre do mesmo modo,
para qualquer observador.

Existem relégios de muitos tipos. Em tempos remotos, tem-se noticia de relégios
baseados no fluxo de azeite, dgua ou areia, como nas ampulhetas. Diz a historia, por
exemplo, que Galileu teria utilizado a medida do préprio pulso para determinar o periodo
de oscilagao de um péndulo. Durante varios séculos, aconteceu a hegemonia dos relégios
mecanicos, geralmente dotados de rodas dentadas, movidas por péndulos ou molas, e
de mostradores com ponteiros. Atualmente existem relégios digitais eletronicos e, até,
atomicos. Entretanto, apesar das diferencas entre todos estes tipos de relégio, eles pos-
suem uma caracteristica comum, que os unifica: eles medem intervalos de tempo, com
base em fenémenos peridédicos.

O elemento béasico da construgao de um relégio é um movimento ou acontecimento, que
se repete a intervalos de tempo idénticos e bem definidos, um fato ciclico, com periodo
determinado. Basta, entao, definir uma unidade de tempo, dividindo este periodo em
quantas partes se desejar, e avaliar a duracao de outros fenémenos com base nesta unidade
de tempo.

e 0 relégio de luz

Para comecar a estudar o comportamento dos intervalos de tempo na relatividade, é
conveniente usamos um outro relégio, diferente de todos os outros, mas ainda baseado
na nocao de periodicidade. Esse relégio é apenas uma construcao terérica, e nao existe
na pratica. Entretanto, ele é muito 1util, pois captura a esséncia do problema. Ele é
constituido por dois espelhos paralelos, separados pela distancia L, e um contador. Um
pulso de luz esta confinado entre os dois espelhos, sendo refletido continuamente de um
para outro, como mostra a figura 18.3. Este é o nosso fato ciclico. Quando a luz bate no
espelho inferior, “ouve-se” um TIC; quando ela volta e bate no superior, “ouve-se” um
TAC e o contador é acionado, avangando uma unidade, como na figura.
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R
o
N

Figura 18.3: O reldgio de luz, em instantes sucessivos; observe o contador.

o

Escolhemos este relégio apenas porque ele simplifica o trabalho a ser feito em seguida.
Entretanto, é preciso deixar claro que o relégio de luz é um relégio como um outro qual-
quer, e todas as conclusoes baseadas no seu funcionamento valem também para os demais.
O tempo é o que importa, nao o instrumento usado para medi-lo.

e intervalos de tempo classico e relativistico

Nesta secao, comparamos as previsoes para o funcionamento de relogios de luz, feitas
na mecanica newtoniana e na relatividade. Os intervalos de tempo no contexto dessas
duas teorias sao representado, respectivamente, por AT e At.

Consideramos, inicialmente, a situagao na qual Joao possui um relégio de luz, pintado
de branco, em repouso em relacao a ele, cujos espelhos sao separados pela distancia L.
No seu referencial, qual o intervalo de tempo que decorre entre dois TACs sucessivos deste
relogio?

No contexto da mecanica newtoniana, este intervalo, denotado por AT}, é obtido
através de um calculo cinemdtico simples: sendo D% = 2L a distancia pecorrida pela luz
no referencial de Joao, durante uma oscilagao, temos

D% 2L
ATY = TJ =—. (18.1)

onde ¢ é a velocidade da luz e os indices b e J correspondem a: relégio branco, observado
por Joao.

No contexto da mecanica relativistica, o calculo é totalmente analogo. Antes de
efetud-lo, entretanto, convém notar que, na relatividade, costuma-se qualificar com o
adjetivo proprio as grandezas que representam o comportamento de um sistema descrito
por um observador no qual ele estd em repouso e, também, representa-las por letras gregas.
Por isso, escrevemos o intervalo de tempo proéprio entre dois TACs, no referencial de
Joao, como

4 2L
Ath = Arh =L =2 (18.2)

C C
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Estes dois cdlculos mostram que ATY = A7Y, ou seja, que no referencial de Joao os
intervalos de tempo sao os mesmos, tanto na mecanica classica como na relativistica.
Este resultado nao é surpreendente, ja que as novidades associadas a relatividade ocor-
rem quando efetuamos mudancas de referencial, enquanto que estes calculos tratam do
comportamento de um relégio em repouso relativamente ao observador Joao.

TIC

(a) (b)

Figura 18.4: Reldgio branco, visto por Joao (a) e por Maria (b).

Maria, parada numa estacao de trem, possui relogios idénticos ao de Joao, pintados
de preto. Célculos totalmente andlogos aos anteriores permitem-nos concluir que, nos
contextos newtoniano e relativisticos, temos

2L
2L

onde os indices p e M correspondem a: relégio preto, observado por Maria.

Suponhamos, agora, que Joao, carregando o seu relégio branco, esteja num trem que
se move para a direita com velocidade v, em relacao a Maria. A partir do seu referencial,
Maria pode observar e realizar medicoes acerca do funcionamento do relégio branco e
comparar os resultados com os mostrados pelo seu proprio relégio. Em particular, ela pode
observar o intervalo de tempo decorrido entre dois TACs sucessivos do reldgio branco, por
meio de méaquinas fotograficas, filmadoras, ou outros instrumentos.

No referencial de Maria, onde Joao corre com velocidade v, o caminho que a luz percorre

no interior do relégio branco, torna-se maior, como mostra a figura 18.4b. No contexto
lassi distancia D4 ida pelal tre dois TAC ivos do relogio b
classico, a distancia D}, percorrida pela luz entre dois s sucessivos do reldgio branco,

¢ dada por
, v AT\
Dy, =24/ L*+ 5 (18.5)

onde AT?, é o intervalo de tempo decorrido entre dois TACs. Esse intervalo de tempo
vale
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() (b)

Figura 18.5: O arrastamento da luz na mecanica cléssica (a) e na relatividade (b).

Db
ATy = =M (18.6)

Cum
onde Cy; é o médulo da velocidade do raio de luz em relagao a Maria. Na mecanica
classica, este valor é obtido a partir da soma vetorial de ¢ e ¢, mostrada na figura 18.5a,

e corresponde a
Cy=Vet+0v2. (18.7)

Temos, portanto,

/L2 + (v AT?, /2)°
ATy, = \/ (v AT/2) .

18.8
Vet +v? (188)
Elevando os dois membros ao quadrado e isolando AT?,, obtemos
2L
AT == . (18.9)
c
Comparando este resultado com a eq.(18.1), concluimos que
ATy, = ATY . (18.10)

Deste modo, “provamos” que, na mecanica cldassica, Maria e Joao percebem o mesmo
intervalo de tempo entre dois TACs sucessivos do relégio branco. Isso significa que o
tempo passa “com a mesma velocidade”, tanto para Joao, parado em relagao ao relégio
branco, como para Maria, para quem o relégio branco se move com velocidade v. No
contexto da mecanica classica este resultado nao poderia ser diferente ja que o tempo,
sendo absoluto, passa do mesmo modo para qualquer observador. Até aqui, nada de muito
novo.

Entretanto, as coisas mudam quando se passa para a teoria da relatividade. A
distancia percorrida pela luz entre dois TACs é calculada como no caso classico, e dada

por
Att N2
d’]’w:Q\/L?Jr (U 2M) . (18.11)
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A diferenga é que, agora, de acordo com o segundo principio, o médulo da velocidade do
raio de luz deve ser igual a ¢ para qualquer observador. Assim, o intervalo de tempo passa
a ser dado por

2,/L2 + (v A%, /2)
At = \/ <: u/2) , (18.12)

que corresponde a
2L
cy/1—0v2/c2

Comparando com a eq.(18.2), podemos escrever

Ath, = (18.13)

ATh
V1—v2/c2

Este resultado indica que, na relatividade, os intervalos de tempo marcados pelos relégios
nao sao mais absolutos. Maria observa que o seu préprio relégio e o de Joao funcionam
de modos diferentes, apesar de eles serem idénticos quando colocados lado a lado, num
mesmo referencial. Essa diferenca de funcionamento se deve ao movimento relativo entre
os dois relogios. Assim, no contexto da relatividade, a “velocidade” com que o relégio
funciona depende do referencial, nao sendo mais a mesma para todos os observadores.

Ath, = (18.14)

e interpretacao dos resultados

O resultado contido na eq.(18.10) mostra que, no contexto da mecéanica newtoniana,
os intervalos de tempo marcados pelo mesmo relégio branco, percebidos por Maria e por
Joao, sao iguais. Isso decorre diretamente da regra classica de adigcao de velocidade,
mostrada na figura 18.5a.

J& a eq.(18.14) representa a versao relativistica do mesmo problema. Nao é demais
enfatizar que os intervalos At%, e Atb referem-se ao funcionamento de um 4inico reldgio,
o branco, quando observados por Maria e por Joao. Eles diferem entre si pelo fator
v=1/4/1—12v%/c2. Na relatividade a velocidade relativa v entre dois referenciais deve ser
sempre menor que c e, conseqientemente,

2
v
0§§<1:>721. (18.15)

Assim 7, que representa um fator de escala, é sempre maior ou igual a 1 e, por isso, At},
sera sempre maior ou igual a A7, Em outras palavras, Jodo, para quem o relégio branco
estd parado, mede um intervalo de tempo A4 entre dois TACs sucessivos; qualquer outro
observador, em relacao ao qual esse relogio esteja em movimento com velocidade v, medira
um intervalo dado por v A7} entre os mesmos dois TACs sucessivos do relégio branco,
que sera sempre maior do que A7;. Por isso, quem carrega o relégio observa sempre o
menor intervalo de tempo possivel entre dois TACs sucessivos deste reldgio.
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Por exemplo, se a velocidade relativa entre Joao e Maria for v = \/§c/ 2, teremos v = 2
e, portanto, At, = 2A7Y. Maria “ouviria”:

TIC TAC TIC TAC TIC TAC TIC ..., nos relégios pretos e

TIC TAC TIC TAC ..., no relégio branco.

Isso indica que o periodo do relégio branco, quando observado por Maria, é duas ve-
zes maior que o periodo dos relégios pretos que ela possui. Todos os ritmos da vida de
Joao sao coerentes com os periodos do seu relégio: as batidas do seu coracao, a jornada
de trabalho, a quantidade de sono, a duracao de uma mdusica... Por isso, quando Maria
observa o relégio branco andar duas vezes mais devagar que o seu, ela também observa
o mesmo acontecer com todos os ritmos de Jodo. Em outras palavras, Maria observa
tudo acontecer mais devagar no referencial de Joao do que no seu préprio referencial. E
isso que queremos dizer quando falamos que o tempo de Joao manifesta-se dilatado no
referencial de Maria. Este tipo de comportamento dos reldgios pode, a primeira vista,
parecer estranho, ja que viola a nossa intuicao quotidiana, educada na tradigao newto-
niana, na qual a passagem do tempo parece independer do observador. Convém lem-
brar, entretanto, que essa intuicao é baseada na nossa vivéncia em um mundo onde as
velocidades relativas sao pequenas, quando comparadas a da luz. Por exemplo, a velo-
cidade de um jato comercial é cerca de 1.000 km/h, o que corresponde a pouco menos
de 300 m/s. Usando esse dado na equacao (18.13), juntamente com ¢ = 3 x 10® m/s,
obtemos v = 1,000 000 000 000 5.

Um aspecto muito importante do fenomeno discutido aqui, que envolve a dilatagao dos
ritmos dos relégios, é que ele é real! E algo que acontece mesmo, e nao corresponde a uma
ilusao ou uma falha dos sentidos. Ele pode ser comprovado por meio de experimentos,
como veremos adiante.

e relatividade e bagunca

Quando iniciamos o estudo da relatividade, é comum que tenhamos muitas dividas, em
geral acompanhadas por uma sensacao de inseguranca. A relatividade parece virar tudo
de pernas para o ar. Se isto estiver acontecendo om vocé, nao se preocupe, é normal. Para
melhorar um pouco este tipo de sensacao desagradavel, convém lembrar que a relatividade
¢ uma teoria que trata do comportamento do mundo fisico quando ocorrem mudancas de
referencial. Por isso, tudo o que vocé conhece e aprendeu sobre a natureza, na escola e nas
suas experiencias didrias, continua valendo quando vocé permanece num unico referencial.
A dilatagao do tempo e todos os demais efeitos discutidos em seguir, acontecem quando
pessoas em referenciais diferentes comparam as suas observagoes.

No caso particular do exemplo discutido anteriormente, é impossivel que Joao sinta o
seu proprio tempo passar mais devagar, s6 porque Maria passa correndo em frente a ele!
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Joao nao se sente em movimento. Para ele, quem se move é Maria. Pense em vocé mesmo:
¢ possivel que o seu relégio comece a andar mais devagar sé porque um aviao passou no
céu, sobre a sua cabeca? Evidentemente, isto nao faz qualquer sentido.

e a simetria da dilatacao

No exemplo apresentado anteriormente, mostramos que os intervalos de tempo do
relogio branco, carregado por Joao, aparecem dilatados para Maria. Sera que isso significa
que os intervalos de tempo do relégio de Maria vao aparecer contraidos para Joao? A
resposta é nao! Para compreender isto, discutimos a situagao inversa, ou seja, como Joao
vé um relogio preto, estaciondrio em relacao a Maria. Dizer que Joao se move para a
direita em relacao a Maria é equivalente a dizer que Maria as move com velocidade —w,
para a esquerda, em relacao a Joao, como indica a figura 18.6.

< . &
TAC ‘—Llfill Tac I

!
le VAt =
Figura 18.6: O relégio preto de Maria, visto por Joao.

Neste caso, a distancia d', que a luz no interior do relégio preto estaciondrio em relagao
a de Maria tem de percorrer, no referencial de Joao, vale

A2
& = 2\/L2 + (U : J) (18.16)

¢ o intervalo de tempo At = d/c é dado por

2L _ ATY,
e/ 1= (2/ct) /1 (v?/c?)

e At > Aty Ou seja, resultado é o mesmo que o dado na eq.(18.14), com M «— J e
b<+— p.

Ath = = ATY,, (18.17)

Juntando esta conclusdo com a expressa pela eq.(18.14), podemos afirmar que Maria
percebe os intervalos de tempo do relégio branco dilatados e Joao percebe os intervalos
de tempo do relégio preto dilatados. Como é que isso é possivel? Para entender melhor a
solucao deste aparente paradoxo, é preciso esperar um pouco, até que voce adquira mais
experiéncia em problemas de relatividade. No momento, tudo o que podemos fazer é
notar que deve haver algum tipo de simetria entre as observacoes feitas por Joao e Maria.
Afinal de contas, o primeiro principio da relatividade precisa ser satisfeito!
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Por outro lado, deve também haver algum tipo de assimetria entre as observacoe de
Joao e Maria nos dois exemplos apresentados. Uma sugestao sobre a origem desta assi-
metia pode ser encontrada na notagdo que empregamos. Nas eqs.(18.14) e (18.17), At e
At representam coisas diferentes. Qual o significado de cada um desses intevralos? Esta
é uma questao dificil e sutil, mas é importante que voceé deixe isto bem claro antes de
prosseguir.

e exercicios

1. Voceé estd estudando numa sala de aulas. A sala é um refencial ou est4 num referencial?
O que é um refencial? Onde ele esta “preso”?

2. Supondo que dois observadores, em referenciais inerciais diferentes, com velocidade
relativa muito alta (mas menor do que ¢), possam se comunicar por meio de telefone,
fax, ondas de radio, e-mail, televisao, cartas enviadas pelo correio, etc, tente imaginar um
experimento que permita comprovar a dilatacao do tempo prevista pela relatividade.

3. Qual deve ser a velocidade de Joao relativamente a Maria, para que ela observe que
relogio de Joao ande 10 vezes mais devagar do que o seu préprio? E 100 vezes? E 1.000
vezes?

4. Joao possui um relégio de luz em que esta se move verticalmente, como na figura
18.4a. Ele se desloca para a direita em relagdo a Maria, com uma velocidade v = 3¢/5,
carregando o seu relogio. Qual o valor da componente vertical da velocidade da luz em

relacao a Maria, nos contextos da mecanica classica e da relatividade? Sugestao: estude
a figura 18.5.

e respostas
3. 0.99 c¢; 0.9999 c; 0.999999 c

4. 4c/5.
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Capitulo 19

contracao do espaco
e quebra da simultaneidade

e contracao do espaco

Na aula anterior, ao aplicarmos o segundo principio da relatividade ao caso do relogio de
espelhos paralelos, chegamos a conclusao de que o funcionamento desse relogio é observado
de modos diferentes por pessoas em referenciais com movimentos relativos. A contragao
do espaco é, de certo modo, um resultado complementar a dilatacao dos intervalos de
tempo. Isso acontece porque qualquer velocidade, inclusive a da luz, é sempre a razao
entre uma distancia e um intervalo de tempo. Como, na relatividade, a velocidade da
luz é constante, se as caracteristicas do tempo dependem do referencial, o mesmo deve
acontecer com as do espaco.

e a simetria das velocidades relativas

Para perceber a complementaridade da dilatacao dos intervalos de tempo e da contracao
das distancias consideremos, por exemplo, o deslocamento de Joao relativamente a Maria
com velocidade v. Para medir esta velocidade, Joao combina com Maria que ela deve
fixar, no seu referencial, uma régua de comprimento A, paralela a velocidade relativa.
Ambos se comprometem a medir os intervalos de tempo entre as passagens de Joao pelas
duas extremidades da régua e, a partir desses dados, calcular a velocidade do outro.

No referencial de Maria, Ay, é o comprimento proprio da régua, ja que af ela esta em
repouso. Na relatividade, uma distancia entre dois pontos é chamada de prépria quando
estes dois pontos e o observador estao todos em repouso em um tinico referencial. Por isso,
o comprimento proprio de uma régua é o seu comprimento medido por um observador em
repouso em relacao a ela. Em geral, representamos distancias e comprimentos préprios
por letras gregas.
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Figura 19.1: As medigoes da velocidade nos referenciais de Maria (esquerda) e de Joao
(direita).

TEMPO

Na figura 19.1, mostramos, do lado esquerdo, a medicao da velocidade de Joao, feita
no referencial de Maria. Esta velocidade é dada por

Am

vy = Aty (19.1)

onde Ay é o comprimento da régua de Maria e Aty; € o intervalo de tempo decorrido
entre as passagens de Joao pelos seus dois extremos, medido por Maria.

No referencial de Joao, temos a situacao descrita do lado direito da figura 19.1, e a
medida da velocidade é dada por

ly

= 19.2
ol (192)

Uy
onde £; é o comprimento da régua visto por ele e A7ty é o intervalo de tempo decorrido
entre as passagens dos dois extremos da régua por ele. Como Joao utiliza um tunico
relogio, em repouso em relagao a ele, esse ¢ um intervalo de tempo préprio.

A simetria entre os dois referenciais, implicita no primeiro principio da relatividade,
nos diz que o moédulo da velocidade de Joao em relagao a Maria deve ser igual ao da
velocidade de Maria em relacao a Joao. Ou seja, vy = vy, 0 que nos permite escrever

A ly

_— = ]. .
AtM ATJ ( ) 3)
A relagao entre Aty and A7y foi obtida na aula 18 e é dada pela eq. (18.14):
A
Aty = 77 (19.4)

V1—v2/c2
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Assim, concluimos que

gJ:\/l—UZ/CZ /\M (195)

Como o fator em frente a Ay, é menor que 1, o comprimento da régua, que esta em repouso
em relagao a Maria, é visto por Joao como contraido, ja que £; < \p;. Na relatividade,
tanto os intervalos de tempo como os de espaco deixam de ser absolutos.

A complementaridade entre dilatacao do tempo e contragao do espaco manifesta-se,
neste exemplo, pelo fato de Maria observar o relégio de Joao funcionar mais lentamente
que o seu, enquanto que Joao observa que a régua de Maria fica contraida. Do ponto de
vista matematico isso estd expresso na eq.(19.3), que envolve uma grandeza prépria para
cada observador: Aj; no lado esquerdo e A7y no lado direito. Para compreender porque
isso ocorre, analise com cuidado a figura 19.1.

e a contracao do espago e o segundo principio

Para estudar a relagao entre a constancia da velocidade da luz e a contracao das
distancias, tomamos o mesmo tipo de relégio da aula anterior, com o mesmo mecanismo
de contagem. Agora, supomos que Joao, ao passar por Maria, carregue dois reldgios
brancos idénticos, um deles com espelhos horizontais e o outro, com espelhos verticais,
indicados pelos rotulos bh e bv, respectivamente. No referencial de Joao, os dois relégios
estao em repouso, como mostra a figura 19.2 e, por serem idénticos, os seus TICs e TACs
coincidem. Ou sejam, eles medem intervalos de tempo préprio, que sao idénticos entre si

2L
AT = AT = - (19.6)
L 0€%°
3 =

4
}I?I

Figura 19.2: Os dois relogios de Joao, em dois instantes diferentes.

O caso do reldgio de espelhos horizontais foi estudado na aula anterior, onde vimos que
o intervalo de tempo decorrido entre dois TACs sucessivos no relégio de Joao, medido por
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Maria, é dado por
bA 2L Arbh
Atth — = ) (19.7)
V1=v2/c2 /1 —v?2/c2

Caso Maria tivesse observado o relégio de espelhos verticais ou mesmo uma ampulheta
no referencial de Joao, ela teria obtido exatamente o mesmo resultado. O que importa
é a relagao entre os periodos nos dois referenciais e nao, os instrumentos usados para
medi-los.

Depois dessas consideragoes, repetimos os calculos do exemplo da aula anterior para o
relogio de espelhos verticais, primeiro no contexto da mecanica cléassica e, depois, no da
relatividade. Entretanto, o que buscamos agora nao ¢ mais a relacao entre os intervalos
de tempo A% e Aty nos dois referenciais, que supomos conhecida, mas sim, a relacio
entre as distancias entre os espelhos nos dois referenciais.

[o=]
3

e [o9]

<
Y
2un [o7] £
A
Lt .

Figura 19.3: O relégio de Joao visto por Maria, em trés instantes diferentes.

Consideramos, agora, o caso em que Joao, carregando o relégio branco de espelhos
verticais, passa por Maria com velocidade v, para a direita, mostrado na figura 19.3.
Qual é, para ela, o intervalo de tempo entre dois TACs sucessivos desse relégio?

Inicialmente, respondemos esta questao no contexto da mecanica cléssica. Para tanto,
dividimos o intervalo AT}, entre dois TACs sucessivos, em duas partes: o intervalo entre
o primeiro TAC e o TIC, que chamamos de AT);, e entre o TIC e o segundo TAC,
representado por ATy,. Chamando de Ly, a distancia entre os dois espelhos verticais no
referencial de Maria, notamos que, no intervalo de tempo ATy, a luz tem de percorrer
uma distancia maior do que Lj,; ja que, enquanto ela anda, o espelho da direita também
o faz, “fugindo” do pulso luminoso. Na mecanica classica, a velocidade deste pulso de luz
em relacao a Maria é dada por C;; = ¢+ v, 0 que nos permite escrever

bv L?\Z +v Air’]l\)}[)l
ATy, = e , (19.8)
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de onde obtemos

va

(19.9)

Durante o intervalo de tempo AT}, entre o TIC e o segundo TAC, o pulso de luz vai de
encontro ao espelho da esquerda e, em relagao a Maria, a sua velocidade seria Cyo = c—v.
Portanto, no contexto da mecanica cassica, temos

va - ATbU
AT, = ZM YV M2 (19.10)

c—v
0 que corresponde a

bu
art — B (19.11)
M2 c :

O intervalo entre dois TACs sucessivos é, entao,

2Ll

ATY = AT + ATE, = (19.12)

Para interpretar este resultado, lembramos que, na secao anterior, “mostramos” que
os intervalos de tempo na mecanica classica sao absolutos, o que nos permite escrever
ATY = A7%. Comparando as eqs. (19.6) e (19.12), concluimos que L% = L. Ou seja,
usando a idéia que o tempo “classico” é absoluto, concluimos que as distancias entre os
espelhos também o sao!

Repetimos, a seguir, este calculo no contexto da relatividade, onde também consi-
deramos dois intervalos de tempo, At%y, e Atyy,. O intervalo relativistico Aty, entre
o primeiro TAC e o TIC é calculado do mesmo modo que o intervalo classico. Entre-
tanto, agora, o modulo da velocidade da luz em relacao a Maria também ¢é ¢, e nao mais
Chn = ¢+ v. Assim, o andlogo relativistico da eq. (19.8) é:

v Aty

Aty = B (19.13)

e, portanto,
Ebv
Aty = M (19.14)

cC—v

J& o intervalo At s, entre o TIC e o segundo TAC, é dado por

gbv Atbv
Athy, = MY (19.15)
C

que corresponde a
bu
Crr

Athy, =
M2 c+v

(19.16)
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No contexto da relatividade, portanto, o intervalo entre dois TACs sucessivos é dado por

ot

At = At + AR, = —— M
M1 T Bl (1= 02/

(19.17)
Para interpretar esse resultado, € preciso invocar a idéia de que a relacao entre os intervalos
de tempo observados por Joao e Maria nao podem depender da orientacao dos relégios
envolvidos. No presente caso, isso equivale a dizer que os intervalos de tempo observados
nos dois relégios brancos, bh e bv, devem ser idénticos também no referencial de Maria. A

relacao entre as observagoes do relégio de placas horizontais foi obtida na aula anterior,
eq. (18.13), e dada por

2L

bh _
AP = T (19.18)
Impondo que Aty = AtY, concluimos que
= /1—v2/c L. (19.19)

O fato de a raiz ser menor que 1 para v # 0 significa que a distancia entre os dois espelhos,
vista por Maria, é menor do que a distancia prépria A%’ = L, vista por Joao: ¢4, < \%.
Este resultado indica que a distancia entre os espelhos se contraiu para o observador que
vé o relégio em movimento.

Na obtencao destes resultados supusemos, tacitamente, que a contracao do espago
somente ocorre na direcao paralela a velocidade relativa; nas direcoes transversais, nada
acontece. Este aspecto da relatividade sera mais bem discutido nas aulas seguintes.

e a realidade da dilatacao do tempo e da contracao do espaco

Ao estudar relatividade, podemos ser tentados a pensar que os efeitos de dilatagao do
tempo e contragao do espaco correspondem a impressoes falsas, ou a enganos dos sentidos.
Isso, entretanto, nao é verdade, ja que esses efeitos ocorrem realmente e podem, em muitos
casos, ser comprovados experimentalmente. Em 1911, Einstein afirmou:! “A questdo se a
contracao de Lorentz existe ou ndo, € confusa. Fla “realmente” nao existe, na medida
que nao eziste para um observador que se move [com a barra/; ela “realmente” existe,
entretanto, no sentido em que pode, em principio, ser demonstrada por um observador
em repouso”.

Ou seja, um observador em repouso em relacao a uma régua nao pode perceber a sua
contracao, mas alguém que observa a régua em movimento, pode. Por exemplo, para
documentar a contragao do espaco, poderiamos pensar em fotografias. Tirar uma foto de
um objeto que se move com velocidade muito alta nao é trivial, pois ocorrem distorgoes
devidas ao tempo de propagacao da luz até a camara. Apesar disto, neste curso vamos
supor que estas distor¢oes possam ser minimizadas por meio de um sistema eletronico de

1Citado em A. Pais, op.cit., p144.
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reconstrucao de imagens, ou por meio de camaras, nas quais o registro das imagens é feito
por meio de feixes contendo um nimero muito grande de fibras épticas, colocadas muito
proximas do objeto a ser registrado.

(a) (b)

Figura 19.4: As duas fotos de Joao: a) tirada por ele mesmo; b) tirada por Maria.

Se colocassemos, lado a lado, um auto retrato de Joao e a foto tirada dele por Maria,
com uma camara em que as distorcoes houvessem sido corrigidas, e se a velocidade relativa
fosse v = 3¢/5, terfamos a situacao mostrada na figura 19.4. Fotos s@o coisas concretas
e palpaveis que poderiam, em principio, registrar a contragao do espago, indicando que
ela é real. Se, por outro lado, fosse Joao quem tirasse a foto de Maria, ela apareceria
contraida na dire¢ao do movimento, como na figura 19.5. O efeito da contracao do espaco
também é simétrico.

(b)

Figura 19.5: As duas fotos de Maria: a) tirada por Joao; b) tirada por ela mesma.

Este tipo de situacao ilustra bem os efeitos da relatividade, mas nao é viavel na pratica,
pois nao existem condigcoes tecnologicas para que pessoas se movam com velocidades
relativas iguais a v = 3¢/5. Em geral, é muito dificil dotar corpos macroscépicos de
velocidades relativas muito altas, pois as energias necessarias ao processo de aceleragao sao
muito grandes. Ja no caso de particulas microscopicas, por outro lado, isso é relativamente
facil.
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e simultaneidade

Nesta aula e na anterior, vimos que os intervalos de tempo e de espaco na relatividade
nao sao absolutos e que, tanto a dilatacao do tempo como a contragao do espago, sao
efeitos reais, posto que mensuraveis. Como discutiremos a seguir, no contexto desta
teoria, a nocao classica de simultaneidade entre eventos é também alterada, passando a
depender do observador.

Para mostrar como isso ocorre, comparamos os comportamentos de dois relégios bran-
cos, em repouso no referencial de Joao, com espelhos verticais e horizontais. Joao, que
segura os dois, “ouve” ambos fazerem o TIC e o TAC simultaneamente, ja que eles estao
em repouso no seu referencial e, por isso, marcam o tempo da mesma maneira, como
sugere a figura 19.6.

Figura 19.6: Os reldgios de Joao no referencial dele mesmo.

O problema, agora, consiste em saber como Maria “ouve” os TICs e TACs dos dois
relogios brancos. No caso do relégio de espelhos horizontais, os calculos feitos anteri-
ormente permitem-nos concluir que o intervalo At} entre o TIC e o TAC é igual ao
intervalo At%%, entre o TAC e o TIC, sendo ambos dados por

L
/1T =02/

No relégio de espelhos wverticais, por outro lado, isso nao acontece. Segundo as egs.
(19.14),(19.16) e (19.19), temos

Ath = A, = (19.20)

oy L /1 —v2/c?
Ay, =M _Z V- T 19.21
M1 c— v c c— v ) ( )

bv 1 —02/c2
A = G L yLZe/e (19.22)

c+v c c+v

Deste modo os trés intervalos de tempo, Aty = At4:, A%y, e AthY, sao todos dife-
rentes entre si. Para Maria, os TACs dos dois relogios de Joao sao simultaneos, mas isso
nao acontece com os TICs, como ilustra a figura 19.7.

Se o intervalo entre um TIC-TAC dos relégios brancos no referencial de Joao fosse de
1 segundo, e a velocidade relativa fosse 3/5¢, teriamos os resultados mostrados na tabela
abaixo.



195

Figura 19.7: Os relégios de Joao no referencial de Maria.

’ ‘ referencial H TAC-TIC ‘ TIC-TAC H TAC-TAC ‘

relogio de JOAO 1,00s 1,008 2,00s
espelhos

horizontais | MARIA 1,25s 1,258 2,50s
relogio de JOAO 1,00s 1,008 2,00s
espelhos
verticais MARIA 2,00s 0,50s 2,50s

e mais simultaneidade

A relatividade, ao mudar os conceitos de espaco e tempo, muda também o de simul-
taneidade. No dicionario, encontramos que dois eventos sao ditos simultaneos quando
ocorrem ao mesmo tempo. Na relatividade, esta definicao de simultaneidade nao é sufici-
entemente clara, e é preciso amplid-la. Neste novo contexto, é preciso perguntar também:
em qual referencial?

Suponhamos que, no referencial de Maria, ocorram dois eventos quaisquer, A e B,
em posicoes diferentes, Py e Pg. Por exemplo, o evento A pode ser o piscar de um
olho e o evento B, a batida de um martelo contra um prego. Suponhamos, ainda, que
Maria esteja num ponto P, equidistante dos pontos P4 e Pg, e que ela possa ver os
dois eventos. Na relatividade, os eventos A e B sao considerados simultaneos se Maria
os ve ao mesmo tempo. De modo mais geral, na relatividade, dizemos que dois eventos
sao simultaneos em um referencial quando as luzes por eles emitidas chegam juntas a
um ponto equidistante deles. No caso do exemplo, Maria esta equidistante do olho que
pisca e do prego que recebe a martelada. Sabendo disso, ela pode concluir que se ela vé
as informacgoes luminosas provenientes desses dois eventos ao mesmo tempo, entao eles
de fato ocorrem ao mesmo tempo. Neste caso, os eventos A e B sao simultaneos no
referencial de Maria. Para completar esta discussao, convém lembrar que os eventos A e
B sao simultaneos entre si, mas ambos antereiores a percepcao de Maria.

Onde falhou a definicao de simultaneidade do dicionario nao-relativistico? Na relativi-
dade a definicao de simultaneidade envolve tanto o tempo como o espaco, enquanto que a
do dicionario envolve apenas o tempo e incorpora, tacitamente, a nogao classica de tempo
absoluto.
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e a nocao de simultaneidade é relativa

({{ o DT?T)@ o TD DO)L,

3\ T4

Figura 19.8: Maria e os dois flashes, no referencial da estacao.

Na relatividade, dois eventos simultaneos num referencial podem nao o ser num outro
referencial. Esta nova nogao de simultaneidade parece bastante estranha, a primeira vista,
pois é diferente da nossa experiéncia diaria. Para ganhar um pouco de familiaridade com
ela, consideremos a situagao mostrada na figura 19.8. Maria esta parada numa estagao de
trem, a noite, com todas as luzes desligadas. Na plataforma existem, de cada um dos seus
lados, dois flashes, ambos a distancia L dela. A esses flashes estao ligados fios de mesmo
comprimento, conectados a um interruptor tnico, de modo que eles podem ser acionados
por Maria ao mesmo tempo. FKEste arranjo permite que sejam iluminadas pessoas que
viajam num trem, que passa pela plataforma com velocidade v. Nesta discussao, vamos
supor que os flashes estejam tao proximos das pessoas do trem, de modo que elas sejam
iluminadas no mesmo instante em que sao acionados. Essa hipétese nao influencia em
nada as conclusoes principais a serem obtidas, mas simplifica muito a discussao.

r?‘T;

Figura 19.9: Eventos no referencial de Maria.

Quado Maria aciona o interruptor, os dois flashes iluminam duas pessoas no trem.
Ana é iluminada pelo flash da esquerda e Zé, pelo da direita, como mostra a figura
19.9a. Quando os flashes sao acionados, cada um deles emite uma frente de onda, que
se propaga esfericamente, com velocidade c¢. Assim, no referencial da estacao, apds o
intervalo de tempo Aty = L/c, temos a situagao mostrada na figura 19.9b e Maria vé,
simultaneamente, Ana e Zé. Para ela, as iluminacoes de Ana e Zé sao simultaneas por
construcao, pois ela recebe, ao mesmo tempo, os pulsos provenientes dos dois flashes, que
ela sabe estarem equidistantes dela.

No contexto da relatividade, Ana e Zé nao podem ter sido iluminados simultaneamente
no referencial de Joao, que viaja no trem e, estd equidistante de Ana e Zé. Como o trem
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se move a medida que as ondas luminosas se propagam, as duas frentes de onda levam
tempos diferentes para chegar até ele. Assim, por exemplo, na situacao ilustrada na figura
19.9b, a frente de onda que iluminou Zé ja passou por Joao, mas isso ainda nao aconteceu
com a frente de onda que iluminou Ana. Por isso, Joao ja viu Zé, mas ainda nao viu Ana.

Na relatividade, as velocidades das luzes emitidas pelos dois flashes sao as mesmas,
iguais a ¢, tanto no referencial de Maria como no de Joao. Por isso, a diferenca de tempo
entre as chegadas das imagens de Zé e Ana até Joao constitui, para ele, uma clara indicagao
que as duas pessoas foram iluminadas em instantes diferentes. Como Joao recebe primeiro
a luz proveniente de Zé, no referencial do trem, este foi, de fato, iluminado antes do que

Ana.
e exercicios
1. O fator v = 1/4/1 —v?/c? regula a dilatacao do tempo e a contragao do espago.

Para ter uma idéia das ordens de grandeza envolvidas, complete a tabela abaixo, usando
c~ 3 x10® m/s:

| v /e |y
Im/s
1km/h
100 km/h
0,01
0.1
0,5
2
)
10
100

2. Os funcionérios de uma estacao medem os comprimentos da plataforma e de um trem
que passa com velocidade v, para a direita e obtém, em ambos os casos, o valor L.

a) Desenhe a “visao do trem” e a “visao da plataforma” do problema.

b) Determine os valores dos comprimentos do trem e da plataforma medidos pelos pas-
sageiros do trem.

3. Ana possui um relégio de espelhos verticais e ela se move para a esquerda, em relagao
a Pedro. Desenhe, em escala, o TIC-TAC do relégio de Ana quando “ouvido” por ela
mesma e por Pedro, no caso v = V/3 ¢/2. O que mudaria se Ana invertesse o sentido da
sua velocidade relativamente a Pedro?
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4. Um trem se move com velocidade v, para a direita, relativamente a plataforma de uma
estacao. Um sinal luminoso, emitido no centro do trem, ilumina simultaneamente as suas
duas extremidades. O que observam os funcionarios da estagao?

e respostas

2. b) L/\/1—=v2/c2 e Ly/1—0v2/c?

4. A extremidade traseira do trem é iluminada antes da extremidade dianteira.



Capitulo 20

transformacoes de Lorentz

e eventos

A apresentagao da relatividade feita até aqui explorou a constancia da velocidade da
luz e teve o intuito de desenvolver uma intuicao sobre o assunto, motivando a construcao
de significados novos para velhas palavras, tais como tempo e espago. Nesta aula e nas
seguintes, passamos a estudar uma abordagem mais poderosa para atacar problemas de
cinematica relativistica, baseada nas transformacoes de Lorentz.

As transformagoes de Lorentz relacionam eventos em referenciais diferentes. Por isso,
¢ conveniente discutirmos um pouco o significado da palavra evento. Este conceito tem
importancia fundamental na relatividade e corresponde a algo que realmente acontece,
num ponto do espaco e do tempo. A realidade de um evento estd associada ao fato
de que, em principio, ele pode ser observado e registrado. Por isso, dois observadores,
em referenciais diferentes nao podem discordar quando & ocorréncia desse evento. Por
exemplo, vocé encosta a caneta no papel e coloca um pingo num i. Dai em diante, o pingo
estd 14 e nenhuma mudanca de referencial pode fazer com que ele desapareca. A colocacdo
do pingo é um evento, pois é algo que ocorre no espaco e no tempo. Note que o préprio
pingo nao € um evento!

Na linguagem cotidiana, podemos usar a palavra evento para descrever um show de
musica, um jogo de futebol, um encontro entre cientistas ou o choque de um carro contra
uma arvore. Na fisica, por outro lado, um evento é um acontecimento que ocorre em
um unico ponto do espago e em um unico instante bem definido. Por isso, na fisica,
qualquer um dos exemplos citados corresponde a um conjunto de eventos, pois envolve
varios acontecimentos, que ocorrem em muitos pontos do espaco e em muitos instantes
diferentes.

Na relatividade, um evento é algo real, passivel de comprovacao experimental e, por
isso, dois observadores em referenciais diferentes nao podem discordar da sua ocorréncia.

199
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Eles podem, entretanto, discordar quanto a descricao feita desta ocorréncia. O evento
independe do referencial, mas a descricao depende. E por isso que precisamos ter muito
cuidado para nao confundir um evento com a sua descrigao.

Na teoria da relatividade, a descricao de um evento requer sempre quatro coordenadas,
trés espaciais e uma temporal. Este aspecto do problema foi enfatizado por Minkowski,
em um trabalhol! publicado em 1908, onde ele afirma: “Os objetos da nossa percep¢io
incluem invarialvelmente lugares e tempos em combinacao. Ninguém jamais percebeu um
lugar a nao ser em um tempo, ou um tempo a nao ser em um lugar. Mas eu ainda respeito
o dogma que tanto espagco como tempo tém significados independentes.”

A ocorréncia de um evento nao depende do referencial no qual o observador se encon-
tra. A descricao desse evento, por outro lado, depende do referencial. As observagoes

incorporam, necessariamente, uma espécie de perspectiva, envolvendo espaco e tempo.

e perspectivas

o b

]

Figura 20.1: Maria e Joao olham a mesma casa.

Existe uma analogia entre a percepcao de eventos na relatividade e o que acontece
quando olhamos um objeto qualquer. Tomemos, por exemplo, uma casa. Maria, de
pé em frente a ela, vé o que mostra o lado esquerdo da figura 20.1. Joao, entretanto,
em outra posi¢ao, vé o que mostra o lado direito da figura 20.1. Maria e Joao véem
a mesma casa, mas as suas visoes sao diferentes. A casa faz, aqui, o papel de evento, a
entidade que unifica as duas visdes. As visoes de Maria e Joao sao observacoes particulares
que, claramente, dependem da posicao de cada pessoa em relacao a casa. Por isso, as
descricoes baseadas nessas observagoes podem mudar, se o observador mudar de posicao.
Analogamente, na relatividade, as observacoes de um mesmo evento sao dependentes dos
referenciais. E interessante notar, também, que é impossivel para um observador qualquer
ver diretamente a casa como um todo. O maximo que ele consegue é ver, separadamente,
as varias facetas da casa e reconstrui-la em sua mente. Exatamente o mesmo ocorre com
um evento, na relatividade.

A teoria da Relatividade incorpora a idéia de que cada observador, em cada referencial,
descreve um mesmo evento de forma diferente. Como o evento é o mesmo, estas diferentes
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descricoes guardam relagoes bem definidas, umas com as outras. Assim, se Maria, no
referencial Sy, souber como descrever o evento E e souber, também, como o referencial
S, onde esta Joao, se move em relacao a ela, ela pode reconstruir a descricao de Joao
para esse mesmo evento. No exemplo da casa, se Maria quiser saber como Joao vé a casa
e souber onde ele se encontra, ela pode simplesmente andar até aquele ponto e colocar-
se na posicao de Joao. Alternativamente, se ela dispuser de uma teoria de mudanca de
referencial, ela pode reconstruir a visao de Joao, mesmo sem se mover, sem sair do seu
referencial!

Em relatividade, as regras que permitem efetuar esta operacao, ou seja, encontrar as
visoes de outros observadores a partir da nossa, sao as transformacgoes de Lorentz.
Elas relacionam as descricoes, em referenciais com movimento relativo, de um mesmo
evento.

A nocao de perspectiva em situagoes envolvendo o tempo é bem menos facil do que
a aplicada apenas ao espaco tridimensional. Na relatividade, para descrever com clareza
eventos no referencial Sy, de Maria, associamos a ele um sistema de trés eixos e um relégio
como na figura 20.2. Analogamente Joao, no sistema S;, também possui um sistema de
trés eixos e um relégio, como na figura 20.3.

— =

v

o),

Figura 20.2: O referencial de Maria.
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Figura 20.3: O referencial de Joao.

Imaginemos uma situacao em que Maria tenha, em suas maos, um aparelho capaz de
emitir pulsos de luz. No instante em que Joao passa correndo em frente a ela, ela emite
um pulso. Cria-se, entao, uma frente de onda esférica que se propaga, de acordo com o
segundo principio da relatividade, com velocidade ¢ em qualquer referencial.
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O piscar da luz é um evento, que chamaremos de P, que ocorre no instante em que as
origens de Sy; e S; coincidem. Por esse motivo, adotamos o piscar da luz como origem
espago-temporal para os dois referenciais. Este evento é descrito do seguinte modo, por
Maria e Joao:

evento P Sz (@ by, 24 th ) = (0,0,0;0) (20.1)
Sy+ (2, yy, 255t5) = (0,0,00) (20.2)

A medida que o tempo passa, em cada um dos referenciais, a luz emitida fica distribuida
sobre uma esfera, cujo raio cresce com a velocidade da luz, como mostra a figura 20.4. E
importante notar que, no referencial Sy;, ¢ Maria que esta no centro da esfera enquanto
que, em Sy, é Joao que se encontra nessa posicao. Essa situacao viola bastante a nossa
intuicao classica, ja que parece corresponder a uma esfera com dois centros! Podemos nos
perguntar se seria possivel unificar os dois desenhos em um sé, representando simultanea-
mente as duas visoes. A resposta é nao!!! Tentar fazer isso corresponde a pretensao a uma
visao do problema que independe de referenciais particulares, superior e mais poderosa
do que as permitidas aos humanos. Seria equivalente, no exemplo da casa, a tentar fazer
um desenho mostrando todas as suas faces de uma sé vez.

\ }
\‘ IS:" s
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\\ ,. ‘:\\ y
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Figura 20.4: A evolugao do pulso luminoso nos dois referenciais.

Os seres humanos e os aparelhos empregados em medigoes estao sempre ligados a
referenciais. Por isso, na teoria da relatividade, observagoes de processos envolvendo
espaco e tempo somente podem ser feitas a partir de referenciais especificos. Os nossos
sentidos, mesmo estendidos por instrumentos, sao prisioneiros dos referenciais. Por isso,
os problemas colocados pelas figuras 20.1 e 20.4 sao muitos semelhantes. Em ambos os
casos, os desenhos envolvem perspectivas, mas nao hé, nenhuma incompatibilidade entre
as visoes de Maria e Joao.

O lado esquerdo da figura 20.4 indica que Maria observa, depois do instante inicial, uma
frente de onda esférica que se propaga. Um ponto genérico dessa frente é caracterizado
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por quatro coordenadas, (s, Ynr, 2ar;tar), que satisfazem a equagdo de uma esfera, de
raio proporcional a velocidade da luz. Assim

vy 4y s =8, > v ya e -t =0, (20.3)

No referencial de Joao, por outro lado, as coordenadas da frente de onda séo (x5, ys, zs;ts)
e, como mostra o lado direito da figura 20.4, também satisfazem a equacao de uma esfera

2ty =071 — 2y 25—t =0, (20.4)

Suponhamos, agora, que um grao de poeira seja iluminado pela frente de onda. Chamando
esse segundo evento de F/, as suas descri¢coes nos dois referenciais sao dados por

evento E Sar: (@l 28R (20.5)

Sy (@], y),255t)) (20.6)

Esses conjuntos de coordenadas, que descrevem o mesmo evento E, sao diferentes para
Maria e para Joao e, por isso, incorporam a perspectiva de cada observador.

e transformacoes de Lorentz

Em relatividade, as regras que permitem relacionar as descricoes de um mesmo evento,
em referenciais com movimento relativo, sao as transformacoes de Lorentz.

A obtengao das transformagoes de Lorentz (TL) é baseada numa hipdtese muito geral: a
de que as transformacoes de coordenadas sejam lineares. Ela visa preservar a homogenei-
dade do espaco e a uniformidade do tempo nos dois referenciais. A homogeneidade
do espaco e a uniformidade do tempo correspondem a idéia de que as propriedades de um
sistema fisico nao se alteram quando de um deslocamento de todo o sistema no espaco
ou no tempo. Ou, em outras palavras, que a fisica nao pode depender da escolha das
origens das coordenadas espaciais e temporais. Ou, ainda, intuitivamente, que o espaco
é o “mesmo” em qualquer ponto e em qualquer instante, e que o tempo “passa” com a
mesma “velocidade” em qualquer ponto e em qualquer instante. Por exemplo, se temos
um laboratério com um sistema fisico em Sao Paulo, nada muda se ele for transportado
para o Rio de Janeiro ou se fizermos experimentos no ano que vem, ao invés de hoje.

Em uma transformacao linear, as novas coordenadas sao combinacoes lineares das
antigas. Um exemplo de transformacao linear seria: xp; = a x;+b t;, com a e b constantes.
Como exemplo de regras de transformagao nao lineares, temos: zy = 2%, zy = AeB 7,
zy = k In(B t;). Transformacdo nao lineares nao mantém a homogeneidade do espago e
a uniformidade do tempo nos dois referenciais.

Neste estudo da relatividade, supomos sempre que os eixos dos sistemas Sy, e S; sejam
paralelos e que a velocidade relativa entre os dois seja paralela aos eixos y, como mostram
as figuras 20.2 e 20.3. Essa escolha permite uma grande simplificacao nas contas, sem
nenhuma perda de contetdo.
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A hipotese de linearidade das transformacoes corresponde a escrever as coordenadas
do evento no referencial S; em funcao das coordenadas em S); como

ty = Lywxa + Layyamr + Loz 2 + Lt tar (20.7)
Yy = Lysxn + Lyyynm + Ly 20 + Ly tar (20.8)
27 = Laggxy+ Loyym + Loz 2v + Lt (20.9)
ty = Luwrym+ Liyym + L2z + Lt (20.10)

Nestas expressoes, os coeficientes da transformacgao sao representados por L, sendo que
o primeiro indice corresponde a coordenada em S; e o segundo, a coordenada Sy;. O
problema de determinar as T'L corresponde a obter os valores dos coeficientes L, em
funcao da velocidade relativa v. Este problema tem simetria cilindrica, em torno do eixo
y e, por isso, é conveniente distinguir as coordenadas x e z, transversais a velocidade, da
coordenada y, que € paralela.

O sistema determinado pelas eqs. (20.7-20.10) envolve 16 incdégnitas, que podem ser
determinadas por meio de um conjunto de eventos particulares.

Evento E;: Maria observa a posi¢ao da origem de S;, em um instante t,; qualquer.
evento E; Sar s (0,vtar, 0;5tay) (20.11)
SJ : (0,0,0;tj) (2012)

Substituindo (20.12) no lado direito das eqs.(20.7-20.10) igualando o lado esquerdo a
(20.12), temos

0 (Luyv + Lag) tar (20.13)
0 = (Lyyv+ Ly)tu, (20.14)
0 = (Lyv+ La)tu, (20.15)
ty = (Lyv+Ly)ty. (20.16)

Evento F,: Maria observa a extremidade superior de uma régua de comprimento a, fixa
no referencial S; e paralela ao eixo z, como mostra o lado esquerdo da figura 20.5.

evento E, Sy : (0, vtnr, a;ta) (20.17)
SJ : (0,0,CL; tJ) (2018)

Neste caso, as eqs. (20.7-20.10) fornecem

0 = (Lyyv+Ly)ty+ Lyza, (20.19)
0 = (Lyyv+Ly)ty+Ly.a, (20.20)
a = (Lyv+Ly)tu+L..a, (20.21)
ty = (Lyv+Ly)ty+ Lz a. (20.22)
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Figura 20.5:

Comparando os conjuntos de equagoes (20.19-20.22) com (20.13-20.16), obtemos
Lu. = Ly.=Ly=0, (20.23)
L.. = 1. (20.24)

Evento F5: Maria observa a extremidade de uma régua de comprimento b, horizontal,
fixa no referencial S; e paralela ao eixo x, representada do lado direito da figura 20.5.

evento Ej Syt (b, vt 0;5tay) (20.25)
Sy (b,0,0;t,) (20.26)
Usando as eqs. (20.7-20.10) obtemos

b = Luwb+ (Layv + Lot tar, (20.27)
0 = Lyob+ (Lyyv+ Ly)tu, (20.28)
0 = Lob+ (Layv+ L) tar, (20.29)
ty = Lipyb+ (Lyv+ Ly)tu, (20.30)

e a comparacao com (20.13-20.16) fornece
Lo = 1, (20.31)
Lye = Lu=Liyp=0. (20.32)

Evento Ej: Joao observa a posi¢ao da origem de Sj; em um instante t; qualquer

evento E4 S (0,00, tn) (20.33)
Sy 1 (0, —vty,0,t5) (20.34)
As egs. (20.7-20.10) tornam-se entao
0 = Lyt (20.35)
—vty = Lytu, (20.36)
0 = L.tu, (20.37)
ty = Luty, (20.38)
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e, portanto,

Ly=1L,=0. (20.39)
Usando esses resultados nas egs. (20.13) e (20.15), temos

Loy =1L.,=0. (20.40)

Os resultados obtidos até aqui, expressos pelas eqgs. (20.23), (20.24), (20.31), (20.32),
(20.39) e (20.40), permitem-nos reescrever o sistema (20.7-20.10) como

Ty = Tum, (20.41)
Yo = Lyyym + Ly tar, (20.42)
Z] =AM, (20.43)
ty = Lyym + Lyt . (20.44)

Esses resultados indicam que as coordenadas transversais ao movimento nao se alteram
pela mudanga de referencial e que, das combinagoes gerais de todas as coordenadas,
sobram apenas duas combinagoes lineares, envolvendo yy; e ty;. Das equagoes (20.14),
(20.36) e (20.38) aprendemos que

Ly = —vlL,,, (20.45)
Lyt = — Ltt y (2046)

e, portanto,
Ltt — Lyy . (2047)

Para obter os valores dos coeficientes L,, e Ly, voltamos ao grao de poeira iluminado
pela frente de luz descrita nas figuras 20.4. As coordenadas desse evento nos referenciais
M e J sao dadas pelas eqgs. (20.6) e (20.6) e est@ao vinculadas pelas condigoes (20.3) e
(20.4). Por isso, podemos escrever

(@7)* + ()" + (25)7 = ¢ (t5)" = (ax)” + () + (en)* — & (t5)* . (20.48)
As egs. (20.41) e (20.43) permitem simplificar esse resultado, e temos
() = *(t5)* = (yar)” — (t5)* - (20.49)
Usando as eqs. (20.42), (20.44), (20.45) e (20.46), obtemos
Ly, (s — v thp)* = (Lay Yy — Lyy tar)” = (ynr)* — *(t)? (20.50)
ou, o que é equivalente,
(Lyy — ¢ L2 (War)* = 2 Lyy (v Ly, + ¢ Lyy) yiy thy + Ly, (0° =€) (¢37)?

= (yn1)” — A (ta)* (20.51)
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Impondo que essa igualdade valha como um polinomio em y%; e t¥;, obtemos:

L}, 4+ L, =1, (20.52)
v Ly, + Ly, =0, (20.53)
2 2 2 2
L, (v =)= —c. (20.54)
Estas condicoes nos fornecem
Ly = +-——t (20.55)
v V1—0v2/c2’ '
v
L, = - = Ly, . (20.56)

O ultimo passo consiste em determinar o sinal de L,,. Isso ¢é feito impondo que S; e Sy
coincidam quando v = 0, o que corresponde a escolher o sinal positivo.

Todos estes resultados determinam as transformacoes de Lorentz para Sy, — 5.
Usado a defini¢ao

v = \/%2/02 : (20.57)
obtemos
Ty = Ty, (20.58)
yr = vlym—vium) , (20.59)
2y = 2, (20.60)
ty = ~ (tM - :—2 yM) . (20.61)

Essas equacoes constituem o instrumento que permite que, conhecendo as coordenadas
de um evento em Sj;, possamos encontrar as novas coordenadas que descrevem o mesmo
evento em S;.

e a transformacao inversa

As transformagoes de Lorentz, dadas pelas eqs. (20.58 - 20.61) permitem a passagem
de Sy para S;. O conjunto de equagoes que permite voltar de S; para Sy, corresponde
a transformacao inversa. Existem diversas maneiras de obter esta transformacao. Uma
possibilidade seria refazer todo o procedimento anterior, trocando J por M em todas as
passagens. Uma alternativa, bastante menos trabalhosa, para chegar ao mesmo resultado
consiste em isolar s, yar, zar; tar no lado direito das eqs. (20.58 - 20.61) e expressar essas
variaveis em funcao de x;,yy, z5;t;. No caso de x,; e 2,7, o problema ja esta resolvido,
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pois basta escrever

M = 2 - (2063)
Para obter y,,, multiplicamos a eq. (20.61) por v e somamos com a eq. (20.59), obtendo

02
yrtovty =5ym (1_0_2) — ymw =7 (ys+oty) . (20.64)
Analogamente, para obter t,7, multiplicamos a eq. (20.59) por v/c? e somamos com a eq.
(20.61)
2

v v [
tr+ 5y =7"tu <1—§> — v(tﬂrc—?w) (20.65)

Juntando as egs. (20.62 - 20.65), obtemos as transformagoes de Lorentz para ir de S; a
SMi

Ty = Tg, (20.66)

yu = (s tvty), (20.67)
v

by = (tJ +5 yJ) . (20.69)

Observe o resultado a que chegamos: a unica diferenga entre a “ida” de Sy, para S; e a
“volta” de S; para S); estd no sinal da velocidade. De fato, o que determina a passagem
de Sy, para Sy é a velocidade v de Joao, em relacao a Maria; o que determina a passagem
de S; para Sy, é a velocidade —v de Maria, em relacao a Joao. Portanto, um modo
mais simples de encontrar a transformagcao inversa consiste em, simplesmente, substituir
os indices M por J e trocar o sinal de v na transformagao original.

e alguns detalhes

Uma vez obtidas as transformacgoes de Lorentz, fazemos um resumo do caminho per-
corrido. Utilizamos o segundo principio para chegar as eqgs. (20.3) e (20.4), nos apoiamos
na homogeneidade do espago e na uniformidade do tempo para argumentar que as trans-
formacoes deveriam ser lineares e, enfim, consideramos os movimentos de réguas e das
origens de S; e S); para encontrar a forma das transformagoes. Essas hipdteses, em-
bora nao muito simples a primeira vista, sao claras, e a dedugao surge delas sem maiores
tropecos.

As expressoes que representam as transformacgoes de Lorentz, foram obtidas supondo
que os referenciais Sy; e S tivessem uma origem espaco-temporal comum. Nossa dedugao
foi feita com base nesse fato e ele estd, portanto, incorporado nas egs.(20.58 - 20.61) e
(20.66 - 20.69). Tanto isto é verdade, que elas relacionam diretamente o ponto (0, 0,0; 0) no
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referencial Sy, ao ponto (0,0, 0;0) no referencial S;. Por isso, sempre que formos utilizar
as transformagoes na forma dada por estas equagoes, precisamos definir um evento para
ser adotado como origem dos dois referenciais. Todos os demais, serao relacionados a ele.

O tamanho dos efeitos relativisticos é determinado pelo quociente v/c. A sua presenga
no fator y =1/4/1 — v?/c? é tal que v > 1, a igualdade valendo no caso particular v = 0.
Quando v for comparavel a ¢, o fator v pode tornar-se grande e os efeitos relativisticos
tornam-se correspondentemente importantes. Nao ha limite superior para v e, portanto,
1 <v <.

Quando a velocidade relativa v é muito menor que a da luz, v << ¢, o fator de escala
~ aproxima-se de 1, e as transformagoes de Lorentz podem ser escritas como

Ty = Tu, (20.70)
Yy = ym —vin, (20.71)
2] = ZMm, (20.72)
ty ~ ty. (20.73)

Assim, no limite, de velocidades baixas, os tempos nos dois referenciais tornam-se iguais
e as transformacoes espaciais coincidem com as transformacoes de Galileu, usadas na
mecanica classica.

E muito importante notar que o fato de as TL ficarem parecidas com as transformacgoes
de Galileu no limite v << ¢ nao significa que a fisica classica seja um caso particular da
relatividade. Os significados fisicos das duas transformacoes sao diferentes. Na relativi-
dade, as transformagoes de Galileu sao um limite, uma aproximagao, enquanto que na
mecanica classica elas sao a propria expressao da realidade. Por outro lado, na relativi-
dade, a expressao da realidade esta contida em seus dois principios: equivaléncia de todos
os referenciais, e constancia da velocidade da luz em todos eles. Na mecanica classica, a
proposta de realidade assume a forma de espaco a tempo absolutos e totalmente indepen-
dentes um do outro. Estas diferencas distinguem fundamentalmente uma concepcao da
outra.

e referéncia

[1] H. Minkowski, Space and Time, em “The principle of relativity”, Dover, 1952, pag.
73.

e exercicios

1. Quais das situagoes seguintes correspondem a eventos: o pingo de um i, colocar o
pingo num i, um carro, entrar num carro, a existéncia de um carro numa garagem.

2. Do ponto de vista matematico, porque as transformagoes nao lineares de coordenadas
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nao sao compativeis com a homogeneidade do espaco e a uniformidade do tempo?

3. Escreva as transformacoes de Lorentz que relacionam as coordenadas dos sistemas de
Ana e de Pedro, sendo que Pedro se move em relacao a Ana com velocidade —v, segundo
0 €eixo Z.

4. Qual os papéis do primeiro e do segundo principio da relatividade na obtencao dos
resultados apresentados na secao tranformacoes de Lorentz?
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transformacoes de Lorentz: exemplos

Nesta aula e na préxima, discutimos aplicacoes das transformagoes de Lorentz. Ape-
sar das diferencas entre as varias situacoes abordadas, enfatizamos a existéncia de um
padrao comum entre elas: a comparagao das observacoes de personagens diferentes, em
referenciais diferentes, de um mesmo conjundo de eventos.

A nossa educagao em mecanica classica ocorre desde o ensino médio e é bastante forte no
ensino superior. Ao longo desse processo, construimos uma intuicao acerca da cinematica,
baseada em relacoes entre grandezas espaciais e temporais, algumas das quais s6 valem
na mecanica classica. Por isso, essa intuicao nao pode ser facilmente transferida para o
contexto da relatividade.

Como ja discutimos anteriormente, no contexto da relatividade, os conceitos genéricos
de espaco e tempo nao sao necessariamente tteis, e é muito mais conveniente prestar
atencao aos eventos. Como todo problema de relatividade envolve apenas relacoes en-
tre eventos, as suas solugoes podem ser obtidas através de um procedimento analitico,
envolvendo os seguintes passos:

1. Identificar e rotular os eventos importantes do problema. Por exemplo, no caso da
aula anterior, escrever algo do tipo: evento E, o grao de poeira é iluminado pela frente de
onda.

2. Extrair, a partir das informacoes fornecidas pelo problema, as 4 coordenadas espago-
temporais de cada evento, em cada um dos referenciais.

Se os referenciais forem os de Maria e Joao, escrevemos
evento E Sar: (@, 28R (21.1)
Sy (ah gy, ) (21.2)

e existem 8 valores a serem determinados. Pelo menos quatro deles precisam ser extraidos
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do enunciado do problema e nao precisam ser necessariamente referentes a um tnico
referencial. Por exemplo, o problema pode ser resolvido se formos capazes de extrair
¥y, 28 e ¥, a partir do enunciado.

3. Usar as transformacgoes de Lorentz para obter as 4 coordenadas desconhecidas de um
dado evento a partir das 4 coordenadas ja conhecidas daquele mesmo evento.

4. Repetir esse procedimento para todos os eventos importantes do problema.
A partir do conhecimento das coordenadas espaco-temporais de cada evento, em cada
um dos referenciais, podemos reconstruir as relacoes entre eles e as maneiras como os

dois observadores percebem os fenomenos. Esta forma de pensar aparece em todos os
problemas que discutimos a seguir.

e exemplo 1: duas bombas

Figura 21.1: Uma bomba...

Existem duas bombas idénticas, com pavios de igual tamanho, que levam um tempo
T para explodir quando estao em repouso. Ou seja, 7 representa o tempo proprio de
explosao de cada bomba. Maria, em Sao Paulo, acende os pavios das duas ao mesmo
tempo. No instante em que as bombas sao acesas, Joao passa de carro, toma a bomba
nimero 2 e a leva, com uma velocidade v, para a uma cidade a direita de Sao Paulo.

Para estudar como as explosoes das duas bombas sao observadas nos referenciais Sy e
S, listamos abaixo os principais eventos, bem como suas descri¢oes nos dois referenciais.
Adotamos, como origem espago-temporal dos dois referenciais, o acionamento das duas
bombas, que coincide com a passagem de Joao por Maria, e supomos que o movimento
relativo se dé ao longo dos eixos y dos dois referenciais.

evento de referéncia Er- acendimento das duas bombas e passagem de Joao por Maria.

evento Er Sy (0,0,0;0) (21.3)
Sy :(0,0,0;0) (21.4)
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evento a - explosao da bomba 1, estaciondria em relacao a Maria:
evento a Sy 1 (0,0,0;7) (21.5)
Sy (@55, 25 t5) (21.6)
evento b - explosao da bomba 2, estacionaria em relagao a Joao:
evento b Sur: (2, vhy, 255 t5) (21.7)
Sy :(0,0,0;7) (21.8)

Estas expressoes incorporam o fato que os dados do problema permitem-nos conhecer
diretamente as coordenadas espago-temporais das explosoes da bomba 1, em relacao ao
referencial Sy, e da bomba 2, no referencial S; que sao dadas pelas eqs (21.6) e (21.8).

Neste ponto, ainda néo conhecemos os valores das coordenadas das eqs. (21.6) e (21.8),
que serao determinadas com o auxilio das transformagcoes de Lorentz. Para obter as co-
ordenadas do evento a no referencial S;, usamos as transformagoes Sy — S, eqs.(20.58-
20.61) e, depois das contas, obtemos

(9,95, 25:t5) = (0,yv T, 0;y 7). (21.9)

Ja para obter as coordenadas do evento b no referencial de Joao, usamos as transformagoes
Sy — Sur, eqs.(20.66-20.69), que nos levam a

(@hr: Yar 2hri the) = (0, =y o 7, 05 7). (21.10)

Incorporando esses resultados nas eqs. (21.6)-(21.8), obtemos as descrigdes das duas
bombas nos dois referenciais:

evento a - explosao da bomba 1, estaciondria em relagao a Maria:
evento a Sy 2 (0,0,0;7) (21.11)
Sy (0,yvT,0;v7) (21.12)
evento b - explosao da bomba 2, estaciondria em relagao a Joao:
evento b Sy (0, —yoT,0;97) (21.13)
Sy :(0,0,0;7) (21.14)

Os resultados anteriores permitem-nos reconstituir os acontecimentos nos dois referen-
ciais. Comecamos pelo referencial S);, mostrado na figura 21.2. Inicialmente, ocorre o
acendimento dos pavios, em (0,0,0;0). Em seguida, a explosao da bomba de Maria em
(0,0,0; 7). Finalmente, ocorre a explosao da bomba de Joao, em (0,0,~ v 7;7 ). Assim,
no referencial S); as duas bombas, apesar de serem idénticas, nao explodem simultanea-
mente. Se a velocidade relativa entre os dois referenciais for nao nula, v > 1, indicando
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Figura 21.3: A sucessao de eventos no referencial de Joao.

que t4, > t%, ou seja, que a bomba 2, em movimento em relacio a Sy, demora mais para
explodir do que a que ficou em repouso.

No referencial S;, também, as duas bombas nao explodem simultaneamente. FEn-
tretanto, agora, os resultados obtidos a partir das transformacoes de Lorentz indicam

t% > t%,. A bomba 2 explode antes da bomba 1 e os eventos se sucedem como na figura
21.3.

e mais exemplo 1: depois do dedo, a lua....

Os resultados formais, dados pelas eqs. (21.12-21.14), podem dar margem a muitas
reflexoes, algumas das quais sao discutidas a seguir.
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o primeiro principio da relatividade:

As expressoes (21.12-21.14) indicam que as descri¢oes das duas explosoes, nos dois
referenciais, sao totalmente equivalentes. A tnica diferenca formal esta associada ao sinal
da velocidade relativa v, que é arbitrario.

dilatacao do tempo:

Como discutimos em aulas anteriores, nem sempre as relagoes entre eventos de um
problema podem ser enquadradados como indicando a ocorréncia de dilatacao do tempo.
Entretanto, neste exemplo, isso pode ser feito, porque a bomba 2, que se move em relagao
a Sy, estd em repouso em S; e a bomba 1, que se move em relacao a S, esta em repouso
em relacao a Sy;. Foi por esse motivo que pudemos falar em tempo proprio desde o inicio
do problema.

a realidade dos efeitos:

Os efeitos descritos neste exemplo podem, em principio, ser observados. A ressalva em
principio aparece na frase anterior apenas porque, com a tecnologia disponivel atualmente,
nao podemos estudar os efeitos relativisticos em explosoes de bombas reais. Ainda assim,
como ja ressaltamos anteriormente, a dilatagao do tempo é um efeito real e nao, aparente.
Mesmo sem sair do seu referencial, Maria pode constatar isso. Ao explodir, a bomba 2,
carregada por Joao, pode deixar na estrada uma cratera, real e objetiva, cuja posicao
pode ser medida por Maria. Como ela conhece a velocidade de Joao, ela pode calcular,
facilmente, o instante em que a bomba 2 explodiu no seu referencial e comparar o resultado
com a medida direta do instante em que a sua propria bomba explodiu.

a ordem dos eventos:

Neste exemplo, aparece um efeito que é muito tipico da relatividade e que perturba
a nossa intuicao classica: a ordem temporal das explosoes depende do referencial. Na
relatividade, a ordem de dois eventos pode depender do referencial, desde que nao haja
relacao causal entre eles. Ou seja, se a ocorréncia de um deles nao puder influenciar a
ocorréncia do outro.

No caso das duas bombas, essa questao corresponde, no referencial Sy, a determinar
se a explosao da bomba 1 pode, ou nao, influenciar a explosao da bomba 2. Isso poderia
acontecer, por exemplo, se o pavio da bomba 2 pudesse ser cortado por meio de um
dispositivo acionado pela luz emitida pela bomba 1, ao explodir. Nesse cenario, a explosao
da bomba 1 impediria a explosao da bomba 2.

Para estudar se isso é possivel, consideramos um quarto evento E., que corresponde a
luz emitida na explosao da bomba 1 atingir Joao. A figura 21.4 permite-nos expressar as
coordenadas desse evento em S);, em fungao de t§;, como

Sar: (0,015,,0,t5,) (21.15)
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O instante t§,; é obtido a partir da condi¢ao de encontro entre Joao e a frente de luz e ¢
dado por

oot (21.16)
M_l—v/cT' '

Para determinar a possibilidade de relacao causal entre os eventos F, e E,, é preciso
comparar os instantes t§, e t5,. Usando as egs. (21.14) e (21.16), escrevemos

t V1-—
M il vle . (21.17)

5, Yl—v/e)  T+u/ec
Esse resultado indica que a explosao da bomba 2 ocorre necessariamente antes que o sinal
luminoso proveniente da bomba 1 chegue até Joao. Ou seja, a explosao da bomba 1 nao

pode alterar o destino da bomba 2 e, portanto, nao pode haver relacao causal entre esses
dois eventos.

e exemplo 2: fotos de um relégio em movimento

Joao viaja num trem que se desloca para a direita, com velocidade v = 3/5¢ em relagao
ao solo, e carrega um relégio. O trem passa por uma estacao, onde Maria posicionou
quatro méaquinas fotograficas e, em frente a cada uma delas, um relégio idéntico ao de
Joao. Esses relogios sao digitais, tém forma de lamina, e dois mostradores verticais,
localizados em faces opostas, como se pode ver na figura 21.5. Eles foram construidos
deste modo para que duas pessoas, uma em frente a outra, possam ver sua marcacao
simultaneamente.

As méquinas fotograficas de Maria estao separadas umas das outras, por uma distancia
L. Neste problema vamos supor que L = 108 x 10%m, ou seja, L = 10,8 milhoes de km.
Esta nao é uma distancia facil de imaginar, mas é o preco a ser pago para que possamos
obter efeitos “observaveis” na escala de tempo de nossa vida diaria, em segundos ou
minutos.

No referencial Sy, os relégios estao sincronizados, marcando os quatro exatamente a
mesma hora. Cada maquina fotografica é acionada independentemente, pela passagem
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Figura 21.5: Um relégio digital com duas faces.
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Figura 21.6: O arranjo experimental, no referencial de Maria.

de Joao e, no momento em que ele passa em frente a uma dada maquina, ela fotografa
conjuntamente o relégio do trem e aquele na estacao que estd em frente a ela. Assim,
Joao ¢é sucessivamente fotografado por cada uma das quatro maquinas, mostradas na
figura 21.6.

Joao e Maria combinaram um experimento de modo que, no instante em que o relégio
do trem estivesse em frente ao relégio M1 da estagao, este relégio e o de Joao deveriam
comecar a marcar o tempo. Assim, a primeira foto dos dois relégios é a mostrada na
figura 21.7.

J
O
QO

M3

2
O

0“0

Figura 21.7: Foto dos relogios J e M1, tirada por Maria; a bem da simplicidade, nesta
figura nao representamos a contragao do relégio de Joao.
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O nosso objetivo, agora, consiste em saber como ficam as outras fotos. Para responder
a esta questao, é conveniente nomear os varios eventos e explicitar as suas descrigoes
nos dois referenciais. Neste problema, cada uma das fotos representa um evento. Em
geral, a origem espaco-temporal dos sistemas de coordenadas ¢é totalmente arbitraria e
podemos colocéd-la onde quisermos. O tunico critério a seguir é procurar tornar as coisas
simples. Escolhendo a foto dos relégios J e M1 como referéncia para os demais, podemos
representar os varios eventos do problema do seguinte modo:

evento a, de referéncia - foto dos relégios J e M1:

evento a S :(0,0,0;0) (21.18)
Sy :(0,0,0;0) (21.19)

evento b - foto dos relégios J e M2:
evento b S (0,L,0; L/v) (21.20)
Sy :(0,0,0;t%) (21.21)

evento c - foto dos relégios J e M3:
evento c S (0,2L,0;2L/v) (21.22)
S;:(0,0,0,t9) (21.23)

evento d - foto dos relégios J e M4:
evento d S (0,3L,0;3L/v) (21.24)
S;:(0,0,0;t%) (21.25)

Note que as coordenadas dos eventos em S); foram extraidas diretamente do enunciado
do problema.

Os tempos dos eventos no referencial de Joao, que ainda nao conhecemos, sao deter-
minadas por meio das transformacoes de Lorentz. Para obter a descricao completa do
evento b, usamos a eq.(20.61) e escrevemos

L wlI? L
th=y(Z-5) ==, 21.26
J Y v CQ Y ( )
Os tempos dos demais eventos sao determinados de modo analogo, e obtemos
2L
9 = —, (21.27)
Yv
3L
= =, (21.28)
yv

O valor de v é sempre menor do que 1 e, portanto, para cada um dos eventos, a marcacao
do relégio de Joao é menor que o de Maria. Isso corresponde a dilatacao do tempo de Joao,
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Figura 21.8: Foto dos relogios J e M2, tirada por Maria.

quando observado em S);. Usando os nimeros do problema temos, com as unidades do
sistema internacional (SI): v = 3¢/5 = 1,8x10%m/s,t5, = L/v = 108 x 108 /1,8 x 108 = 60
seth =14, x % = 48 s. Assim, a segunda foto registra a dilatacao do tempo e corresponde,
real e concretamente, a situacao mostrada na figura 21.8.

Os instantes dos eventos 3 e 4 nos dois referenciais, obtidos de modo totalmente analogo,
sdo: t§; = 2L/v = 120s, t5 = 15, x5 = 96s, t4, = 3L/v = 180s e t4 = t§,x 3 = 144s. Estas
marcacoes dos relogios correspondem as fotos mostradas na figura 21.9, que registram
materialmente os eventos ¢ e d. O conteido das quatro fotos sao o nosso resultado.
Exploramos, agora, alguns de seus aspectos fisicos.
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Figura 21.9: Fotos dos relégios J e M3 e J e M4, tiradas por Maria.

a dilatacao do tempo e o relégio

Consultando a segunda ”foto”, mostrada na fig. 21.8, vemos que %, = 60s e t = 48s.
O fato de t%; ser maior do que t% indica que o tempo marcado pelo relégio J aparece
dilatado ou contraido para Maria?

Poderiamos ser tentados a pensar que o tempo de Joao se contraiu, ja que 48 é menor
do que 60. Entretanto, esta maneira de encarar o problema é incorreta. Entre os dois
mesmos eventos passaram-se 60s para Maria e 48s para Joao. Ou seja, passaram-se 12
unidades de tempo a mais para Maria, o que corresponde a mais tempo para Maria do
que para Joao, entre esses dois mesmos eventos. Isso signifiica que o relégio J, visto por
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Maria, funciona mais devagar do que os que ela possui. Por exemplo, se Joao piscar os
olhos uma vez a cada 8s, ele piscarda 6 vezes entre uma foto e outra. Para Maria, por
outro lado, estas 6 piscadas levam 60s para ocorrer, indicando que, para ela, Joao pisca
uma vez a cada 10s. Isso significa que os processos determinados pelo relégio J aparecem
como sendo mais lentos para Maria. Isso vale, inclusive, para a mudanca do marcador
do relégio. Assim, a dilatagao do tempo corresponde a idéia de que um observador vé o
funcionamento de um relégio que se move em relagao a ele ocorrer mais devagar.

a uniformidade do tempo

A uniformidade do tempo, ou seja a nogao que o tempo passa “sempre” com a mesma
“velocidade”, é muito importante em fisica e, por isso, é importante saber se ela é alterada
no contexto da relatividade restrita. A tabela abaixo mostra os resultados das quatro
fotos.

| foto [1[ 2] 3 [ 4 ]
ty(s) [0 ]48] 96 [ 144
ta(s) | 060 | 120 [ 180

Ela mostra que o intervalo entre dois eventos sucessivos em cada um dos referenciais
é sempre o mesmo: 48s para Joao e 60s para Maria. Isso significa que a “velocidade”
de passagem do tempo em cada dos referencial é sempre a mesma. O relégio de Joao
é visto por Maria como funcionando sempre com a mesma “velocidade” e existe sempre
uma razao constante entre os intervalos de tempo observados por ambos. Esta razao é
dada pelo fator de conversao v que, no nosso exemplo, vale 5/4. Em resumo, para Maria,
o relogio de Joao funciona sempre com o mesmo ritmo, ainda que mais lento do que o
ritmo dos seus proprios relogios.

e exemplo 3: a simetria da dilatacao do tempo

No titulo deste exemplo, usamos a construcao “dilatacao do tempo” apenas porque
ela é popular e recorrente. Entretanto, conforme discutimos em aulas anteriores, essa
idéia nao pode ser usada indiscriminalmente em problemas de relatividade. Em algumas
situacoes ela é boa e, em outras, nao. Este exemplo foi construido com o propédsito de
discutir essa questao.

Ana e Maria viajam numa enorme nave espacial e cruzam, a uma velocidade v = 3/5¢,
com uma outra nave, onde estao Joao e Zé como mostra a figura 21.10. Em ambas as
naves, cada passageiro possui um relégio de duas faces, semelhante ao dos exemplos da
aula anterior e, em cada uma das naves, os relégios estao sincronizados entre si. Além
disso, cada pessoa possui uma maquina fotografica, colocada de modo a poder fotografar
simultaneamente o seu relégio e o do passageiro da outra nave, que passa a sua frente
num dado instante. Os véarios passageiros estao dispostos nas naves de modo que, no
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referencial Sy, tanto a distancia entre Ana e Maria como a distancia entre Joao e Zé sao
iguais a L = 1,8 x 10%m.

Para facilitar a discussao supomos, também, que os reldgios sejam coloridos, com a

seguinte corresondéncia:
Joao — branco; Zé — laranja; Maria — preto; Ana — verde.
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Figura 21.10: As duas naves, vistas no referencial S);; os homens sao representados por
quadradinhos e as mulheres, por bolinhas.

O objetivo deste exemplo é mostrar que a dilatagao do tempo ocorre simetricamente
nos referenciais Sy; e S e, para tanto, consideramos trés eventos, que correspondem aos
encontros de Joao com Ana, de Jodo com Maria e de Ana com Zé. Ou seja, os encontros
do viajante mais a frente de cada uma das naves com os dois outros personagens da outra.
Tomando o primeiro deles como referéncia, e extraindo do enunciado as coordenadas dos
outros dois em S, temos evento de referéncia - encontro de Ana com Joao:

evento R Sy :(0,0,0;0) (21.29)
Sy :(0,0,0;0) (21.30)

evento a - encontro de Maria com Joao:

evento a Sar:(0,L,0; L/v) (21.31)
Sy (29,95, 25;t9) (21.32)

evento b - encontro de Ana com Zé:

evento b Sy :(0,0,0; L/v) (21.33)
Syt (x4, 25it)) (21.34)

Para obter os valores das coordenadas em S 7, usamos as transformagoes de Lorentz, dadas
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pelas eqs.(??7-7?7). No caso do evento a, temos

2% = 0, (21.35)
" L
Yy = 7(L—v;> =0, (21.36)
24 = 0, (21.37)
t L Ly L (21.38)
= ——v= | =—. )
J 7 v c2 Yy

O evento b, no referencial S;, é determinado por

= 0, (21.39)

b L

yy = y\V-v_)=-7L, (21.40)

2= 0, (21.41)
L L

th = Z—0)=~=. 21.42

5 = 9 (2-0) =41 (2.42)

A interpretacao de fenomenos com base na idéia de dilatagao do tempo envolve sutilezas
importantes, e é muito menos simples do que aparenta. Como vimos na aula 18, a
dilatacao do tempo pode ser percebida quando o funcionamento de um unico relégio, em
repouso num dado referencial, é comparado com os relégios de vdrios observadores, num
outro referencial. No caso deste exemplo que estamos considerando, esta situacao ocorre
com o relogio verde de Ana, que compara o seu funcionamento com os de Joao e Zé e,
também, com o relégio branco de Joao, que compara o seu funcionamento com os de Ana
e Maria.

Consideremos, inicialmente, o relégio verde. Nele decorre um intervalo de tempo
préprio A7V = t4, — 0 = L/v, entre os encontros de Ana com Jodo e Zé. J4 no refe-
rencial S, o intervalo de tempo entre esses dois eventos ¢ At = t% — 0 = vL/v. Usando
esses resultados, podemos escrever

Aty =~ ATY (21.43)

o que indica que o tempo marcado pelo relégio de Ana é visto com dilatado no referencial
S; dos homens.

A situacao do relégio branco é totalmente simétrica. O intervalo de tempo préprio
decorrido entre os seus dois encontros é At? =14 —0 = L/yv, enquanto que o tempo que
passou entre os mesmos dois eventos no referencial Sy, é dado por Aty =4, — 0= L/v.
Assim,

Ath, =~ AT" (21.44)
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Este resultado indica que o relégio branco é visto, pelas mulheres, como funcionando mais
lentamente do que os que elas possuem.

Para tornar esta discussao um pouco mais concreta, vamos supor que, quando se en-
contram, cada personagem fotografa o préprio relégio e o do outro, o que é possivel gragas
aos dois mostradores que cada relégio possui. As fotos envolvendo Ana e Joao aparecem
nas figuras 21.11a e 21.12a. Usando os resultados anteriores e os dados numéricos do
problema, temos t§, = 10, 0s, t§ = 8, Us, tlj’w = 10,0s e tf} = 12, 5s e, assim, os encontros
de Ana com Zé e de Joao com Maria correspondem as fotos mostradas nas figuras 21.11b
e 21.12b. Olhando estas figuras, podemos notar que o tempo do relégio verde de Ana é
visto como dilatado pelos homens e que o tempo do relégio branco de Joao é visto como
dilatado pelas mulheres.

AN A ANk

00,0 10,0

00,0 12,5

Joho E1 s
suENTD TR BvenTo b
Re P RENCIA

(a) (b)

Figura 21.11: Ana é fotografada pelos homens.
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(a) (b)

Figura 21.12: Joao ¢é fotografado pelas mulheres.

Entre os eventos de referéncia e b, passam-se 10, 0s no relégio verde de Ana, 12, 5s no
referencial dos homens, e o fator de escala é v = 5/4. Neste caso, comparamos o tempo
de um relégio em Sy, com o tempo do referencial S;. Ou seja, comparamos o relogio
verde com os reldgios branco e laranja.

A outra dilatacao pode ser percebida ao compararmos os intervalos de tempo entre os
eventos de referéncia e a, vistos por Joao e pelas mulheres. Enquanto para Joao passam-se
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8, 0s, no referencial Sy, decorrem 10,0s e o fator de escala também é v = 5/4, idéntico
ao anterior. Esta conclusao foi obtida a partir de uma comparacao do relégio branco de
Joao com os preto e verde das mulheres, ou seja, do tempo de um relégio em S;, com o
tempo do referencial Sy;.

A simetria exigida pelo primeiro principio apareceu: o tempo do reldgio branco é visto
como dilatado pelas mulheres, e o tempo do relégio verde é visto como dilatado pelos
homens. A diltacao do tempo é, portanto, simétrica nos dois referenciais!

e exemplo 4: a régua contraida

Jo@o estd num trem, que se move com velocidade v = 4/5¢ para a direita, em relagao
a terra. No trem, existe uma régua de comprimento A = 10m, paralelamente a direcao da
velocidade. Maria encontra-se na plataforma de uma estacao, onde ela alinha um nimero
muito grande de méquinas fotograficas, dispostas lado a lado e ligadas por fios de mesmo
comprimento, a um unico disparador, como mostra a figura 21.13. Assim, acionando o
disparador, ela pode tirar fotos, simultaneas no seu referencial, capazes de abranger a
régua inteira.

Este sistema de méaquinas fotograficas permite a Maria medir o comprimento da régua
estacionaria no trem. Para tanto, ela deve fazer o seu sistema funcionar e, em seguida,
inspecionar todas as fotos. Ela encontrard, em uma delas, a extremidade esquerda da
régua e, em outra, a direita. Para obter o comprimento da régua, em S, basta, em
seguida, medir a distancia entre os pontos na plataforma onde as maquinas que tiraram
estas duas fotos estavam.

v
REGvA Z v \-.
WA TCSSTL AIANCC e 777, 2 Lt 7 TR ept™

Figura 21.13: O problema visto no referencial de Maria.

As discussoes feitas na aula 19 permitem-nos antecipar que o tamanho da régua, obtido
a partir das fotos, serdA menor do que o tamanho préprio da régua no trem. O que
queremos, agora, é obter esse resultado usando as transformagoes de Lorentz.

Os eventos mais importantes neste problema, que efetivamente mostram o tamanho da
régua, sao as fotos de seus dois extremos. Estes eventos sao, por construcao, simultaneos
no referencial da estacao. Entretanto, nada podemos afirmar, a priori, sobre os instantes
em que eles ocorrem no referencial do trem, onde estd Joao.
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Tomando a foto do extremo esquerdo da régua como origens dos dois sistemas de
coordenadas, temos:

evento de referéncia - foto da extremidade esquerda da régua
evento R Sy (0,0,0;0) (21.45)
S;:(0,0,0;0) (21.46)
evento a - foto da extremidade direita da régua
evento a S (2, Y, 245 0) (21.47)
Sy (0, A,0;t9) (21.48)

Existem quatro incégnitas no evento a, x%,, yf,, 24, e t5, que podem ser obtidas por meio
das transformagoes de Lorentz. Utilizando as expressoes (20.58-20.61), obtemos

0 = a5, (21.49)
A= vy, (21.50)
0 = 2%, (21.51)
% = —vyy /. (21.52)

O comprimento da régua no referencial Sy, de Maria, é dado pela distancia entre as
duas maquinas fotogaficas que participaram dos dois eventos descritos acima e, portanto,
vale Ly = y$, — 0 = A\/7. Usando os dados do problema, obtemos v = 5/3 ¢ Ly, = 6 m.
Concluimos, entao, que o comprimento da régua é menor no referencial Sy,. E importante
notar que essa contracao da régua nao é aparente, ou uma ilusao de ética. Ela é real e
estd objetivamente documentada nas fotos !

Um outro aspecto interessante deste problema diz respeito a simultaneidade entre os
dois eventos. As egs. (21.51) e (21.52) permitem-nos concluir que

vA
5= ——— 21.53
J 2 v ( )
e, portanto que, em S, a medida da extremidade direita da régua é anterior a medida
da extremidade esquerda. Ja em S}/, essas medidas sao simultaneas, indicando que, na
relatividade, a nocao de simultaneidade depende do referencial.

e exercicios

1. Considere a situagao descrita no exemplo 1, supondo que as bombas levem 0,5s para
explodir e que a velocidade de Joao em relagdo a Maria seja v = 4¢/5.
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a) Determine numericamente as posi¢oes e tempos das explosdes das duas bombas nos
dois referenciais.

b) Faga dois gréficos, colocando o eixo y na horizontal e o eixo ¢ na vertical, representando
os eventos nos referencial de Maria e de Joao. Tente imaginar um filme, mostrando os
acontecimentos nos dois referenciais.

2. No caso do exemplo 2, o que mostraria a foto de um quinto relégio, M5, situado a
esquerda do relégio M1, e separado deste por uma distancia L?

3. No caso do exemplo 2, o que mostrariam as quatro “fotos”, caso elas houvessem sido
tiradas por Joao?

4. No caso do exemplo 2, por que o tempo marcado pelo relégio de Joao aparece dilatado
em S, mas os tempos dos relégios de Maria parecem nao exibir uma dilatacao quando
observados por Joao? Afinal de contas, ndo deve existir, neste problema, uma simetria
entre Sy e Sy?

5. Considere o encontro entre duas naves, representado na figura 21.10. No contexto da
relatividade, este encontro pode ser considerado como um unico evento? Ou, alternativa-
mente, como um conjunto de eventos?

6. Considere a situagao descrita no exemplo 3 e faca desenhos representando os relogios
de Ana, Maria, Joao e Zé quando:

a) Ana e Joao se encontram, do ponto de vista do referencial Syy;

b) Ana e Joao se encontram, do ponto de vista do referencial Sy;

¢) Ana e Z¢é se encontram, do ponto de vista do referencial Sy;

d) Ana e Zé se encontram, do ponto de vista do referencial Sy;

e) Maria e Joao se encontram, do ponto de vista do referencial Syy;

f) Maria e Joao se encontram, do ponto de vista do referencial S;.

Para fazer este exexcicio, é importante lembrar que, na relatividade, a sincronizagao de
relogio somente vale dentro de um referencial. Assim, a sincronizacao existente no inte-
rior de Sj; nao pode ser transferida automaticamente para a nave dos homens e, vice-versa.

7. Num dado instante, em Sj;, os relégios das mulheres estao sincronizados, mas isso
nao acontece com os homens. Os tempos de todos os homens passam uniformentente,
parecendo dilatados para as mulheres, e a dessincronizacao dos relégios nao varia. Assim,
por exemplo, o relégio de Zé, em Sy, estd sempre 4, 5s(~ 10, 6s) adiantdo em relagao ao
de Joao, e esta diferenca se mantém inalterada a medida que o tempo passa.
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8. Um foguete que se afasta da Terra com velocidade v emite, ao atingir a distancia L, no
referencial da Terra, um sinal luminoso em direcao a ela. Calcule os instantes e posigoes
da emissao e da recepgao do sinal no referencial da Terra e no referencial do foguete.

e respostas

2. If]\/‘[:—L/’U7 tJ:—L/<")/'U>

3. As fotos de Joao seriam, a menos de distor¢oes provocadas pela contracao do espaco,
iguais as tiradas por Maria. Esse resultado pode parecer estranho, mas é preciso lembrar
que ambos fotografam os mesmos eventos, os encontros dos reldgios, dois a dois. O fato de
cada um estar em lados opostos de um dado par de relégios nao faz a minima diferenca.
Uma foto é um registro objetivo de um evento, um documento. Assim, um dia, Joao
poderia descer do trem, encontrar Maria e comparar as duas fotos do mesmo evento. E
elas teriam de mostrar a mesma coisa.

4. Neste problema, nao existe uma simetria total entre Joao e Maria. E preciso notar que,
em cada evento existe a comparacao do mesmo relégio de Joao com um relogio diferente
de Maria. Assim, o tempo do reldgio de Joao é comparado com o tempo do referencial de
Maria. Esse fato, sem importancia no contexto da mecanica classica, € responsavel, na te-
oria da relatividade, por uma assimetria entre quem carrega o relégio e o outro referencial.

5. Um conjunto de eventos. Em particular, na solucao apresentada no texto, os encontros
Ana-Joao e Maria-Zé correspondem e sao tratados como dois eventos distintos.

6. Observando as coordenadas espaco-temporais dos eventos notamos que, no referencial
dos homens, os relégios de Joao e Zé estao sempre sincronizados, mas isso nao acontece
com os relogios das mulheres. O contréario acontece no referencial das mulheres: os relogios
de Ana e Maria estao sincronizados, mas os dos homens, nao. Essa situacao decorre do
fato de a simultaneidade entre eventos depender do referencial. Se uma série de relogios,
distantes uns dos outros, ao longo da direcao do movimento, estiverem sincronizados num
dado referencial, eles certamente nao o estarao num outro referencial, em movimento com
relacao ao primeiro.

7. Use os resultados do exercicio anterior para explicar como é possivel que os homens
possam ver o tempo de Ana dilatado e, simetricamente, as mulheres possam ver o tempo
de Joao dilatado.
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8. Evento de referéncia: saida do foguete da Terra; evento a: emissao da luz; evento b:
chegada da luz a Terra.

evento R St :0,0,0;0]
Sk :10,0,0;0]
r L
evento a St : |0, L, 0; —}
I v
- L 2
Se: 0,002 (1= 5]
I v c
r L L
evento b St :10,0,0; — + _]
I v e

r L
SF: O,—7L<1+E>,0;7—<1+2>]
I c v c



Capitulo 22

transformacoes de Lorentz:
mais exemplos

e exemplo 1: o problema dos dardos

Joao, viajando num trem de madeira, com velocidade v = 3/5¢, passa por uma estagao,
onde se encontra Maria. Na plataforma ela colocou dois lancadores de dardos, separados
pela distancia Ljy; = 10m, e ligou cada um deles, por meio de fios de mesmo comprimento
a um unico interruptor, que permite langar os dois dardos simultaneamente. No instante
em que o trem passa pela estacao, Maria aciona o disparador e os dardos cravam-se no
trem, como mostra a figura 22.1.

b
t
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Figura 22.1: O problema, visto no referencial de Maria.

Posteriormente, o trem volta a estacao e Joao desce dele. Na plataforma, Joao e Maria
comparam a distancia entre os dardos com aquela entre os disparadores. E constatam,
objetivamente, que elas sao diferentes, como indicado na figura 22.2. O propdsito deste
exemplo é obter a distancia entre os dardos no referencial do trem e discutir as explicagoes
dos acontecimentos nos dois referenciais.

229
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Figura 22.2: O trem estd parado em relacao a estacao.

Neste problema ocorrem quatro eventos principais, as saidas dos dardos a e b da estacao
e as suas chegadas ao trem. Para simplificar um pouco as coisas, vamos supor que a
distancia entre os disparadores e o trem seja tao pequena, a ponto de podermos desprezar
o intervalo de tempo entre a saida e a chegada de cada um dos dardos. Deste modo,
precisamos considerar apenas dois eventos, os disparos dos dois dardos, e descrevé-los
referenciais de Sy e Sy,.

O evento a, o disparo do dardo a, é arbitrariamente escolhido como origem espago-
temporal dos dois referenciais. Além disso, no referencial Sy, os dois eventos ocorrem
simultaneamente e a distancia entre eles é conhecida. Temos, portanto

evento a, de referéncia - disparo do dardo a:
evento a Sar 2 (0,0,0;0) (22.1)
Sy :(0,0,0;0) (22.2)
evento b - disparo do dardo b:
evento b Sy (0, L, 0;0) (22.3)
Sy (@ yl, 25 th) (22.4)

As coordenadas do evento b no referencial de Joao sao obtidas por meio das transformacoes
de Lorentz:

(xf},yf}, zf}; tf}) = (0,7 L,0;—vy v L/CQ) ) (22.5)

A distancia entre os dardos no trem corresponde a um comprimento préprio Ay, dado por
A; =% —y% =1~ Ly Usando os dados do problema, obtemos \; = 12, 5m.

O nosso calculo mostra portanto que no trem, a distancia entre os dardos é de 12,5m.
Quando o trem passa pela estacao, esses 12,5m aparecem contraidos, para 10m, quando
observados por Maria. Quando o trem péra e volta a estacao, a distancia entre os dardos
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cravados no trem continua a ser 12,5m, como mostra a figura 22.7. O trem e os dispa-
radores, colocados lado a lado, em repouso, constituem uma demonstracao inequivoca da
contracao do espaco. Ela ndo é uma ilusao, ou uma falsa impressao de Maria. No con-
texto da Relatividade, Maria pode compreender a discrepancia entre as distancias entre
os lancadores e os dardos cravados no trem recorrendo a nocao de contracao do espago.

a explicacao de Joao

Como Joao, no trem, explica a situacao da figura 22.27 Parte da sua explicacao é que,
em S, os dois dardos nao atingem o trem simultaneamente. No seu referencial, hd um
intervalo de tempo entre os eventos a e b, dado por

Aty =1t —t% = —yov L/, (22.6)

sendo que o sinal negativo indica que o evento b é anterior ao evento a. E importante
notar que um tempo negativo nao tem nada demais, ele é apenas o produto da nossa
escolha arbitraria da origem dos tempos. O que acontece depois dessa origem ¢é positivo,
0 que acontece antes, é negativo. O sinal indica, portanto, somente uma ordem relativa
dos eventos, nada mais. Se o ano atual fosse adotado como origem da contagem de tempo
vocé, provavelmente, teria nascido por volta do ano -20: qual o problema?

_v‘ —l «—|EVENTO L

"'L-r—'}_\ ‘—‘ EBEVENTOD QA l

Figura 22.3: Os eventos no referencial de Joao, onde o trem nao se move.

-V
e

No referencial S;, o dardo b é lancado, a estacao se desloca para a esquerda uma
distancia dy = v Ly v?/c? e, em seguida, o dardo a é langado. Esta situacio estd
representada na figura 22.3.

Sabemos que a distancia entre os lancadores de dardos, na estacao, ¢ Ly;. Quando vista
do trem, entretanto, essa distancia aparece contraida, pois a estagao estd em movimento,
e ela vale Ly /7.

Assim, Joao explica a distancia entre os dardos no seu referencial através da soma

LM U2
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Ou seja, distancia entre os dardos, no trem, é dada por A, igual a distancia entre os
dois lancadores, vista do trem, somada a distancia percorrida pela estacao entre os dois
eventos. Usando os dados do problema, a explicacao de Joao para os seus 12,5 m contra
os 10 m de Maria é a seguinte: para ele os 10m de Maria aparecem contraidos para 8 m.
Além disso, os disparos dos dois dardos nao sao simultaneos, e a estacao se move 4,5 m
durante esse tempo. Logo, os seus 12,5 m sao iguais a 8 m somados a 4,5 m.

Neste exemplo, podemos ver o primeiro principio da relatividade em acao: os dois
observadores, Joao e Maria, sao indistinguiveis e qualquer um deles é capaz de explicar
satisfatoriamente a relagao entre dois eventos. Entretanto, cada observador produz uma
explicacao apropriada ao seu ponto de vista.

e exemplo 2: simultaneidade

Sao dados dois trens compridos, D e E, ao longo dos quais existem muitos relogios
digitais, dispostos como na figura 22.4. Os relogios de cada uwm dos trens estao sincro-
nizados entre si. Os trens D e E viajam, respectivamente, com velocidades vf, para
a direita, e —vf, para a esquerda, por uma ferrovia retilinea, composta por dois pares
de trilhos paralelos. Na regiao onde os trens se cruzam existe uma ”ilha”, entre os tri-
lhos, sobre a qual estao dispostas quatro cameras fotograficas, localizadas nos pontos A
e B, representadas na figura 22.5. No referencial do solo, Sg, os dois pares de cameras
estao separados pela distancia L e podem ser ser acionados simultaneamente, por meio
de impulsos elétricos transmitidos por cabos de comprimentos iguais, ligados a um tnico
interruptor I, equidistante deles.
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Figura 22.4: Reldgios dispostos ao longo de um tremo.
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Figura 22.5: Fotos dos trens que se cruzam, no referencial do solo.

Num dado instante, as quatro cameras sao acionadas e cada uma delas fotografa o
relogio do trem que esta exatamente em frente a ela. No referencial do solo, estas quatro
fotos sao simultaneas, por cosntrucao. O nosso problema consiste, agora, em determinar
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as marcacoes dos relégios dos dois trens. Para tanto, tomamos como evento de referéncia
as duas fotos feitas no ponto A e, lembrando que estamos tratando com trés referenciais,
escrevemos

evento a, de referéncia - fotos das cameras localizadas em A

evento a Ss:(0,0,0;0) (22.8)
Sp :(0,0,0;0) (22.9)
Sk :(0,0,0;0) (22.10)

evento b - fotos das cameras localizadas em B

evento b Ss: (0, L,0;0) (22.11)
Sp:(0,y L,0;—vyv L/c?) (22.12)
Sg: (0,7 L,0,4+vy v L/c?) (22.13)

sendo que as coordenadas do evento b, nos referenciais dos trens D e E, foram obtidas a
partir das transformacgoes de Lorentz das (22.12).

No referencial Sp, a foto em B é anterior a foto em A. Ja no trem E, a foto em B é
posterior a foto em A. Assim, os eventos simultaneos em S, deixam de sé-lo em outros
referenciais, que se movem em relagao ao solo. Estes resultados indicam, também, que a
ordem dos eventos depende da velocidade relativa. Isso pode parecer espantoso, do ponto
de vista da intuicao classica.

causalidade

Os resultados discutidos neste exemplo podem gerar uma duvida perturbadora: se a
ordem de dois eventos pode ser invertida somente pelo fato de invertermos o sentido do
movimento de um observador, entao serd que a causa de um fenoémeno fisico pode virar
efeito e esse efeito aparecer antes da causa? Sera que, na relatividade, nao vale mais o
principio da causalidade?

Isto nao acontece e a relatividade mantém a nocao de causalidade! Nesta teoria, causas
e efeitos podem estar relacionados apenas por trocas de informacoes que se propaguem
com velocidades iguais ou menores que a da luz. Em particular, eventos que ocorrem
num mesmo ponto do espago nunca podem ter a sua ordem temporal invertida. Mesmo
na Relatividade, seu pai nunca poderia ter nascido antes de voce.

No caso do presente exemplo, um raio de luz nao viaja suficientemente rapido para que
as fotos no ponto A possam influenciar as fotos no ponto B e, por isso, as fotos nos dois
pontos nao tém e nem podem ter correlacao direta entre si. A simultaneidade entre elas
no referencial da Terra pode ser considerada como uma espécie de coincidéncia e a ordem
delas pode ser alterada por uma mudanca de referencial.
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e exemplo 3: sinais luminosos

il

POSTO |

- e

Figura 22.6:

Desde o ano passado, Maria trabalha em um posto de gasolina, situado ao lado de uma
estrada retilinea e muito longa. Ao longo da estrada, a uma distancia L do posto, em Sy,
existe uma casa de paredes brancas, como mostra a figura. Nas tediosas noites escuras,
Maria passa o tempo mandando sinais luminosos com uma ponteira laser em diregao a
parede da casa e observando a volta deles. Numa dessas noites, o carro dirigido por seu
amigo Joao passa pelo posto, com velocidade constante v e, imediatamente, Maria envia
um sinal luminoso em dire¢ao a casa. Depois de ser refletido, o sinal é visto por Joao.
Neste exemplo, tomando como origem das coordenadas e dos tempos a passagem de Joao
por Maria, desejamos determinar, nos dois referenciais, as coordenadas espago-temporais
dos seguintes eventos:

- a, que corresponde a medida de posicao da casa quando Joao passa por Maria;
- b, que corresponde a chegada da luz a casa;
- ¢, que corresponde a chegada do sinal refletido a Joao.

O evento R, de referéncia, que corresponde a passagem de Joao por Maria, é descrito
por

evento R Sar:(0,0,0;0) (22.14)
S;:(0,0,0;0) (22.15)

No referencial Sy, os eventos a e R sao simultaneos e, portanto,

evento a Sy (0, L, 0;0) (22.16)
Sy (29,95, 25;t9) (22.17)

As coordenadas do evento a em S; sao obtidas por meio das T'L e valem

(25,45, 25:t5) = (0, y L, 0, —yv L/c?). (22.18)

No referencial Sy, o tempo que a luz emitida a partir do ponto leva para chegar a casa
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éth, = L/c. Assim, para o evento b, escrevemos:
L
evento b Sy <O,L,O, —) (22.19)
c

S, - (0,@[1 _ %],0, % [1 _ %]) , (22.20)

sendo que as coordenadas em S; foram obtidas por meio das T'L.
O evento c ocorre, em Sy, no instante t§;, que é determinado pela condicao
vit§, =L —c(t5, — %)) (22.21)

onde vt§, corresponde & distancia percorrida pelo cano e L — c(t5, — t4,), & coordenada
da luz no seu trajeto de volta. Essa condigao fornece t§, = 2L/(c + v) e, portanto,

2v L 2L
evento c S (0, U—, ; —> (22.22)
c+v c+v
2~ L
S (0, 0,0: 21~ [1 _ 9]) (22.23)
c c

onde, novamente, as coordenadas em S; foram obtidas usando as T'L.

Neste exercicio, o enunciado enfatiza apenas o ponto de vistade Maria acerca dos
acontecimentos. Por isso, é interessante pensarmos um pouco na perspectiva que Joao
tem do problema. No referencial S;, Joao esta imével, fixo na origem do sistema. E por
isso, por exemplo, que as coordenadas espaciais do evento ¢ sao todas nulas, ja que ele
ocorre no ponto onde Joao se encontra.

Em S, Joao esta no assento do seu carro e, a medida que o tempo passa, a casa se
aproxima dele. A velocidade da casa pode ser calculada a partir das coordenadas do
evento a, dadas pelas eq. (22.16), usando

Veasa = —— = —U , (22.24)

segundo o eixo y. Este é um resultado esperado, pois a casa estd fixa em Sy, e este
referencial se move com velocidade v = —vj em relagao a S;.

No referencial S, entre os eventos b e ¢, a luz se move de encontro a Joao. A velocidade
desse movimento pode ser determinada por meio da razao entre os intervalos

v
Ay =y5 -y = —VL[l - E] (22.25)

C

At:t;-tbzg[l—%} 7L[1—%}:76L[ ”], (22.26)
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que fornece

Ay
X = (22.27)

Este resultado é, evidentemente, o que se espera do segundo principio da relatividade.
e exemplo 4: o paradoxo dos gémeos

Nesta secao, apresentamos o famoso paradoxo dos gémeos que, de fato, nao é um

paradoxo de verdade. Ele é apenas aparente. Existem intimeras formulacoes possiveis
para ele e nés colocamos o problema do seguinte modo:
“Duas irmas gémeas, Ana e Bia, moram na cidade de SP, que supomos fixa em um
referencial inercial. Um dia, elas vao a estagao de trem e Bia faz uma viagem de ida
e volta a uma outra cidade, chamada de R, enquanto que Ana a espera em SP. Apds o
retorno de Bia, elas notam que Ana havia envelhecido mais do que Maria, devido ao efeito
de dilatacao do tempo”.

O que é aparentemente paradoxal neste caso, é que Bia parece ter-se movido relati-
vamente a Ana, do mesmo modo que Ana moveu-se relativamente a Bia. Ao pensarmos
assim, parece haver uma simetria no problema, que nao permite entender porque uma
das irmas acaba sendo mais velha do que a outra. A solucao dessa aparente contradi¢ao
passa por perceber que as situacoes das duas irmas nao sao totalmente simétricas, ja que
Ana permanece sempre num unico referencial, enquanto que, em seu percurso Bia pre-
cisa passar por trés referenciais: SP, trem de ida, trem de volta, SP. Com Ana, isso nao
acontece.

s.? (" ‘R.

{

Figura 22.7: Vista dos dois trens, no referencial da Terra.

Para discutir este problema, supomos que as viagens de ida e volta sejam efetuadas em
dois trens muito longos. O trem D se move para a direita, no sentido SP — R (sistema
Sp) enquanto que o trem E se move para a esquerda, no sentido R — SP (sistema Sg). Os
modulos das velocidades dos dois trens relativamente a Terra sao iguais a v, como mostra a
figura 22.7, que representa a visao de alguém no referencial Sy, da Terra, suposto inercial.

Por convencao, tomamos as origens espago-temporais nos treés referenciais como sendo
coincidentes, determinadas pelo instante em que Bia pula da estagao em SP para o trem
que esta indo para R. Assim:
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evento a, de referéncia - Maria pula para o trem D

evento a St :(0,0,0;0) (22.28)
Sp :(0,0,0;0) (22.29)
Sg:(0,0,0,;0). (22.30)

O segundo evento importante é a chegada de Bia a R, onde ela pula diretamente para
o trem de volta, sem parar na estagao. As coordenadas deste evento podem ser facilmente
determinadas no referencial da Terra e escrevemos

evento b - Maria chega a R e entra no trem E

evento b Sp: <0,L,O; %) (22.31)
Sp - (0, 0,0: %) (22.32)
Sk (0, 2L, 0; % [1 + Z—ED (22.33)

sendo que as coordenadas em Sp e Sg foram obtidas por meio das T'L. O resultado para
as coordenadas espaciais em Sp nao é surpresa, ja que Bia, uma vez no trem D, sempre
esteve parada na origem desse sistema de referéncia.

O terceiro e 1iltimo evento importante é a chegada de Bia a SP, cujas coordenadas, no
referencial da Terra, sao obtidas notando que o tempo que o trem leva para vir de R a

SP é o mesmo que o outro levou para ir de SP a R. Assim, escrevemos

evento c - Bia chega a SP

evento c St :(0,0,0;2L/v) (22.34)
2L
Sp : (0,—2@,0; l) , (22.35)
v
2L
Sp - (o, 2y L, 0: L) . (22.36)
v

sendo os valores, para Sp e Sg determinados pelas T'L. Esses resultados permitem-nos
calcular o tempo total decorrido para Bia durante a sua viagem de ida e volta. Durante a
ida, ela estava no refrencial Sp e o tempo de viagem, observado tanto no relégio do trem
D quanto no seu préprio, é dado por

’ L
Atide =) — 19 = — . 22.37
Bia D D o, ( )
A duracao da viagem de volta, também determinada tanto pelo relégio do trem E quanto
pelo de Bia, é
L ~yL(1+v?/c*) L

At =tp —tp =2y —————— = ol (22.38)
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E interessante notar que, como esperado, Atie = A% Assim, o tempo total para a

viagem de Bia, tal como indicado no seu relogio, é dado por
, 2L
Thia = OGS 4+ Ablte — =2 (22.39)
YU
Por outro lado, o tempo proprio decorrido para Ana, que ficou em SP esperando a irma,
foi

2L
TAna — —— 3 (2240)
v

maior do que 7g;,. A diferenca de idade entre Ana e Bia é

/‘Y

Como o tempo de vida de uma pessoa é determinado pelo relégio que ela carrega, Ana
ficou, de fato, mais velha do que Bia. Existe, portanto, uma assimetria, real e concreta,
entre os tempos decorridos nas vidas de Ana e Bia, que se deve ao fato de esta tltima ter
mudado de referencial para poder sair e voltar a SP. Elas viveram felizes para sempre,
mesmo tendo de comemorar seus aniversarios em datas diferentes.

2Ly -1
AT = TAna — TBia = —— [’y :| . (2241)

outras formulagoes

A apresentacao que fizemos do problema conhecido como o paradozo dos gémeos é
apenas uma, dentre muitas outras possiveis, que podem ser achadas em outros textos. Nos,
aqui, limitamo-nos a mencionar algumas outras possibilidades, relativamente exdticas, de
formas de reencontro entre Ana e Bia e as suas consequéncias.

e Bia vai de SP até R, onde desce do trem com velocidade v e fica parada na plataforma.
Em seguida Ana, que havia ficado em SP, toma um outro trem, com velocidade v’, em
direcao a R. Ao descer dele, em R, as duas irmas se encontram. Se v = v’ Bia e Ana terao
a mesma idade, se v > ¢’, Bia é mais nova do que Ana, se v < v/, Bia é mais velha do que
Ana.

e Bia vai até R, onde desce do trem e telefona para Ana, que ficou em SP, combinando
um reencontro no meio do caminho. Cada uma delas toma uma bicicleta, cuja velocidade
¢ v e parte em direcdo ao ponto de encontro. Quando este ocorre, a diferenca de idade
entre as duas irmas ¢é de

AT = %[77_1] . (22.42)

e Bia vai até R, desce do trem e volta de bicicleta a SP. Quando ela reencontra Ana, a
diferenca de idade entre elas é A7, que estd no intervalo

D= [ <ar< 2. (22.43)
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uma confirmagao experimental

No universo em que vivemos, nao é possivel fazer uma viagem que se inicie e termine
no mesmo ponto do espago, sem algum tipo de aceleracao. Em 1971, relogios atomicos
de césio foram colocdos em avioes, que circunavegaram a Terra nos sentidos horario e
anti-horario. Suas marcacoes foram comparadas com as de relégios estacionérios na Terra
e as diferencas observadas eram compativeis com as previsdes da teoria da relatividadel.

o referéncia
[1] J.C. Hafele e R.E. Keating, Science, vol. 177, pags. 166 e 168 (1972).

e exercicios

1. Numa estagao de trem, existem duas catapultas, separadas por uma distancia L, cada
uma delas contendo um relégio, sincronizado com o da outra. As catapultas sao acio-
nadas simultaneamente, por meio de dispositivos elétricos, de modo que os dois relégios
sao lancados no interior de um trem que passa em frente a estacao, com velocidade v.
No interior do trem, os dois relégios sao apanhados por dois passageiros que, em seguida,
caminham com velocidades iguais e muito baixas, um em direcao ao outro, até se encon-
trarem. Determine a diferenca entre os tempos marcados pelos dois relégios, supondo que
eles permanecam funcionando normalmente quando sao atirados no trem.

2. Na discussao do paradoxo dos gémeos, vimos que Ta,, > Tpie. Um certo dia, depois
da viagem, as duas irmas passam a discutir. Bia diz que, como ambas nasceram juntas
e, naquele dia ela (Bia) tem menos idade que Ana, entao ela (Bia) viveu tanto quanto a
irma, s6 que precisou de menos tempo para fazer isso. Ana retruca, dizendo que isso é
bobagem, ja que Bia é efetivamente mais nova e, por isso mesmo, viveu menos que ela
(Ana). Quem esta com a razao?

3. No caso do paradoxo dos gémeos:

a) Quais deveriam ser os valores de L e v para que a diferenga de idade entre as duas
irmas pudesse ser de um dia?

b) Haveria alguma diferenga de idade entre elas se Bia tivesse descido do trem em R e
voltado a pé para SP?

c) Imagine uma outra situacao. Bia chega ao Rio, mas nao sai do trem de ida, referencial
Sp. Nesse instante, Ana pula para dentro deste trem, e caminha, pelo seu interior, até
encontrar Bia. Existe diferenca de idade entre as duas irmas quando elas se encontram?

4. No problema do paradoxo dos gémeos, adote v = 3/5¢, L = 400.000km, e preencha a
tabela abaixo:
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’ referencial ‘ ‘ St ‘ Sp ‘ Sk ‘
eventoa |y
t
eventob |y
t
eventoc |y
t

Faca um desenho, para cada um dos referenciais, indicando os instantes e posicoes onde
ocorreram os varios eventos. Interprete, se possivel, os varios resultados em termos de
contragoes do espaco e dilatagoes do tempo.

e respostas

1. o médulo da diferenca é

yv L
2

|At] =

3. a) Um dia tem 8,64 x 10* segundos. Existem muitos conjuntos de valores que,
substituidos na eq. (22.36), reproduzem este valor. Adotando ¢ = 3 x 10%m/s, um deles
pode ser v = 1,8 x 10°m/s e L = 3,888 x 10™3m.

b) sim, Bia continua mais nova.

c¢) sim, Ana é um pouco mais nova.



Capitulo 23

adicao de velocidades

Na relatividade, os comportamentos dos intervalos de espago e de tempo por mudancas
de referencial sao bastante diferentes dos da mecanica classica. Nesta aula, mostramos
que o mesmo acontece com a chamada adicao de velocidades, que relaciona as velocidades
de um mesmo médvel em referenciais diferentes. Na mecanica classica, se um trem se move
em relacao ao solo com velocidade ¢ e um corpo se desloca com velocidade i em relagao
ao trem, entao a velocidade deste corpo em relacao ao solo é ug = wr+v. Na relatividade,
entretanto, esta relacao precisa ser modificada. Para nos convencer disto tomemos, por
exemplo, Uy = ¥, com |[t] = 0,8¢, e o resultado clédssico corresponde a |ig| = 1,6¢, em
contradicao com a nocgao relativistica de que a velocidade da luz no vacuo nao pode ser
superada.

¢ a adicao de velocidades na relatividade

Na relatividade, as descricoes do movimento de um mesmo corpo', em varios refe-
renciais diferentes, sao relacionadas pelas transformacoes de Lorentz. Tanto na mecanica
classica como na relatividade, a velocidade de um corpo é dada pelo quociente da distancia
percorrida, pelo tempo necessario para percorré-la. Na relatividade, entretanto, tanto os
intervalos espaciais como os temporais dependem do referencial e, por isso, num referencial
Sy, qualquer, a velocidade instantanea de um corpo é dada por

. _drq

= 23.1
Uq dtq Y ( 3 )

onde dt, é o tempo gasto no percurso do intervalo dr,, naquele referencial.
O problema da adi¢ao de velocidades pode ser colocado da seguinte forma: se Maria

observa um corpo movendo-se com velocidade i, no referencial Sy;, como Joao, que se
move com velocidade U relativamente a ela, descreve o movimento deste mesmo corpo no

INés, aqui, discutimos apenas situacoes nas quais as dimensoes dos corpos sao irrelevantes e eles
podem ser considerados como pontos materiais.

241
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referencial S;7 Em outras palavras, se representarmos por u; a velocidade do corpo em
relacao Sy, qual é a relacao entre w; e uy 7

Para obter esta relagao, inicialmente expressamos as velocidades do mesmo corpo nos
referenciais Sy, e Sy, em termos das suas componentes cartesianas:

5 dry dryr—  dyy -~  dzy o
= 1

- i 93.2

U dty  dta |ty Tty (23.2)
dr dri- dy;- dzj-

i = Ly, e, I (23.3)

at,  dt, " at,” T dt,
Em seguida, diferenciamos as expressoes das transformacoes de Lorentz, dadas pelas
eqs.(20.58-20.61), e obtemos

dy; = v (dyy — v dtpy) =7 (ul, —v) dia, (23.5)
Y
v vV Uy,

Dividindo as eqs.(23.4-23.6) pela eq.(23.7), obtemos a rela¢do desejada entre @ e @y que,
em componentes, tem a forma

Uy
CA— 23.8
YT i) (228)
ul, — v
uJ 11— ug];\/j/cg ) ( 39)
- M . (23.10)

v (1= vuy/c?)

Estes resultados permitem conhecer u;, a partir de ), e ¥. Como no caso das tran-
formagoes de Lorentz, discutidas na aula 21, a solu¢ao para a operacao inversa pode ser
obtida trocando os indices J e M e o sinal de v: J <> M, v— — v. Assim,

o uy
= 23.11
m vy +vuh/c?)’ ( )
v
y uy+v
W, = v (23.12)
M 1+vuY/c?
wi = el . (23.13)

v (1+vul/c?)

Note que, nos dois conjuntos de relagoes, as expressoes para as duas componentes da
velocidade perpendiculares a v sao semelhantes entre si, mas diferentes da componente
paralela a v.
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Os resultados (23.8-23.10) e (23.11-23.13) representam as regras relativisticas para a
adi¢ao de velocidades. Para tornar mais claro os seus significados apresentamos, a seguir,
algumas aplicagoes.

e exemplo 1.
Maria, no referencial Sy, observa Joao passando para a direita, com velocidade v = vf.

Pedro também passa por Maria, com velocidade ), = u;', como mostra a figura 23.1.
Qual a velocidade u;, de Pedro relativamente a Joao?

& E. 8-

Figura 23.1: Os movimentos de Joao e Pedro, observados por Maria.

Segundo a mecanica classica, tal velocidade seria

i =iy — U= (0,u —v,0) (23.14)

wi o= 0, (23.15)
y u—v

uJ - 1—w U/C2 ) (2316)

w; = 0. (23.17)

Esses resultados podem ser agrupados na expressao vetorial,

Ty = (01“;” o) . (23.18)

—vu/c?

A comparagao com a eq.(23.14) indica que ela é diferente da classica. Para explorar este
resultado, consideramos uma situagao particular, em que Joao move-se para a direita em
relagdo a Maria, com velocidade ¢ = 3¢/ 5;‘ e Pedro move-se para a esquerda em relacao
a Maria, com velocidade iy, = —4c¢/5 ] Num caso como este, a previsao cldssica para
a velocidade de Pedro relativamente a Jodao seria @4 = (0, —7¢/5,0), que corresponde a
uma velocidade para a esquerda, com mdédulo maior do que c. Ja a previsao relativistica
é iy = (0,—35¢/37,0), cujo médulo é menor do que c. Deste modo, a regra relativistica
de adicao de velocidades produz um resultado coerente com o fato de ¢ ser a velocidade
limite.
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e exemplo 2.

Joao esta numa plataforma, que se move paralelamente ao eixo y, com velocidade
U= Uj, em relacao a Sy, onde estd Maria. Sobre esta plataforma, existe um corpo que se
move segundo o eixo z, com velocidade u; = wi, em relacao a origem de S, como indica
a figura 23.2. Quais sao as previsoes classica e relativistica para a velocidade do corpo,
relativamente a Maria?

Figura 23.2: Os movimentos do corpo, e de Maria, observados por Joao.

A prescrigao cléssica fornece
a5y = (u,v,0) , (23.19)

enquanto que, na relatividade, de acordo com as eqs.(23.11)-(23.13), temos
T = (E,U,()) . (23.20)
Y

Se, por exemplo, adotarmos, v = 3¢/5 e u = 4¢/5, temos @, = (4¢/5,3¢/5,0) e Uy =
(16¢/25,3c/5,0), cujos, médulos sido, respectivamente, |i5;| = c e |dy| = V481 ¢//625.
Assim, novamente, notamos que o calculo relativistico é consistente com o fato de que o
modulo da velocidade de um corpo tem de ser sempre menor do que c.

¢ 0 limite de baixas velocidades

Quando dois observadores se movem relativamente, com velocidade v, sendo v << ¢,
podemos desprezar o quociente v/c nas eqs.(23.8)-(23.10) e escrever a relacao vetorial
aproximada u; = i;—. Este resultado é formalmente parecido com as transformagoes de
Galileu, utilizadas na mecanica classica. Entretanto, isso nao significa que esta mecanica
newtoniana seja um caso limite da relatividade, j4 que as duas teorias correspondem a
visoes do mundo muito diferentes.
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e exemplo 3. a velocidade da luz

No interior de um trem existe uma fonte de laser, que emite um feixe horizontal,
formando um angulo ar com o eixo do trem, como mostra a figura 22.3. Quando o trem
se move ao longo do eixo y, com velocidade v = vj, qual é a velocidade da luz em relacao
ao solo?

LASEQ
)
rd 1 »
at / ¥
x w2

Figura 23.3: O laser e o seu feixe, vistos do referencial do trem.

Neste tipo de questao, é conveniente pensarmos no feixe de laser como sendo composto
por muitos fotons, cada um deles com velocidade

ér = (csenar, ¢ cos ar,0) (23.21)

no referencial do trem. A velocidade de cada féton em relagdo ao solo pode ser obtida
por meio das eqs.(23.8)-(23.10) e suas componentes sao

csen ar

T = 23.22
‘s v(1 —wvcosar/c)’ ( )
y C Cos ar — v

= 23.23
s 1—wvcosar/c’ ( )
& o= 0. (23.24)

Para interpretar este resultado calculamos, inicialmente, o médulo do vetor ¢g, dado por

(1 —v%/c?) * sen?ar + (ccos ar —v)*

Cs|? = =c. 23.2
5] (1 — v cos ar/c)? ¢ (23.25)

Assim, o médulo da velocidade da luz em relacao ao solo é também igual a ¢, indepen-
dentemente dos valores adotados para v e ar. Este resultado indica que as regras de
adicao de velocidades, obtidas nesta aula, sao compativeis com o segundo principio da
relatividade, segundo o qual o mddulo da velocidade da luz no vacuo é sempre o mesmo
em qualquer referencial inercial.

E interessante notar que, neste problema, a direcao da velocidade da luz depende do
referencial. Para determinar o angulo ag, entre o feixe de laser e o eixo y, no referencial
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do solo, escrevemos ¢s = (¢ sen ag, ¢ cos ag,0) e comparamos com as eqs.(23.22)-(23.24),
obtendo

sen ar

sen ag (23.26)

v(1 —wvcos ar/c)’

cos ar —v/c
= . 23.27
cosas 1 —wvcosar/c ( )

Deste modo,

ag = arctan [sen a (cos ar — E)] . (23.28)
Y c

Nos casos particulares em que o feixe de luz é paralelo ou antiparalelo a velocidade do
trem, temos ar = 0 e ap = 7 e os vetores velocidade da luz sao dados, respectivamente,
por ¢y = ¢s = (0,¢,0) e &r = ¢s = (0, —c,0), respectivamente. Por outro lado, quando o
laser é orientado perpendicularmente ao trem, temos ar = 7/2 e, portanto, os dois vetores
sao diferentes, apesar de terem os médulos iguais: ¢ = (¢,0,0) e ¢s = (¢/v, —v,0).

e exemplo 4: o decaimento do 7°

Na fisica das particulas elementares, sdo comuns os processos em que uma particula
pode decair em outras duas. Por exemplo, um méson 7, neutro, representado por 7°,
pode decair em dois fétons, num processo representado por 7 — ~v. Nosso interesse,
neste problema, é determinar o angulo entre os dois fétons provenientes do decaimento,
porque esse angulo pode ser medido em experimentos. Em geral, nesses experimentos, o
79 que decai estd em movimento. Por isso, neste exemplo, supomos que a velocidade do

70, antes do decaimento, seja ¥ = j, no sistema S; do laboratério.

¥ £
z ce
/ : s

“I\/\y‘f

<Y

s
Y \\J’ 9"

Xb/a Ju\a':

Figura 23.4: O decaimento do 7°, nos referenciais Sp e Sy.

Para resolver este problema, é conveniente raciocinar, inicialmente, no referencial Sg,
onde o 7 estd em repouso. Neste referencial, a descricao do problema é mais simples,
pois a quantidade de movimento do pion é nula e os fétons tém velocidades opostas, como
mostra a figura 23.4a. Sem perda de generalidade vamos supor que as velocidades dos
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dois fotons, designados por a e b, estejam contidas no plano yz, e escrevemos

Cra = (0,ccos ag,csen ag), (23.29)

Cry = (0,—ccos ag,—csen ag) . (23.30)

Usando as eqs.(23.11)-(23.13), podemos escrever os vetores velocidades dos fétons no
referencial do laboratério como

o cCcosap +v csen ap
.= (o, , 93.31
‘L < 1+ v cos ag/c y(1+ v cos aR/c)) ( )
. —C COS ap + v —C sen ap
=10 . 23.32
Ly ( "1 —wcos ar/c’ y(1—wv cos aR/c)> ( )

Para determinar o angulo entre Cre € Crp, usamos o fato de que o produto escalar de
dois vetores quaisquer A e B sempre pode ser escrito como A - B =| A || B | cos®,
onde 6 é o angulo entre A e B. Como no exemplo 3, eq. (23.25), podemos mostrar que
| ¢La |=| cry |= ¢. Por isso, para o angulo entre as velocidades dos dois f6tons provenientes
do 7Y, podemos escrever

Cla * CLp It s v3(1+sen?ag)/c?

c? 1 —v2cos? ag/c?

(23.33)

cosfy =

E interessante comparar este resultado com o correspondente produzido pela mecanica
classica. Usando a regra neutoniana para a adicao de velocidades, as velocidades dos
fétons no referencial S, seriam

& = (0,ccosagr +wv, csen ag) (23.34)
&4 = (0,—ccosagr+ v, —csen ag) (23.35)
e, portanto,
= = -1 2/.2
cos s = La Lb +v/e . (23.36)
|Cral [Cr0] V(1 +0v2/c2)? — 402 cos? ag/c?

Este resultado cldssico ¢ bastante diferente do relativistico, dado em (23.33). A im-
portancia desse fato é que, em principio, o angulo 6, pode ser observado por meio de
experimentos e, portanto, através de medidas, podemos determinar qual das duas teorias
descreve melhor a natureza.

e exemplo 5: o decaimento do K"

Um outro decaimento envolve o méson K, sem carga elétrica, que pode se transformar
em dois mésons m, com massas iguais e cargas elétricas positiva e negativa, denotados por
7t e m~, respectivamente. Estes mésons sao chamados de kaons e pions, por simplicidade,
e o decaimento ¢ representado simbolicamente por K — 77~
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Figura 23.5: O decaimento do K, nos referenciais Si e Sp.

No sistema de referéncia S, em que o kaon estd em repouso, a conservacao de momento
obriga que as velocidades dos dois pions tenham moddulos e direcoes iguais e sentidos
opostos. Em Sgi, o médulo das velocidades pode ser determinado a partir dos dados
experimentais como sendo ug = 0,83 ¢c. Supondo que, neste sistema, as trajetérias dos
dois pions estejam contidas no plano yz e que o angulo entre a velocidade do 71 e o eixo
Y seja ag, como mostra a figura 23.4, podemos escrever

Ury = (0,ug cos ag,ur senag) , (23.37)

ug- = (0,—ug cos ar, —ugsenag) . (23.38)

Nos experimentos realizados no sistema Sy, do laboratério, os kdons que decaem nao
estao, em geral, em repouso. Por isso, neste exemplo, estamos interessados em determinar
as velocidades dos pions resultantes do decaimento em Sy onde o kaon se move com
velocidade v = vj. Como o kaon estd em repouso no sistema Sg, U é também a velocidade
relativa entre os referenciais Sy, e Sg. Usando as eqs.(23.11-23.13), podemos escrever, em
componentes, as velocidades dos dois pions como

up, = 0, (23.39)
UR COSQR + U

(- 23.40
YL+ 1 +vugcosag/c?’ ( )

URrSsen ar
z = 23.41
YL+ (1 + vugcosag/c?)’ ( )

w_ =0, (23.42)

y _ —URCOS R + v 23.43
Y- 1 —vugcos ar/c?’ (23.43)

—URSEN R
= : 23.44
UL- ¥(1 — vugz, cos ag/c?) ( )

Estes resultados determinam . e @y em funcao dos dados ur € ap e indicam que, em

+ R R )
geral, os dois pions terao velocidades diferentes, em modulo e orientagao, no referencial
do laboratoério, como indica a figura 23.4b.
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Na fisica das particulas elementares, as velocidades envolvidas sao, em geral, com-
pardveis & da luz. Mesmo em um processo como o K® — 777, que nao tem nada de
excepicional, as velocidades dos pions em Sg ja sao de 0,83 c¢. Por isso, o estudo das
particulas oferece muitas situacoes onde ¢é possivel testar, experimentalmente, as pre-
visoes da relatividade contra as da mecanica classica. Uma delas ocorre neste exemplo.
Enquanto, na sistema Sg, o angulo entre os momentos dos pions é 180°, em Sy, ele é
menor e pode ser obtido a partir do produto escalar entre as velocidades dos dois pions.
Chamando de 6, este angulo, temos

Ur+ - UL —

0, = —+ 1~
O = Tu |

(23.45)

e, portanto, ele pode ser obtido a partir das eqs.(23.39)-(23.44). Efetuando os célculos,
encontramos

2

2 4 22 4 02 2 2
—uf + v* 4+ upv® sen‘ag/c

\/[ng +v? — u?QOSGTlQOZR/CQ]2 — 41@{1}2 cos? ap

cosly, = (23.46)

Neste problema, o resultado correspondente do calculo classico pode ser obtido tomando
o limite ¢ — oo do resultado relativistico. Fazendo isso, obtemos

—u% + v?

Vg + 0?2 — duZv?costag

cosfs = (23.47)

Como no caso discutido no exemplo 4, as previsoes da relatividade e da mecanica
classica sao diferentes entre si e podem ser discriminadas por meio de experimentos.

Finalmente, podemos adquirir um sentimento acerca das ordens de grandeza deste pro-
blema consideramos, inicialmente, a situacao particular em que ar = 0, que corresponde
a

= _ 23.4
UL+ <OJ 1 +”UUR/C2’O) ) ( 3 8)
- URr — VU

_ = |0, /———,0]) . 23.49
. (,1_UW#§,) (23.49)

Supondo, por exemplo, que v = 0,5 ¢ e adotando o valor experimental ug = 0,83 ¢, temos
Ur+ = (0,0,94¢,0) e ur— = (0,0,56 ¢,0). Por outro lado, se ag = m/2, obtemos

iy = (0,v,ug/y) , (23.50)
U = (0,v,—ugr/7y) . (23.51)

e, assim, U, = (0,0,5¢,0,72¢) e iy = (0,0,5¢,—0,72¢).
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e exercicios

1. Considere a situacao descrita no exemplo 1. Calcule a velocidade de Pedro relativa-
mente a Joao:

a) no caso em que ambos tém a mesma velocidade em rela¢ao a Maria.

b) quando ¢ = 3¢/ 5 e iy = 4e/ 57. Qual é a razdo entre o médulo desta velocidade e a
previsao classica?

2. Ana estd num carro, que se move para a direita com velocidade v = vj', ao longo de
uma estrada retilinea, paralela ao eixo y. Num dado ponto desta estrada esta Pedro, no
interior de um carro parado. Ana passa por Pedro e, depois de decorrido um intervalo
de tempo T, no referencial do solo, Pedro passa a perseguir o carro de Ana, com uma
velocidade ug, (ug > v). Tomando como origem a passagem de Ana por Pedro, determine:
a) o instante e a posigao da saida de Pedro, nos referenciais do solo e de Ana;

b) o instante e a posigao em que Pedro alcanga Ana, nos referenciais do solo e de Ana;
c) a velocidade de Pedro em relagao a Ana, usando os resultados anteriores.

d) a velocidade de Pedro em relagdo a Ana, usando as regras de adigao de velocidades,
egs. (23.8-23.13).

3. Um trem move-se para a direita em relacao ao solo, com velocidade v = vf e, No seu
interior, existe uma fonte de luz, que emite um feixe vertical.

a) calcule o vetor velocidade do feixe de luz em relagao ao solo;

b) usando o resultado do item anterior, calcule o médulo, a diregao e o sentido da velo-
cidade da luz, em relagao ao solo.

4. Maria estda parada na origem do referencial S);, enquanto que Joao desloca-se com
velocidade constante v = vj ao longo da reta z = L, z = 0, como mostra a figura 23.6. No
instante em que Joao cruza o eixo z, Maria parte ao seu encontro, com uma velocidade
Ups-

a) determine o valor de u supondo que o encontro ocorra no instante 7', em Sy;.

b) neste caso, qual é o vetor velocidade de Maria relativamente a Joao?

<

3
t"’\

e\

Figura 23.6: A situacao do exercicio 4.
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e respostas
2. a) evento F; — Ss:(0,0,0,7); Sa: (0,—yvT,0,7T)
b) evento Ey — Sy : (0, %527, 0; 2570); Sy 2 (0,0,0; -5 15)

? y(us—v)
C) e d) 'IzA = %]

3.a)cs:(0,V,c/v)

b) |¢s| = ¢, o feixe de luz faz um angulo ag = tan™![c/(yv)] com o eixo y e o sentido é
ascendente.

4.a) iy = L/Ti+vj

b) @y =~ L/T7



