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Distribuicao normal

m Um dos modelos mais importantes de uma distribuicio
continua de probabilidade;

m Representa, com boa aproximacdo, muitos fendmenos da
natureza;

m Alguns exemplos de variaveis aleatérias continuas que seguem
distribuigdo normal (geralmente):

m Peso: de matéria seca, de raiz, de animais, de pessoas, de
frutos, de sacas de café, ...

Altura: de arvores, plantas, animais;

DAP;

Produtividade: de cana-de-acicar, de soja,...

Erros de medida em geral.



Distribuicao normal

Um problema:

Sabe-se que as arvores em uma floresta de Pinus caribaea
apresentam diametro médio de 23 cm, variancia de 49 cm? e
distribuicdo conforme a figura a seguir:
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Distribuicao normal
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Distribuicao normal
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Distribuicao normal
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Observacoes:

m As observacdes estdo mais concentradas em torno do valor
central e a concentrac3o vai diminuindo a medida que os
valores vdo aumentando ou diminuindo;

m Distribuicdo em forma de sino;

m Distribuicdo simétrica em torno do seu ponto central;



Distribuicao normal
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Observacdes:

m As distribuicdes amostrais de estatisticas como médias e
proporcdes podem ser aproximadas pela distribuicdo normal =
Inferéncia estatistica

m Distribuicdes binomial e Poisson = aproximag¢&o através da
distribuicdo normal

m Denominagdo: distribuicdo gaussinana = Karl F. Gauss
(1777-1855).



Distribuicao normal

Definicdo

|

Dizemos que uma variavel aleatéria X tem distribuicio normal, com
pardmetros 1 e o, em que —oo < u < oo e o > 0, se sua funcdo
densidade de probabilidade for dada por:

() L 54 cer
X\ X) = e 2° , X s
V2mo?
Notacdo: X ~ N(u,0?).
Pode-se demonstrar que:
m fx(x)>0 m EX)=pu
m f fx(x)dx =1 m Var(X) = o?
= DP(X) =0

m fx(x) é simétrica ao redor de p, ou seja, f(u — x) = f(u + x) para todo x
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Distribuicao normal

95%

L—196c n u+196a



Distribuicao normal

n—2 580 n n+2 58a



Distribuicao normal

A probabilidade de uma variavel aleatéria com distribuicdo normal
tomar um valor entre dois pontos quaisquer, x; e x», tal que

x1 < xp, € igual a area sob a curva normal compreendida entre os
dois pontos.




Distribuicao normal

Sabendo-se que uma variavel X = didmetro, em cm, de uma arvore
tem distribuicdo N(23,49), calcular:

(a) P(X <17)
(b) P(17 < X < 30)
(c) P(X > 30)

Calculo da integral = métodos numéricos

I

Distribuicdo normal padrio



Distribuicao normal

Distribuicdo normal padrio

Se X uma variavel aleatéria com distribuicio N(u,c?), entdo a variavel
aleatéria Z, definida por:

X _
z=2"F
g

tem uma distribuigdo N(0, 1), cuja fungdo densidade de probabilidade &
dada por:

f(2) = ——e-3", zeR

z)=——e 2", z

‘ V2T

Observacoes:

m A nova distribuicdo tém média correspondente a origem e desvio
padrdo como medida de afastamento da média;

m E(Z)=pz=0eVar(Z)=02=1;

m Os valores correspondentes a P(x; < X < x) = P(z1 < Z < z5)
est3o descritos em uma Gnica tabela.



Tabela normal padrao

Distribui¢io Normal Padrio Acumulada

j‘ 1 g,
—— u
R

o =
z o 1 2 3 4 5 3 7 8 5 z 0 1 2 3 4 5 3 7 8 )
32 [0.0007 00007 00006 00006 00006 00006 00006 00005 00005 0.0005 00 || 05000 5040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 05319 0.5350
3100010 00009 00009 00009 0.0008 00008 0.0008 00008 00007 00007 01 [[05398 05438 05478 05517 05557 0559 0.5636 05675 05714 0.5753
3000013 00013 00013 00012 00012 00011 00011 00011 00010 00010 02 [[05793 05832 05871 05910 05948 05987 06026 06064 06103 0.6141
29 [ 0.0019 00018 00018 00017 00016 00016 00015 00015 00014 00014 03 [| 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 0.6517
.28 [0.0026 00025 00024 00023 00023 00022 00021 00021 00020 00013 04 || 06554 06591 0.6628 06664 06700 0.6736 06772 06808 06844 0.6879
27 [0.0035 00034 00033 00032 00031 00030 0.0029 00028 00027 00026 05 [ 06915 06950 06985 07019 07054 07088 07123 07157 07180 0.7224
26 [ 0.0047 00045 00044 00043 00041 00040 0.0039 00038 00037 00036 06 [[07257 07291 07324 07357 07389 07422 07454 07486 07517 0.7549
.25 [ 0.0062 0.0060 0005 00057 0.0055 00054 0.0052 00051 00049 00048 07 [[07580 07611 07642 07673 07704 07734 07764 0773 07823 07852
.24 [[0.0082 00080 00078 00075 00073 00071 0.0069 00068 00066 00064 08 [[07881 07910 07939 07967 07995 08023 08051 08078 08106 0.8133
23 [ 0,007 00104 00102 0009 0009 00094 00091 00089 00087 00084 09 [ 08159 08186 08212 08238 08264 08289 08315 08340 08365 0.8389
22 [0.0139 00135 00132 00129 00125 00122 00119 00116 00113 00110 10 [ 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08599 0.8621
2100173 00174 00170 00166 00162 00158 00154 00150 00146 00143 11 [ 08643 08665 08636 08708 08729 08749 08770 08790 08810 0.8830
2000228 0022 00217 00212 00207 00202 00197 00192 00188 00183 12 [ 08849 08869 08888 08907 08925 08944 08962 08980 08997 0.9015
19 [ 0.0287 00281 00274 00268 00262 00256 0.0250 00244 00239 00233 13 [ 09032 09049 05066 09082 09089 09115 09131 09147 03162 0.9177
18 [ 0.0355 00351 00344 00336 00329 00322 00314 00307 00301 00294 14 [ 09192 09207 08222 08236 09251 09265 09279 09292 09306 0.9318
17 [[0.08446 00436 00427 00418 00409 00401 0.0392 00384 00375 00367 15 [ 09332 09345 09357 09370 09382 09304 09406 09418 09429 0.9441
16 [[0.0548 00537 00526 00516 00505 00435 0.0485 00475 00465 00455 16 [ 09452 09463 09474 09484 09495 09505 0.9515 09525 03535 0.9545



Tabela normal padrao

P(Z < —1) = &(~1) =7



Tabela normal padrao

P(Z < —1) = &(—1) =2

< 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-3.2 || 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 | 0.0010 0.00059 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
-3.0 || 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
-2.9 || 0.0018 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 || 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
-2.7 || 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6 || 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5 | 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0043 0.0048
-2.4 || 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3 || 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0081 0.0089 0.0087 0.0084
-2.2 || 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
-2.1| 0.0179 00174 00170 00166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2.0 || 0.0228 0.0222 00217 00212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
-1.9 || 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0238 0.0233
-1.8 || 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
-1.7 || 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6 || 0.0548 0.0537 00526 00516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 || 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.05894 0.0582 0.0571 0.0559
-1.4 || 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681
-1.3 || 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 || 0.1151 0.1131 0.1112 01093 0.107S 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
-1.1 | 0.1357 0.1335 0.1314 01292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
-1.0 || 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379
-0.9 || 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611




Tabela normal padrao

P(Z < —1) = &(—1) =2

< 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-3.2 || 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 | 0.0010 0.00059 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
-3.0 || 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
-2.9 || 0.0018 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 || 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
-2.7 || 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6 || 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5 | 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0043 0.0048
-2.4 || 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3 || 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0081 0.0089 0.0087 0.0084
-2.2 || 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
-2.1| 0.0179 00174 00170 00166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2.0 || 0.0228 0.0222 00217 00212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
-1.9 || 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0238 0.0233
-1.8 || 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
-1.7 || 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6 || 0.0548 0.0537 00526 00516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 || 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.05894 0.0582 0.0571 0.0559
-1.4 || 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681
-1.3 || 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 || 0.1151 0.1131 0.1112 01093 0.107S 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
-1.1 || 0.1357 0.1335 0.1314 01292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170

|-1.0( 01587 01562 01539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379 |
-0.9 || 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611




Tabela normal padrao

P(Z < —1) = &(—1) = 0, 1587

< 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-3.2 |}0.0007] 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 |§0.0010f 0.00059 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
-3.0 [§0.0013§ 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
-2.9 |jj0.0018] 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 |||0.0026§ 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
-2.7 |jj0.0035§ 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6 [|0.0047] 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5 |)§0.0062] 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0043 0.0048
-2.4 |j0.0082) 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3 |)§0.0107) 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0081 0.0089 0.0087 0.0084
-2.2 |§0.0139)] 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
-2.1 |j0.0179] 0.0174 00170 00166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2.0 |j0.0228] 0.0222 0.0217 00212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
-1.9 |)§0.0287] 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0238 0.0233
-1.8 |}0.0359] 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
-1.7 |j0.0446] 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6 [}0.0548] 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 |)§0.0668] 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.05894 0.0582 0.0571 0.0559
-1.4 |}0.0808] 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681
-1.3 |§0.0968] 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 |§0.1151] 0.1131 0.112 01093 0.107S 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
-1.1 |§0.1357) 0.1335 0.1314 01292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170

| -1.0 [fo.1587] 0.1562 0.539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379 |
-0.9 || 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611




Tabela normal padrao

P(—2,02 < Z < 1,04) = ®(1,04) — d(—2,02)



Tabela normal padrao

P(—2,02 < Z < 1,04) = ®(1,04) — d(—2,02)
®(1,04) = 0,8508 ®(—2,02) = 0,0217

Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 || 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 §0.5160§ 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 |[0.5358 0.5438 0.5478 0.5517 J0.5557] 0.55%6 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 || 05793 0.5832 0.5871 0.5910 §0.5948) 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 || 06179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331) 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 || 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 [0.6700) 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 |[0.6915 0.6850 0.6985 0.7019 |0.7054] 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 |[ 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 |0.7389) 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 || 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 [0.7704) 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 (| 07881 0.7910 0.7939 0.7967 [0.7995) 0.8023 (0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 (| 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 [0.8264) 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
I1_.D 0.8413 0.8438 0.8461 08485 J0.8508) 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.862_1'

1.1 || 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8728 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 || 0.8849 0.8869 0.8883 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 || 09032 0.9049 08066 0.8082 0.9099 0.9115 0.9131 09147 09162 09177
14 || 09192 09207 08222 089236 0.9251 0.9265 0.9279 09292 09306 09319
15 || 0.9332 0.9345 0.9357 09370 0.9382 0.9394 05406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 || 09452 0.9463 0.9474 09484 0.9495 0.9505 0.5515 0.9525 0.9535 0.9545

1.7 || 0.9554 0.9564 0.9573 09582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633

1.8 || 09641 09649 09656 09664 0.9671 0.9678 0.9686 09693 09699 0.9706

19 || 09713 09719 09726 089732 0.9738 0.9744 09750 09756 09761 09767

20 || 09772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817

2.1 || 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857

2.2 || 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890




Tabela normal padrao

P(—2,02 < Z < 1,04) = ®(1,04) — d(—2,02)
®(1,04) = 0,8508 ®(—2,02) = 0,0217

z 0 1 [z ] s 4 5 6 7 8 9

3.2 [ 0.0007 00007 [0.0006] 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 [ 0.0020 00009 J0.0009| 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
3.0 [ 0.0013 00013 Jo0013| 00012 0.0012 0.0011 00011 00011 00010 0.0010
2.9 [ 0.0019 00018 f0.0018| 00017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
2.8 | 0.0026 00025 J0.0024| 00023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
2.7 || 0.0035 00034 J0.0033| 00032 0.0031 0.0030 0.0029 0.028 0.0027 0.0026
-2.6 || 0.0047 00045 J0.0044| 00043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5 | 0.0062 00060 J0.0059| 00057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048
-2.4 | 0.0082 00080 |0.0078| 00075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3 [ 0.0107 00104 J0.0102| 00099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
2.2 (00139 00136 |0.0132| 00129 0.0125 00122 00119 00116 00113 0.0110
2.1 (00179 00174 J0.0170| 00166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
[z 0022800222 _Jo.0217] 00212 00207 _0.0202 0,017 00152 _0,0188 _0.0183 _
1.9 [ 0.0287 00281 00274 00268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
1.8 [ 0.0359 00351 00344 00336 0.0329 00322 00314 00307 00301 0.0294
17 || 0.0446 00436 00427 00418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
1.6 || 0.0548 00537 00526 00516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 || 0.0668 00655 00643 00630 0.0618 0.0606 0.0594 00582 0.0571 0.0553
1.4 | 0.0808 00793 00778 00764 0.0749 0.0735 00721 00708 0.0694 0.0681
-1.3 | 0.0968 00951 00934 00918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
1.2 [ 01151 01131 01112 01093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
1101357 01335 01314 01292 01271 01251 01230 01210 01190 0.1170

-— T _ I T T _0r ___ 0r____ 1T 00 I 1




Tabela normal padrao

P(—2,02 < Z < 1,04) = ®(1,04) — d(—2,02)
®(1,04) = 0,8508 ®(—2,02) = 0,0217

P(—2,02 < Z < 1,04) = 0,8508 — 0,0217 = 0, 8291

k4 0 1 [z ] 3 4 5 6 7 3 9

3.2 || 0.0007 00007 fo.000s| 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
3.1 ]| 0.0010 00009 fo.c009| 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
3.0 [ 0.0013 00013 fo.0013| 00012 0.0012 00011 00011 00011 0.0010 0.0010
2.9 || 0.0019 00018 fo.0o18| 00017 0.0016 0.0016 00015 00015 0.0014 0.0014
2.8 || 0.0026 00025 [0.0024f 00023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
2.7 || 0.0035 00034 [0.0033| 00032 0.0031 0.0030 0.0029 00028 0.0027 0.0026
2.6 || 0.0047 00045 [0.0044] 00043 0.0041 00040 00039 00038 0.0037 0.0036
2.5 || 0.0062 00060 fooos9| 0.0057 0.0055 00054 00052 00051 0.0049 0.0048
2.4 || 0.0082 00080 [0.0078| 00075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
2.3 | 0.0107 00104 [0.0102| 00099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
2.2 [ 00139 00136 [0.0132| 00129 0.0125 00122 00119 00116 0.0113 0.0110
2100179 00174 foo170| 00166 0.0162 00158 00154 00150 0.0146 0.0143
[(Zo[Goz28_o0727_[00217] 00217 00207 _00702_0.0197 0013700188 00183
1.9 [ 0.0287 00281 00274 00268 00262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
-1.8 [ 0.0359 00351 00344 00336 0.0329 0.0322 00314 00307 0.0301 0.0294
1.7 || 0.0446 00436 00427 00418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
1.6 || 0.0548 00537 00526 00516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
1.5 || 0.0668 0.0655 00643 00630 0.0618 0.0606 0.0594 00582 0.0571 0.0559
1.4 | 0.0808 00793 00778 00764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681




Tabela normal padrao

P(Z>1)=1-P(Z<1)=P(Z<—1)=0,1587

Probabilidade
0.2

[}
r
L
o
-
n
w

As regides vermelha e azul possuem a mesma area



Padronizaciao de uma variavel

X~ N(23,49)

Para padronizar X, devemos subtrair a média e dividir pelo desvio
padrio

P(Z <*)=P(Z <¥=2)=P(Z < -1)=0,1587

Portanto: P(X < 16) = P(Z < —1) = 0,1587

Probabilidade

000 001 002 003 004 005
0.




Distribuicao normal

Exercicio: Sabendo-se que Z ~ N(0,1), usando a tabela da
distribuicdo normal padrio, calcular:

(a) P(0< Z<2,14)

(b) P(—3,01 < Z<0)
) P(—3,01 < Z < 2,14)
d) P(Z >0)
) P(
) P(

C

—_ o~

€

P(Z > 1,00)

f) P(Z < —1,00)

—_



Distribuicao normal

Agora podemos calcular as probabilidades associadas aos intervalos
correspondentes a variavel X = didmetro, em c¢m, de uma arvore
com distribuicdo N(23,49).

(a) P(X < 17)

(b) P(17 < X < 30)

(c) P(X > 30)

Assim, as porcentagens esperadas sdo dadas por:

Classificacio Diametro Porcentagem esperada
[ até 17 cm %
[l de 17 a 30 cm %

M1 acima de 30 cm %




Distribuicao normal

Exercicio: Calcular os valores de X correspondentes as
porcentagens esperadas, em que X = didmetro, em c¢m, de uma
arvore e tem distribuicdo N(23,49).

Classificacio Diametro Porcentagem esperada
I até  cm 20%
[l de  a cm 60%

" acimade  cm 20%




Distribuicao normal

Seja Y uma variavel aleatdria representando o nimero de sucessos
em um total de n ensaios independentes e 7 a probabilidade de
ocorrer sucesso em um ensaio. Entdo Y ~ B(n; ). Observe os
seguintes graficos:

: //\ A \ /A\

/ \ z’f Y \ B

. N ) Vol
s ! P o

: Voo

: y/ ) /oA 5

/ /’ \ ‘/ \& \

] / e «w}é \M

A aproximacgdo normal com média = nr e variancia
02 = nm(1 — ) aproxima-se bem das distribuicées binomiais
apresentadas!

Link aproximacdo


http://shinyapps.org/showapp.php?app=http://lmpp10e-mucesm.srv.mwn.de:3838/felix/TK/2&by=Tobias%20K%C3%A4chele&title=Normal%20distribution%20vs.%20binomial&shorttitle=Normal%20distribution%20vs.%20binomial

Distribuicao normal

Quando a aproximac3o é boa?

Quando a probabilidade 7 de ocorrer sucesso n3o esta muito
proxima de 0 ou de 1 e o namero n de ensaios é grande, de tal
modo que nmw > 20.

O calculo da probabilidade pela normal é feito utilizando-se uma
distribuicdo N(nm, nw(1 — 7)).



Distribuicao normal

Correcdo de continuidade

Consiste em somar e/ou subtrair 0,5 aos limites do intervalo para o
qual desejamos calcular as probabilidades.

m Em muitas situacdes praticas o calculo das probabilidades
pode ser realizado sem levarmos em conta a correcdo de
continuidade;

m Ignorar a correcdo para os casos em que 0,30 <7 < 0,75 e n
maior do que 400.



Distribuicao normal

Exercicio: As mudas em um viveiro s3o classificadas em grandes

ou pequenas, conforme sua altura. Verificou-se que 45% das mudas

sdo consideradas grandes. Supondo que as mudas sio colocadas

em recipientes que comportam 60 unidades, aleatoriamente,

pergunta-se:

(a) Em que porcentagem esperada de recipientes teremos pelo
menos 50% de mudas grandes? (50% é igual a 30 mudas).

(b) Em que porcentagem de recipientes teremos exatamente 50%
de mudas grandes?



Distribuicao Exponencial

Distribuicdo Exponencial

m Teoria da confiabilidade;

m Utilizada para prever o periodo de tempo necessario até a
ocorréncia de um evento;

m Probabilidade ao longo do tempo ou da distancia entre
ocorréncias num intervalo continuo;



Distribuicao Exponencial

Distribuicdo Exponencial: funcdo densidade de probabilidade

1 X
le7 B

o) = e 7, Xx > Oj .
0, caso contrario

em que % indica a taxa de ocorréncia por unidade de medida, que
pode ser tempo, distancia, volume.
Notagdo: X ~ E(f.)

Distribuicdo Exponencial: Esperanca e Variancia

Var(X) = f°

(Integragdo por partes!)



Distribuicao Exponencial

Distribuicdo Exponencial: funcio densidade de probabilidade

Figura: Funcdo densidade de probabilidade exponencial com pardmetro

B=1



Distribuicao Exponencial

Distribuicdo Exponencial

b 1 1, —=a —1p
P(a<X<b):/:Be5dx:ef’—e6.
a




Distribuicao Exponencial

Exemplo: Considere que a variavel volume diario de chuva (mm)
em Pelotas-RS no més de janeiro segue uma distribuicio
exponencial com pardmetro 5 = 14,36. Qual é a propor¢io de dias
com volume de chuva superior a 30 mm?



Distribuicao Exponencial

Exemplo: Uma industria fabrica 1dmpadas especiais que ficam em
operacgdo continuamente. Empresa oferece aos seus clientes a
garantia de reposicdo, caso a lampada dure menos de 50 horas. A
vida atil dessa ldampada & modelada por meio da distribuicdo
exponencial com pardmetro 8 = 8000. Determine a proporcio de
trocas por defeito de fabricacdo.



Distribuicao Exponencial

Distribuicdo Exponencial: Falta de meméria

PX>t+s,X>s) PX>t+s)
P(X>t+s|X>s) = PIX > s) = PIX > s)
e 5




Distribuicao Exponencial

Exemplo: O intervalo de tempo, em minutos, entre emissées
consecutivas de uma fonte radioativa é uma variavel aleatéria com
distribuicdo exponencial de parametro 5 = 5. Calcule:

(a) A probabilidade de haver uma emissdo em um intervalo inferior
a 2 minutos;

(b) A probabilidade do intervalo ser superior ou igual a 7, sabendo
que ele é superior ou igual a 5.



Distribuicao Weibull

Distribuicdo Weibull

m Teoria da confiabilidade;

m Tempo de vida.



Distribuicao Weibull

Distribuicdo Weibull: fun¢io densidade de probabilidade

B
B-1 _(5)
=4 5(5)" ¢\, x=o,
0, caso contrério

em que 6 > 0 é o pardmetro de escala e 8 é o pardmetro de forma.

Distribuicdo Weibull: acumulada

P(X <a) = /Oa g(%)ﬁ_le_(g)ﬂdx 1o ()




Distribuicao Weibull

Distribuicdo Weibull: Esperanca e Variancia
1
E(X) =or(1+ E>

Var(X) = 62 [r(l > %) - (r(l E %))z]

(e}

M(n) = / x""te™>dx. Se n€ N, entdo ['(n) = (n—1)[(n—1) e
0
F(n)=(n—-1)L



Distribuicao Weibull

Distribuicdo Weibull: funcdo densidade de probabilidade

Figura: Funcdo densidade de probabilidade Weibull com variacdo no
parametro de forma f3



Distribuicao Weibull

Exemplo: O tempo de falha de uma submontagem eletrénica
usada em uma estacdo de trabalho RISK é satisfatoriamente
modelado por uma distribuicio de Weibull com 8 =10,5 e

6 = 1000. Obtenha o tempo médio de falha de uma submontagem.
Qual a probabilidade da submontagem sobreviver mais de 4000h.



Distribuicao Weibull

Exemplo: Suponha que a precipitacdo diaria para a cidade de
Santa Maria - RS, no més de dezembro, segue uma distribuicio
Weibull com pardmetro de forma § = 0,6792 e pardmetro de escala
0 = 11,6427. Qual é a probabilidade da precipitacdo diaria ser
inferior a 10 mm no més de dezembro?



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo Qui-quadrado
Uma variavel aleaédria continua Y, com valores positivos, tem uma
distribuicdo qui-quadrado com v graus de liberdade, se sua

densidade for dada por:

Notagdo:Y ~ X%u)

1 v/2—1_,—y/2
fly V):{ oyt sy 20

sey <0

E(Y)=v Var(Y) =2v



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo Qui-quadrado

fiy)
0.6 0.8

04

0.2

A distribuicdo qui-quadrado tem muitas aplicacdes e, como no caso da
normal padrdo, também possui uma tabela com valores.de probabilidade.



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo Qui-quadrado

Quantis da distribui¢do Quiquadrado: P(xﬁ > Xi,m): o

Xva

G.L a
v 0.99 0.975 0.95 0.90 0.50 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005
1 0.00016 0.00098 0.0039 0.016 0.45 271 3.84 5.02 6.63 7.88
2 0.020 0.051 0.103 0.211 1.39 461 5.99 7.38 9.21 10.60
3 0.115 0.216 0.352 0.584 237 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84
4 0.297 0.484 0.711 1.06e4 3.36 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86
D) 0.554 0.831 1.15 1.61 4.35 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75
6 0.872 1.24 1.64 2.20 5.35 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 1.24 1.69 217 2.83 6.35 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.65 2.18 273 3.49 7.34 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95
9 2.09 2.70 333 4.17 8.34 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.56 3.25 3.94 4.87 9.34 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 3.05 3.82 4.57 5.58 10.34 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76
12 3.57 4.40 5.23 6.30 11.34 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 4.11 5.01 5.89 7.04 12.34 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo Qui-quadrado

Exemplo:

Y ~ X2y P(Y >2,56) = 0,99
P(Y > 18,31) = 0,05



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo Qui-quadrado
Resultado importante:

Considere uma Z~ N(0,1). Se Y= Z2, tem-se que Y~ X%l)'
Portanto, o quadrado de uma variavel aleatéria que segue uma
distribuicdo normal padronizada corresponde a uma distribuicio
qui-quadrado com um grau de liberdade.

De modo geral, uma distribui¢do qui-quadrado com v graus de
liberdade pode ser vista como a soma de v normais padronizadas
independentes ao quadrado.



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo t de Student

Seja Z uma variavel aleatéria N(0,1) e Y uma variavel aleatéria
X%u)' com Z e Y independentes. Ent3o, a variavel

_ Z
Y/
tem densidade dada por
f(t,v) = w(l +t2/0)" D2 o <t < 400

M(v/2)y/mv
Dizemos que a variavel tem uma distribuicdo t de Student com v
graus de liberdade.

Notagdo: T ~ t(,).

E(T)=0, Var(T) = ;55,v > 2.



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo t de Student

O gréafico da densidade t aproxima-se bastante de uma normal
padrido quando v é grande. Dessa forma, quando v — oo, pode-se
usar a tabela da normal padrdo ao invez da tabela t de Student.
Para n>120 a aproximag¢do é muito boa.

0.4

“| = Normal padrao
—— tde Student

0.2

0.1

0.0
|




Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo t de Student

Distribuicio 7 — Student

a=P(T=>1,)
o
v
0.25 010 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.001

1 1.0000 3.0177 6.3138 12.7062 31.8205 63.6567 127.3213 318.3088
2 0.8165 18856 2.9200 4.3027 6.9646 9.9248 140890 223271
B 0.7649 1.6377 2.3534 31824 45407 5.8409 74533 10.2145
4 0.7407 15332 21318 27764 3.7469 4.6041 5.5976 71732
5 0.7267 14759 2.0150 25706 3.3649 40321 4.7733 5.8934
6 0.7176 14398 1.9432 24469 31421 3.7074 4.3168 5.2076
7 07111 14149 1.8946 2.3646 29980 3.4995 4.0293 4.7853
8 0.7064 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554 3.8325 4.5008
9 0.7027 1.3830 1.8331 22622 28214 3.2498 3.6897 4.2968
10 0.6998 1312 1.8125 22281 2.7638 3.1693 3.5814 41437
1 0.6974 13834 1.7959 22010 27181 3.1058 3.4966 4.0247
12 0.6955 1.3562 1.7823 21788 26810 3.0545 3.4284 3.929
13 0.6938 1.3602 1.7709 21604 26503 30123 3.3726 3.8520
14 0.6924 1.3450 1.7613 21448 26245 29768 3.3267 3.7874
15 0.6912 1.3406 1.7531 21314 26025 2.9467 3.2860 3.7328
16 0.6901 1.3368 1.7459 21199 25835 29208 3.2520 3.6862



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo t de Student

Exemplo:
T ~te, P(-1,943<T <1,943)=0,90

P(T > 2,4469) = 0,025



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo F de Snedecor

Vamos definir agora uma variavel aleatéria definida como o quociente de
duas variaveis com distribuicdo qui-quadrado.

Sejam U e V duas variaveis aleatérias independentes, cada uma com
distribuicdo qui-quadrado, com v; e > graus de liberdade,
respectivamente. Ent3o, a variavel aleatéria W dada por:

U/l/l
W frd
\//V27
tem densidade dada por
(1 +12)/2) (11 vi/2 w(—2)/2
g(w,v1,1n) = M(v1/2) (12/2) \ 12 L+ oaw/p)amz” W= 0.

W tem distribuicdo F de Snedecor, com vy e 15 graus de liberdade.
Notagdo: W ~ F(v1,12)



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo F de Snedecor

2u3 -2
v e Var(W)= vy(v1+va —2)

E(W) = vy — 2 vi(v2 —2)3(v2 — 4)

9w)
00 01 02 03 04 05 06 07

Na tabela sdo dados os pontos f,, tais que

P(W > w,) =«



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo F de Snedecor

Distribuigdo F' de Snedecor a 5% (p=0,05)

p=0,05

T 2 3 I 5 B 7 3 9 10 12 1 15 16 18 30 30 O & 10

7 1851 19,00 19,16 1925 19,30 19,3 19,35 1937 1938 19,40 1941 1942 1943 1943 1941 1945 1946 19,47 1948 19,40
3 1013 95 928 912 901 8% 889 885 881 879 874 871 870 869 867 866 862 85 85 85
4 771 6% 659 639 62 616 609 604 600 5% 591 587 58 584 582 580 575 572 569 566
5 661 57 541 5190 505 495 488 482 477 474 468 464 462 460 458 456 450 446 443 440
6 599 514 47 453 439 428 421 415 410 406 400 396 394 392 390 387 381 377 374 30
7 559 474 435 412 397 38 379 373 368 364 357 353 351 349 347 344 338 334 330 327
8 532 446 407 38+ 369 35 350 344 339 335 328 324 322 320 317 315 308 304 301 297
9 512 42 38 363 348 3% 329 323 318 314 307 303 301 299 29 294 28 28 279 275
10 496 410 371 348 333 32 314 307 302 298 291 286 285 283 280 277 270 266 26 25
11 484 3% 35 336 320 309 301 295 290 28 279 274 272 270 267 265 257 253 249 245
12 475 38 349 326 3,11 300 291 285 280 275 269 264 262 260 257 254 247 243 238 234
13 467 381 341 318 308 2% 283 277 271 267 260 255 253 251 248 246 238 234 230 225
14 460 374 334 311 29 28 276 270 265 260 253 248 246 244 241 239 231 227 22 218
15 454 368 320 306 290 27 271 264 250 254 248 242 240 238 235 233 225 220 216 211
16 449 363 324 301 28 274 266 259 254 249 242 237 235 233 230 228 219 215 211 206
17 445 35 320 29 281 270 261 255 249 245 238 233 231 229 226 223 215 210 206 201
18 441 35 316 293 277 266 258 251 246 241 234 229 227 225 222 219 211 206 202 19
19 438 35 313 290 274 263 254 248 242 238 231 226 223 221 218 216 207 20 19 19
200 435 349 300 28 271 260 251 245 239 235 228 222 220 218 215 212 204 19 195 1%
21 432 347 307 28+ 268 25 249 242 237 232 225 220 218 216 212 210 201 1% 192 18
22 430 34 305 28 266 25 246 240 234 230 223 217 215 213 210 207 198 1% 18 184
23 428 342 303 280 264 25 244 237 232 227 220 215 213 211 208 205 19 191 18 161
24 426 340 301 278 26 251 242 236 230 225 218 213 211 209 205 203 19 L8 18 17
25 424 339 29 276 2,60 249 240 234 228 224 216 211 209 207 204 201 192 1§ 18 17
26 423 337 29 274 259 247 239 232 227 222 215 209 207 205 202 199 190 L& 180 175

Quantis da distribuicdo F para a probabilidade P(W > w,) = 0, 05. Graus de liberdade do numerador
dado no topo e do denominador na margem esquerda.



Outras distribuicoes importantes

Distribuicdo F de Snedecor

Exemplo:
W ~ F(5,7), P(W >3,97)=0,05

P(W < 3,97) = 0,95



Variaveis aleatérias no software R

No exemplo com feijGes...
X: Namero de germinagdes em 3 sementes

X ~ Binomial(3; 0, 3)

X P(X =x) = P(x)
0 0,343
1 0,441
2 0,189
3 0,027
Total 1,000

Para obter as probabilidades especificadas acima, utilizaremos o
seguinte comando:

Probabilidade da distribuicdo Binomial com n=3 e 7w = 0,3

> dbinom(x=0, size=3, prob=0.3)
[1] 0.343



Variaveis aleatérias no software R

Grafico da distribuicdo Binomial com n=3 e 7 =0,3

n<-3

pi<-0.3

xvalores=0:3

prob<-dbinom(xvalores,n,pi)

plot(xvalores,prob, xlab="x", ylab="Probabilidades")
points(xvalores,dbinom(xvalores,n,pi),type="h")

04
|

Probabilidades

0.1




Variaveis aleatérias no software R

No exemplo de didmetro de arvores de uma floresta. ..
X ~ Normal(23; 49)

P(X <17) = 0,1949
P(17 < X <30) = 0,6465

Probabilidade da distribuicio Normal com p = 17 e 02 = 49

pnorm(g=17, mean=23, sd=7)
[1] 0.195683

> pnorm(q=30, mean=23, sd=7) - pnorm(q=17, mean=23, sd=7)
[1] 0.6456618

A diferenca de valores obtidos é referente aos métodos de integracio
utilizados.



Variaveis aleatérias no software R

Grafico da distribuicdo Normal com 1 = 23 e 02 = 49

curve (dnorm(x,mean=23,sd=7), from=1, to=45, ylab="f(x)"

0.04
|

f(x)




Variaveis aleatérias no software R

X ~ Normal(23; 49)

P(X < x1) = 0,20

Quantil da Normal com p = 23, 02 = 49 e probabilidade 0, 20

> gnorm(p=0.2, mean=23, sd=7)
[1] 17.10865

Portanto, x; = 17, 108.



Variaveis aleatérias no software R

Distribuicdo qui-quadrado
Y ~ X

P(Y >2,558) = 1—P(Y < 2,558)
= 0,99

> 1-pchisq(gq=2.558,df=10)

[1] 0.9900033

ou

> pchisq(gq=2.558,df=10, lower.tail=FALSE)

[1] 0.9900033

P(Y>y) = 0,99

> qchisq(p=0.99, df=10, lower.tail=FALSE)
[1] 2.558212



Variaveis aleatérias no software R

Distribuicdo t de Student

T ~ t(ﬁ)
P(T >2,447) = 0,025

> pt(q=2.447,df=6, lower.tail=FALSE)
[1] 0.02499701

P(T>t) = 0,025

> qt(p=0.025, df=6, lower.tail=FALSE)
[1] 2.446912



Variaveis aleatérias no software R

Distribuicdo F de Snedecor

W ~ F(5,7)
P(W>3,97) = 0,05

> pf(q=3.97,df1=5, df2=7, lower.tail=FALSE)
[1] 0.05004428

P(W>w,) = 0,05

> qf (p=0.05, df1=5, df2=7, lower.tail=FALSE)
[1] 3.971523



