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Formas integrais das leis fundamentais

O Teorema de Transporte de Reynolds

Marcos Tadeu Pereira



Vamos aplicar a Leis Basicas a um Volume de Controle
(VC) fixo no espaco (Euler), ao invés da formulacao para
um Sistema (Lagrange)

As leis basicas (de conservacao) se aplicam diretamente a
sistemas:

1) Conservacao da Massa, ou Eqg. da Continuidade

2) 22 Leil de Newton

3) 12 Lei da Termodinamica (conservacao de energia)

4) Momento da Quantidade de Movimento (a taxa de
variacao da quantidade de movimento angular é igual a
soma de todos os torques atuando sobre o sistema)

5) 22 Lei da Termodinamica (variacao da entropia,
irreversibilidade)



Pode-se desenvolver uma formulacao geral, universalmente
aplicavel as 5 leis basicas ,em um VC (por meio do
Teorema de Transporte de Reynolds)

Observacoes introdutorias:

1) Um sistema é uma quantidade de matéria de identidade
fixada. Massa nao atravessa a fronteira de um sistema
(Lagrange).

2) Um Volume de Controle (VC) € uma regiao do espaco
escolhida para observacao/estudo. Massa pode
atravessar a Superficie de Controle (SC) do VC. (Euler)



Before After
spraying spraying

Uma lata de spray pode ser analisada de duas formas:
acompanhando o conteudo da lata (Lagrange- sistema fechado:
massa nao varia, ou seja, apos emissao a fronteira do sistema
inclui a massa fora da lata) ou monitorando o volume da lata
(Euler - volume de controle: so a lata, antes e depois)



3) De Lagrange a Euler para uma particula fluida em uma LC

== f;—’r + (V.7)N), vai-se fazer a mesma passagem na forma

de integral

4) As leis de conservacao validas para um sistema serao
passadas para VC, o que e conseguido com o Teorema de
Transporte de Reynolds.

5) Um VC refere-se a uma regiao do espaco onde podem
ocorrer escoamentos para fora e para dentro do VC. A
fronteira de um VC é sua superficie de controle (SC)

6) O tamanho e a forma do VC sao totalmente arbitrarios,
escolhidos de acordo com a conveniéncia. O VC tambéem
pode ser chamado de sistema aberto.



7) Propriedades extensivas e intensivas. As leis basicas,
escritas na forma de taxa de variacao, envolvem derivadas
em relacao ao tempo de alguma propriedade extensiva do
sistema.

Prop. Extensiva (N): depende da extenséao, da quantidade
de matéria do sistema. Ex: massa, energia, QDM.

Prop. Intensiva (n) : por unidade de massa

n = % ou melhor: Ny = fm ndm = fv npd ¥

sist sist

onde ¥ é o volume.

seN=m - n=1



Deducao:

« Campo de escoamento arbitrario V(x,y, z,t) emrelacdo a
sistema de coordenadas xyz

* VC fixo no espaco
« Sistema movimenta-se no campo de escoamento (por

definicdo mantendo sempre as mesmas particulas de
fluido)



Sistema e Volume de Controle
propriedade N

Mo 1 0sm tQLC

\5;6% w'to

S1sbma 2 VC. co/vcidanm

No Inslaml 4o+ At

>  \JC
2 '\OLO
st‘
; 5«55‘&1(4
} 2wty ti
VCQAM
S o to+86C

Sléz:Ma O Cupa m?«i@s L
VC - ocuym /aﬂg,/&'&s T2, aunc

2 So a0

Massa nova entra no VC, regiao |
em At
Massa deixa o VC, regiao Ill, em At



Definindo derivada de propriedade extensiva N:

d_N) = Jim Nsist)to+at —Nsist)tg (1)

No instante ty + At: sistema = regiao Il + regiao Il

“ Nsist)tg+at = (Nip + Nippeg+ae = (Nye — Np+ Nipp g +ae=

[fVC npd v]t0+At - UVI npa v]t0+At+ [ Vi npd V]t0+At

(propriedade intensiva N=+ N, .= fv , tqu V)



No instante ¢
Nsist)to = NVC)to = [fVC npd VL
0

e, substituindo em (1), resulta:

= lim

d_N) [fVC npd V] to+At Bl “VI npd \7‘] to+At * [fVHI npd ‘v‘] to+At B [fVC npd ’v‘] to
sist 4t=0 At

e, como o limite da soma & a soma dos limites:

dN g [fVC npd‘v‘]t0+m— [fVC npd‘v‘]to : [fVIII npdV]t0+At
— = lim + lim -
— dv
lim [fVI P ]to+At
At—0 At

termo A termo B termo C



termo A .

. Nyc)tg+at— Nvoe ON
llm 0 0 VC _—

_ 0
At—0 At 9t ot fVC npd ¥

e representa a taxa de variacao com o tempo da propriedade
N dentro do VC



. Nippfleg+at
lim
At—0 At

termo B =

n - normal para fora
em relacao ao VC

SA[ZLR-L-(CL@ clo ) Observar que dA deve ser um vetor para
Wole £SC podermos calcular um volume e uma massa

dm flui para fora do VC—a < ™/, sobre toda a regiao Il
dv= dA.Al. cosa

€, COMON Ng= fv npd Ve . dNgg=npd V)

sist

d Nirlegsae=1pd ¥)¢y1ac = np dA.AE cOSa); 1 a¢



termo B

Nitleg+ae = [fg

SC,;; . superficie de controle comum a regido lll e ao VC

Al : distancia percorrida por uma particula na superficie do
sistema, durante At, ao longo de uma linha de corrente que
existia em ¢,



termo B

termo b =

. N e, np.al. cosa.dA
lim HDto+At _ lipy 256

At-0 At At—0 At
lim fo. np AE .cosa.dA. = fg. np.|V|. cosa.dA
pois lim == |V|

At—0 At



gz » termo C: — lim ~2to*At
K’ ol At—0 At
K
~ o n~ - normal para fora em
M l relacao ao VC
db/ -
BN
l — Froa/iunclo
SC Si5Cerna Lo Totd

dm flui para fora do VC—a>"/, sobre toda a regiao I, ja que a
massa da regiao | flui para dento do VC em toda a regiao |

d Nplegrae=npd ¥) ¢ 1ae = npAL (mcosa)dA.); 1 ac

(-) porque o volume d+*¢é escalar e positivo



termo C

Niltg+at= [fsc, — np.AL. cosa. dA]

to+At

onde SC; = superficie comum a regiao |l e o VC
Af= distancia percorrida por uma particula na superficie do
sistema durante At, ao longo de uma linha de corrente que
existia em ¢,

' : to+At
. termo C = —lim— = — lim 0+At _
At-0 At At—0 At

 Jfec. —np-0L. cosa.dA
lim =4
At-0 At

= fsc,"P-|‘7|- cosa.dA



substituindo as expressoes dos termos A,B e C em 1:

dN 0
—_ - 4+

fgcm 77P-|‘7|- cosa.dA +fsc, np.|l7|. cosa.dA

Como SC= SC; + SCyyp + SCraterar

onde SC; ,:0rq; € Caracterizada pora= "/, ouV =0, i.e.,
auséncia de fluxo

dN 0 7
E)sist: EIVC npd ¥ + fSC- np.|V|. cosa.dA

e, como se sabe que |V|. cosa.dA =V .7 dA, -

dN 0 —
E)sist: EIVC T],Od Y + fSC_ an .n dA



leorema do Transporte, de Reynolds

dN 0

— = — d Vv V. 7AdA
ac) ot ) PeVT npv . nd

SiSt VC SC

Taxa de variagao Taxa de variagao em Taxa resultante do
total de uma relacao ao tempo da efluxo da
propriedade propriedade propriedade
extensiva N extensiva N dentro do extensiva N,
gualguer num volume de controle, através da
sistema no instante gue coincide com o superficie de
to sistema no instante controle no

to instante ¢

DN

a —
> = a’: +(V.7)N



Esta formula de Reynolds relaciona as taxas de variacao de

uma propriedade extensiva N qualguer de um sistema, e as

variacoes com o tempo desta propriedade N associada ao
volume de controle

é a formula integral, correspondente a formula diferencial
relacionando as derivadas de Lagrange e Euler:

DN _
Dt

0 —
=+ (V.V)N

Obs. V na equacao é medida em relacdo ao VC e -
a taxa de variacao de N deve ser avaliada
por um observador fixo no VC.



Equacao da continuidade, ou da conservacao da massa

AN 5 .
E)SiSt =af[/cnpdv+fscnpvndl4 ,ecomoN =m —>nN = 1

dm d

E) :gfpdv+ fpV.ndSzO
Sist VC SC

Taxa de variacao
de massa no
sistema

= Taxadevariagdo _ Fluxo de massa
de massa no VC através da SC

V.7 - sinal depende de V e de #t

771) sempre aponta para fora do VC, na SC




Lei dos Nos (Kirchoff)
. 9 —
Da continuidade:  — [, pd ¥ + [o pV.7idS = 0

Onde SC =), S, + ). S + X Staterat,  onde S;gterqr tem fluxo=0

0 om
pn j pd ¥ = rr (variagao da massa com o tempo no VC)

VC
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Hipdtese 1 — Regime permanente— aa_T =0e ~ Ym,—)m,=0

Ym; =0 Leidos Nos

Hipotese 2- Fluido incompressivel (p = constante) — ), Q; =0



