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Sistema sem Imperfeicao:
Bifurcacao Simétrica Estavel

V= % KQ* — P((1-cosQ)

Equilibrio
dv

Vo=—"=KQ-P/senQ=0

14

=>Q=OouQ¢OeP=5(i)g

senQ




Sistema sem Imperfeicao:
Bifurcacao Simétrica Estavel

Estabilidade da trajetoria primaria (0)
1 1 1

4
oV = o QQ&Q + — 3l QQQ&Q + T VQQQQ5Q +...
0 0 0
Voo =K =Pl Voo = 0 Vaooe = P/
Discussao:

P<%:>V,3Q >0= Q=0 éestavel!

P >§:>V,8Q <0= Q=0 ¢éinstavel!

p=§:>v° — 0V =0V

_ _ 0 & actiuall
0000 > 0;=> Q=0 € estavel!

QQQ



Sistema sem Imperfeicao:
Bifurcacao Simétrica Estavel

Estabilidade da trajetoria secundaria (*)

1 1 1

oV = 5Q° + = 5Q+V

4
Y Vo 3l Voo 41 20009Q" +-..

V o =K—=PlcosQ= K[l—Q}>O Q=0
tan Q

Portanto, a trajetoria secundaria (*) € estavel



Sistema sem Imperfeicao:
Bifurcacao Simétrica Instavel

k[ _Q ) b
V_K(2 4) P{(1-cosQ)

Equilibrio
V, = g—é = KQ(1-Q?)-PrsenQ =0

_ _K Q(l_QZ) . K 2
:>Q—OouQ¢OeP—E{ - ] ?(1—Q)




Sistema sem Imperfeicao:
Bifurcacao Simétrica Instavel

Estabilidade da trajetoria primaria (0)
1 1 1

4
oV = o QQ&Q + — 3l QQQ&Q +4VQQQQ5Q +...
0 0 0
V,QQ =K -P¢; VQQQ =0; VQQQQ —6K + P/
Discussao:

P<%:>V,3Q >0= Q=0 éestavel!

P >§:>V,8Q <0= Q=0 ¢éinstavel!

p=§:>v° —0:VO =0 VO

_ _ A& inctéuall
0000 < 0;= Q=0 ¢ instavel!

QQQ



Sistema sem Imperfeicao:
Bifurcacao Simétrica Instavel

Estabilidade da trajetoria secundaria (*)

Q¢OeP=§ Qi-') EE(1—(32)

senQ (
1 1 1
OV = o1 Vo0Q% + = 2l V000Q° + VQQQQ5Q4+...
Voo = K(1-3Q7%) - PﬁcosQ——EKQZ <0

Portanto, a trajetoria secundaria (*) é instavel



Sistema sem Imperfeicao:
Bifurcacao Assimétrica (Instavel)

_k[¥_¢ _
V_K(2 BJ P{(1-cosQ)

Equilibrio
dVv
V, = T = KQ(1-Q)-P/senQ =0
Q(1-Q)|_K
=0Q= OouQ;eOeP—g[ Sen0 ]:g(l Q)




Sistema sem Imperfeicao:
Bifurcacao Assimétrica (Instavel)

Estabilidade da trajetoria primaria (0)
1 1 1

4
oV = o QQ&Q + — 3l QQQ&Q +4VQQQQ5Q +...
0 0 0
V,QQ =K -P¢; VQQQ =-2K; VQQQQ =P/
Discussao:

P<%:>V,gQ >0= Q=0 éestavel!

P >§:>V,8Q <0= Q=0 ¢éinstavel!

p=§:>v° —0:VO #£0:VO

_ _ A& inctéuall
0000 > 0;=> Q=0 € Instavel!

QQQ



Sistema sem Imperfeicao:
Bifurcacao Assimétrica (Instavel)

Estabilidade da trajetoria secundaria (*)

Q¢OeP—€[Q(1 Q)} —(1-Q)

senQ

1 1 1

OV = o Vo0Q% + = 2 V000Q° + VQQQQ5Q4+...

VQQ <0 para Q > 0= instavel

Voo = K(1-2Q)—PrcosQ =-KQ :>{ ~

Voo >0 para Q > 0= estavel



Vv =2£KR2[
2

Equilibrio

Sistema sem Imperfeicao:
Ponto Limite (Instavel)

1 1

2
- — PR(tana —tanQ) = iR
cosa €osQ 4

Vg =%E KR’Q(Q*—a’)+PR=0=>P=KRQ(a’-Q?)




Sistema sem Imperfeicao:
Ponto Limite (Instavel)

Estabilidade da trajetc’)ria (*)

1 l

oV =§V,8Q5Q2 QQQ5Q QQQQ5Q * .
Vv =KR2(3Q2—a) + PR 2KR2(3Q -a’);

QQ 5Q
Voo =12KR?Q; Vo0 =12KR?

Discussao:

Q<_%/§ v Q>a—\/§:>v,gQ>O:> (*) é estavel!

—aT\/g<Q a3 =>Voo <0=> (*) éinstavel!
Q=iaT\/§:>V,;Q=O e Voo #0=> (*) éinstavel!



Sistema com Imperfeicao:
Bifurcacao Simétrica Estavel

_1 _ 2_ _ - Q_Z_ 8_2 ~ QZ_Q4_82
V_ZK(Q g) —P((cose cosQ)_K(2 Qg+2) PE(Z > 2)

Equilibrio

b 2

- -

| = . f{u (3e)" ]PC{H(.%E)H ]




Sistema com Imperfeicao:
Bifurcacao Simétrica Instavel

= K[(Q—g) —(Q—g) ]—Pf(cose—cosQ)s K(%Z—Qg+8—2—Q—4+8—4)— PK(%Z—E—;)

’ 4 2 4 4
\}P Equilibrio
r
Vo= g\é K(Q-e-Q%)- P€Q=O:>P§§(1_Qz_%J
P:T'; 1
.. \ [E‘ A P'::f;'[! {_:z_:}:-_t_-]:? 1-&]




Sistema com Imperfeicao:
Bifurcacao Assimétrica (Instavel)

K{(Q_‘g) _(Q_g) ]—PK(COSe—COSQ)E K[Q—Z—Q—S—Q€+8—;+%3]_Pf(%2_8_22)

2 3

=K(Q-Q*-¢)- P€Q=O:>P=%(1_Q_£)

2 3
Equilibrio
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Sistema com Imperfeicao:
Ponto Limite (Instavel)

1 1 1 T
V=27KR [Cosa(l_g)—COSQ} —PR[ tanr(1-¢)—tanQ]
NI: 'R . /T ~ KR [ ‘(1-¢)' - 2a*(1-£)" Q? +Q} PR[a(1-¢)-Q]
I |
Equilibrio v, = g_\(g = KR'Q| Q*—a’(1-¢)’ |+ PR= 0= P= KRQ| &’ (1- £)° — Q*]
P A - 4
5 e s \iﬂ \\\F""=iP:(1—35}
> >
A\ ° 2K
\\ .




Flambagem de Euler:
Barra Prismatica sem Imperfeicao

P — | P
—‘:'3 M, — M;
R R
S;_ ‘_V—\_l'o_)
R X, U R \5 7l(.\'+17

U=u-—zsing,

w=w—2z(1-cos @),

w =
sSingp=— = W =4sin @,

A

1+u -, =
COS (p = — = 1+ U =~ cos @,

A




Flambagem de Euler:
Barra Prismatica sem Imperfeicao

_ * Esforcos resistentes
Lei de Hooke o=E/L-1)

ﬂu=\/(1+u'2)+\/\/'2=/T—Z(D':O'=E(/T—l)—EZ(D' — N=EA(/ - 1),

M= —Elg'.

N = —P cos ¢ + R sin @,

Esforcos solicitantes M =M, — RI(C + i) — (x+ )] — Py — W)

= Mp + R(x + u) + Pw,

Portanto  EA(A—1)=—Pcos @ + Rsin ¢, wesp —1_— (% COS ( — % sin (p) _

_Elp' =M, — R[({ + iiy) — (x + &1)] — P(W — W)

= Mp + R(x + u) + Pw.

l

—Elp”" =R(1 +u') + PW = A(R cos ¢ + P sin ).



Flambagem de Euler:
Barra Prismatica sem Imperfeicao

Equacéo geral

, P R . _
Elp" + [1 - (ﬁ COS ¢ — 77 Sin (p)} (Rcos @ + Psing)=0.

Normalizando

dE

d”(f + ‘:—;[1 — p(cos ¢ — o sin ¢@)](« cos @ + sin @) =0,
o
Exata —

P y_R . X B
P TR TT H_Agz'

o
d—f’; + o1 + angpz + 13(,03 = &0,
¢
Aproximada
- . ap(1-p) ap(1 —4p)
O<e<1 &lo = — n » Bl2=- 2n 1
p(1—p+o°p)  p(1 —4p +49°p)

el n BT 61




Flambagem de Euler:
Barra Prismatica sem Imperfeicao

{

/ N v,\\ N\ \.&\\ _}R
e
M, =M, [ M, =M,

T\. f AE / R
777 /.K/ 77 777 <
\T/A My K‘}/AMO K‘/AMU K/‘Mu
P

Equacao linearizada

CasoslalV a=0= &up=0,
dg
d?¢ Yo
_d"z + ol (p = E0g. — Caso ot:E: Elfp’({]_) N dg[ ) N d_qom)% ap(1 —p)
: P= [ .0\ pl-p) ~ d ]
PY (1 - —“)
¢ do
- = &0lg ~ ——(0).



Flambagem de Euler:
Barra Prismatica sem Imperfeicao

P P

o
M
p

Equacao linearizada da barra extensivel

X

Equacéao linearizada da barra inextensivel

77 777 <
\‘/AM() \‘/AMU

P P

o + 0l (p = £

— 14/ = 0

dé?

dE

il (k0)? ¢ = o



Flambagem de Euler:
Barra Prismatica sem Imperfeicao

I 1 I \Y, Vv

: wia s \,..}\\ _>R
2
M, =M, [ M, =M,

{

//4/ 7787 77 777 <
\/AMO K\‘/AMO K‘/AMU \'/‘Mu

P P P P P

Solucdo para barra extensivel
Casell = d—(‘f(mzo and d—(P(l):U,

dé dé
&% - e w
P = o + G sin(yai <) + G cos(Vac) Casell = ((0)=0 and ¢ l):t}
2 L]
CaselV = @(0)=0 and ¢(1)=0,

d
CaseV = ¢(0)=0 and d—?(n:o.



Flambagem de Euler:
Barra Prismatica sem Imperfeicao

/ D v_\\ p \-.\.i\\
e E—
\ M‘ZM() f M[=M0

77 7777 7777 7777 s €
UMO \‘T//‘Mo \‘A/AMU KA/‘Mu
ol

P P P P
Barra inextensivel Barra extensivel
I C p——
Case | \/ﬂ;f = pcr:]l—m’
2]? 2 2
T s
Casel kfi== = =—, A a2,
2 PE 4 Case 11 E:x = pcrzﬁ’
Casell ki =m = pg=mn°y,
1-/1-16n2
, Caselll /o1 =21 = Po= T '?’
ke 2 2
Case 11l 5 =" = pPe=4n"n,
1-/1—4n%y
CaselV kl=m = pp=n?y, CaselV. Jon=m = Ppa= P '
CaseV kf=4.493 = pg=20.19. CaseV A —4493 — po— 1 —Y1—80760

2



Flambagem de Euler:
Barra Prismatica sem Imperfeicao

I | 1l \Y V
P | P P | P
s‘ E NN\ v.\\) \\}\\> E _}R
_'I_
‘ M[ZMO "' M[:MU
x )
] AE
//4/ /"/ 77 777 <
N My K\‘/AMO (g My 3/ M
P P P P P
, 2.50
Barra extensivel
2.00 4 | |
1 - VT—4p; p /
Pcr = 5 =
Pr 100{ —— . . |
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Flambagem de Euler:
Barra Prismatica sem Imperfeicao

| 1 I \Y Vv

P P P P P

S S =
\ M, =M, / M,=M,

\
'\
}

T.\' f /" / / / -
//4 7 KE (“//A < <7 <
U My M, K‘/A My \‘/A My

P P P P P

Nota (Caso Il): ndo ha carga critica para ¢<2xr, !
namero de cargas criticas: max inteiro < ({/2nr)ou max inteiro < (2#()
Exemplo: para n = 0.001 ha somente cinco cargas criticas! !

Nota (geral): ndo héa carga critica para distancia entre pontos de inflexdo <2zr. |



Pos-Flambagem de Euler: Caso |
Barra Prismatica sem Imperfeicao

) __002374; (2] =o0.18386 b [”] =-0.48121 ; (“’] =0.70342
E max E max F mex E max.
1.00 0.60
050 -
0.80 | P
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u 0,40 4

Pos-Flambagem de Euler: Caso Il
Barra Prismatica sem Imperfeicao

u w
— =-0.36696 ; | — =0.32268
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X+u
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0.40 \‘ £ iy 224
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Pos-Flambagem de Euler: Casos Il e IV
Barra Prismatica sem Imperfeicao

u w b 7] _ fw]
= =-042765:|—| =-033280 —| =-1.72093; | = | =-0.38795
[f}m, [f]m [cjm ¥y .
0.60 ! 0.20
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ozl 1 | | P _11980 x+i 020 '(:: | £ _ 23960
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Fig. 6. Post-buckled configurations and maximum displacements for (a) p/p- = 1.1980; (b) p/p, = 2.3960.
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Pos-Flambagem de Euler: Caso V
Barra Prismatica sem Imperfeicao

a ) _007271: (E) —0.13788 b [E] —_0.22988 : ["—_”] =0.25313
E A E max g nax £ max
1.00 0.80 T

0.80 -‘*““#-\“ 0.80 ""“'*-.\
x+i 0860 4 i > x+il ) p
P 0.40 —=1.0672
: ] _ —=1.0187 ¢
¢ 0.40 P.. .,0"/- Per

0.20 4 1

=0.28787 d (—J =—1.53425;(%’] = 0.26387
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