17, com excesso de hidr6xido de sédio aquoso forneceu,
ap6s acidular, a hidroxi-lactona, 19, provavelmente atra- 1) HBr

vés do intermedidrio, 18. A desidratagdo de .19, com clo- 2) MeOH/H, S0 LiNPr

reto de tionila e piridina deu origem a uma mistura de 2 2 Br(CH,p)s COMe 2 ~14
isdmeros: a lactona desejada, 1, (componente principal) CH,C%,, refluxo (22) THF, - 78

e o isdbmero “endo”, 20; os dois compostos foram sepa- 12 horas 70% 30 min
rados por cromatografia gis1iquido preparativa.

O material de partida, ciclopentanocarboxilato de VK. Shirahata, T. Kato, Y. Kitahara e N. Abe, Tetrahedron 25,
metila, foi preparado a partir de Z-caprolactona por trata- ) gq} &91391)’611 M. G. Constantino, T. J. Brocksom ¢ N. Petragns-
mento com brometo de hiQrogénio e ¥neitanol para fgrnecer i, S.ynth.l(): OmMUn. 5" 353 (1975)’ s ’

o bromo-éster, 22, posteriormente ciclizado com diisopro- 3 N. Petragnani, T. J. Brocksom, H. M. C. Ferraz e M. G. Constan-
pil-amideto de litio. tino, Synthesis, 112 (1977).
ARTIGO

QUIMICA QUANTICA. PARTE I1: 0 ATOMO DE HIDROGENIO

Eduardo Motta Alves Peixoto
Instituto de Quimica, Universidade de Sdo Paulo, Cxa. Postal 20.780
Sao Paulo, SP — Brasil
‘(Recebido em 27/12/77)

Chega mais perto e contempla as palavras.
Cada uma '
tem mil faces secretas sob a face neutra
e te pergunta, sem interesse pela resposta,
pobre ou terrivel, que lhe deres:
Trouxeste a chave?

“Procura da Poesia”

Carlos Drummond de Andrade

1. INTRODUCAO

Nos idos de 1925, Louis de Broglie!’? havia explicado os niveis de energia do dtomo de hidrogénio preditos por Bohr?®,
assumindo que havia uma onda associada ao elétron girando em torno do nucleo. Segundo de Broglie, estas ondas estacio-
nédrias eram estdveis se o perimetro da Orbita do elétron, fosse igual a um miiltiplo do comprimento da onda, isto
é, se 21 = n\. Esta condi¢do de estabilidade nada mais era do que uma forma equivalente de se expressar a condi¢do de quan-
tizagdo sugerida por Bohr. Assim sendo, os niveis de energia serao os mesmos em ambas teorias.

Entretanto era sabido, através de evidéncias experimentais, que a teoria de Bohr nem sempre era capaz de prever os niveis
de energia corretamente. Por esta razdo é fdcil concluir que a teoria de de Broglie, que na sua forma original era equivalente
a de Bohr, ndo poderia explicar corretamente os niveis de energia dos 4tomos, simplesmente por ser equivalente a teoria de
Bohr. Considerando-se o problema desta forma, Schrodinger observou que de Broglie havia simplificado excessivamente o
problema da quantizagdo quando ele assumiu que as condi¢Ges de Optica geomsétrica poderiam ser aplicadas ao nivel atdmico.
Desta forma Schrodinger alimentou esperangas de poder remediar a situagdo, caso o problema do movimento das ondas fosse
tratado rigorosamente. A seguir, nds veremos que a esperanga de Schrodinger foi amplamente gratificada.

E facil de se entender porque as condigBes da Optica geométrica ndo podiam ser validas no interior do 4tomo. No trata-
mento de de Broglie os raios de ondas estdo situados ao longo das 6rbitas descritas por Bohr. A curvatura destes raios pode
ser explicada pela variagdo do indice de refragdo do espago em torno do nicleo; esta variagdo do fndice de refragfo seria gerada
pelo campo de forga nuclear. Especialmente para as 6rbitas mais préoximas do nicleo, é necessdrio que a curvatura destes
raios seja muito grande, o que implica que o indice de refra¢do da regido precisa variar muito em grandeza de um ponto a
outro no interior do dtomo. No entanto, é possivel demonstrar que nestes casos a heterogeneidade na distribui¢do do indice de
refrag@o ¢ grande demais para tornar possivel os raios Opticos. Porém, para 6rbitas de maior raio as condi¢gSes de raios-6pticos
aumentam em aproximacdo ¢ a teoria de de Broglie aproxima-se do valor correto. No entanto, mesmo assim, se quisermos
tratar o problema de uma forma rigorosa, nés precisamos operar de acordo com os métodos da Optica ondulatéria e nio da
Optica geométrica. Alids, foi precisamente isto o que Schrodinger fez. A primeira coisa a ser notada, é que este tratamento
mais refinado, que foi elaborado por Schrodinger, fez com que as drbitas bem definidas idealizadas por Bohr perdessem o
seu significado preciso. N6s vimos que de Broglie havia identificado os raios de ondas com as possiveis Orbitas descritas por
Bohr. No entanto, em 6ptica ondulatéria os raios ndo sio claramente definidos e conseqiientemente é natural que um tra-
tamento baseado na Optica ondulatoria comunique as Orbitas do elétron um certo grau de incerteza. No entanto, devido a
grande complicagdo da dptica ondulatdria, as condi¢Bes de estabilidade das ondas, impostas por de Broglie, cessam de existir.
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Pouco antes de Schrddinger®, o fisico alemdo Heisenberg® publicou uma forma equivalente da mecanica quantica de
Schrodinger. No entanto, provavelmente por ter utilizado célculo matricial ao invés de equacGes diferenciais, a formulagao
de Heisenberg ndo se tornou tao popular quanto a de Schrodinger. No entanto, apesar destas duas teorias diferirem quan-
_to ao formalismo, as duas sdo formas equivalentes da nova mecénica quantica.

A seguir, nos apresentaremos o método seguido por Schrodinger :e que olevouaumamecinica quantica ondulatona ou
4 nova mecanica quintica.

2. A MECANICA ONDULATORIA DE SCHRODINGER

Iniciando uma discussdo sobre o 4dtomo de hidrogénio, Schrédinger colocou o seguinte problema: que espécie de ondas de
de Broglie podem existir permanentemente no campo de for¢a em torno do nicleo? Inicialmente Schrodinger dirigiu a sua
atencdo para ondas estaciondrias, ou vibragBes. As distribui¢des de ondas que Schrédinger visava, constituiriam os modos
de vibragdes das ondas de de Broglie no campo de forga nuclear. Estes modos deveriam representar os estados estdveis do .
atomo. Nesta época ja era conhecida a equagdo matemdtica que regia o comportamento de ondas em geral, isto ¢, ondas de
calor, ondas do mar, ondas sonoras, etc. Esta equagdo geral era uma equagdo diferencial que ji havia sido deduzida muitos
anos antes por d’Alembert.

Suponhamos que existe f(x,y,z,t), uma fun¢io de x, y, z e t, que para cada ponto do X, y, z do espago e a cada instante
de tempo t, ela define um estado de vibragdo de um movimento de uma onda. Sendo este o caso, entdo a fungdo f precisa
satisfazer a equaga‘io de onda de d’Alembert, isto &,

2 2
0% 9% 9% 19%f _

— 1
ax? ay2 9z* v? ot? )
onde v ¢ a velocidade de propagagdo das ondas no ponto X, y, z. A eq. (1) pode ser escrita como:
a2 32 0 . o2 f
2 -=—=0
( x * aZ V2 at2
ou simplesmente
2 1 9%f
Vif--——=0 )
v? at?

B, B,
ox?  dy? 0z?
onde as operagdes de derivadas sdo representadas pelo operador Vz, conhecido como Laplaciano.

Se agora n6s quisermos determinar as ondas senosoidais que podem ser formadas, entdo n6s precisaremos assumir que
f representa uma onda estaciondria definida como:

f = Y(x,y,z) cos 2mvt (3)
onde » ¢ a freqiiéncia das ondas em questdo. A fung¢do ¥ define a altura méxima, ou a amplitude, da vibragdo no ponto x, y, z.
A fungdo ¥ € desconhecida, mas se substituirmos (3) em (2) teremos

47 2V2

v?

v+ y=0 @)

A velocidade v que aparece na eq. (4) representa a velocidade de propagagdo das ondas de de Broglie de freqiiéncia v; no
entanto, para derivarmos a equagdo de Schrodinger n6s assumiremos que v representa a velocidade da onda. Esta aproxima-
¢do reduz o nosso rigor sem prejudicar o nosso objetivo.

As ondas que estamos considerando estdo associadas com o elétron que estd se movendo no campo de forga gerado pelo
proprio nicleo do dtomo. No entanto, nés vimos que a onda de Broglie num campo de forga comporta-se como uma onda
propagando-se num meio de fndice de refragdo varidvel n. Em cada ponto do espago o indice de refragdo é determinado pelo
campo de forga e pela energia E do elétron com a qual a onda estd associada. Neste caso, o indice de refragdo do meio, é
definido como

n= (& - V(X,y,;)]z -mac*)!? i
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onde mg € a massa do elétron em repouso e V € a energia potencial que o elétron teria no ponto X, y, Z, como conseqiiéncia

da forga de atrag@o nuclear. Note que o indice de refragdo pode ser definido como n = c/v onde ¢ é a velocidade da luz no
vécuo; por outro lado, a energia do elétron pode ser definida como & = hv. Sendo assim, € possivel reescrevermos a eq. (5)
como:

&2n? _[& - V(xy2)]* - mge? (6)
V2 h2c? - h2c?

Agora, se n6s substituimos na eq. (4) o valor de v?/v* dado pela eq. (6), n6s iremos obter a equagdo de onda de Schrédinger
na forma relativistica. Para simplificar, nés podemos simplesmente obter a equagdo nao relativistica de Schrodinger. Segundo
a aproximagdo cldssica a energia cinética é definida como & = moc? + E. Assim substituindo esta definigdo de & na eq. (6)
e desprezando o termo (E - V)?, entdo obteremos

2 2 E-V
EE= m;)lz[ ] (7)

<

onde E é a soma da energia cinética e potencial do elétron. Logo, vemos que E difere de & por ndo incluir a energia de repouso
2
mecC~.
Substituindo (7) em (4), obtemos a famosa equagdo de Schrodinger ndo relativistica, isto €

2
V2‘~1/+87;2m°[E-V]‘P=0 @®)
ou
2
S vysvy-Ey ©)
2m0

Esta equagdo de Schrodinger nos da entdo o comportamento da fungdo que representa a amplitude das ondas Y(x,y,z),
em cada ponto X, y, z do espago, quando a energia total do elétron no 4tomo for igual a E. Como E representa a soma das
energias cinética mais potencial, e como V representa a energia potencial determinada pelo campo de for¢a do nicleo, entdo, o
termo - (h?/2m,) v’ Y deve representar a energia cinética do elétron no atomo.

Apesar de termos derivado esta equagdo para o 4tomo de hidrogénio, ela se aplica a todos os sistemas onde as ondas estdo
associadas a um unico elétron, movendo-se num espago de trés dimensGes. No entanto, para cada sistema nds teremos uma
fungdo potencial V diferente.

Obviamente ndo é qualquer onda que satisfaz a equagdo de Schrodinger. Por exemplo, algumas consideragdes fisicas indi-
cam que a amplitude das vibra¢Ses ndo devem possuir descontinuidades de um ponto a outro no espago, e também nio podem
ser infinitas. Logo, como a fungdo Y representa a amplitude em cada ponto do espago, entdo, nds concluimos que ela e suas
derivadas (primeira e segunda) precisam ser continuas e nunca podem ser infinitas em qualquer regido do espago ocupado
pelas ondas. Sendo assim, as solugdes. da equagdo de Schrodinger precisam ser tnicas, do contrario a onda seria indeterminada.

A equagdo de Schrodinger ndo relativistica generalizada, pode ser escrita como

h _2 h o

~-——Vé¢+Vop=-= - 10

2m prve iat¢ (10)
onde

¢ = Yxyz) e Bt/
A equagdo relativistica seria dada por

2

—h’c2V2f—moc4f=aa—f 1)

t2
onde

f=x(xy,z) T(t)

Até este ponto nés tentamos mostrar como se chega a equagdo de Schrodinger através de uma seqiiéncia que possui uma
certa logica. No entanto teria sido possivel introduzirmos os conceitos desta mecinica ondulatéria simplesmente enunciando
uma série de postulados fundamentais e que resumissem as principais conclusdes aqui obtidas. N6s ndo procedemos assim
para podermos derivar a equagdo de Schrodinger. Porém, como conseqiiéncia da equagdo de Schridinger, apareceram uma
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sériec de novos conceitos cujos significados evolufram com o decorrer dos anos até ao presente. Por exemplo: se a fun¢io
de onda ¥ do elétron do hidrogénio, representa o seu comportamento, como seria entdo possivel calcularmos a distincia
entre o elétron e o nicleo? E a energia E do sistema? Tanto a distdncia como E sdo observéveis, isto é, podem ser medidas.
No entanto, com esta nova mecinica quintica apareceu o conceito de valor médio ou valor esperado de uma observavel. Estes
conceitos também evoluiram. Assim, € interessante resumirmos as conclusSes até aqui obtidas em termos de postulados que
deverdo ser considerados como ‘‘as regras do jogo”; entre estes nds enunciaremos alguns sobre os quais ndo falamos mas que
sdo necessdrios para que possamos tirar rapidamente proveito da nova mecinica quéntica.

3. POSTULADOS DA MECANICA QUANTICA

I. A todo sistema corresponde uma fung¢do de onda ¥(x,t).
I. A seguinte correspondéncia existe entre as varidveis dinamicas e os seguintes operadores:

varidveis operadores
x’y’z’t g x’y’zit
f(x,) > fxp)
h 2 h o h 9
Px,Pyo‘le - i_iK’i_iﬁoui_ZE (12)
h o
E - -7 % (13)

Assim, se substituirmos as varidveis acima pelos seus operadores equivalentes, podemos utilizar uma férmula cldssica e
adaptd-la & nova linguagem. Por exemplo, utilizando as equagdes cldssicas de movimento de Hamilton, podemos mostrar
que o Hamiltoniano H para um sistema consertivo ¢ dado por

H=T+V =E
onde E ¢ a energia total do sistema e T e V sao energias cinética e potencial, respectivamente. Uma forga é conservativa se
o trabalho W(A — B) feito pela forga para mover um corpo de A - B, for independente do caminho seguido para ir de A a
B. Um campo de forga central (isto é, um campo cuja grandeza é fungdo somente da distancia do centro) é um exemplo de

sistema conservativo. Sendo p o momento do sistema e sendo V a sua energia potencial que depende das coordenadas x, y € z,
isto é V = V(x,y,z), entdo teremos,

p2
H= 5 +V=E : (14)

onde p é o momento e m ¢ a massa da particula. Usando as regras acima, o Hamiltoniano pode ser reescrito como

B 9 2 B
{-H(Zﬁ+6§2+i§2)+‘1} ‘f’(xat)-Ta—t Y(x,t) (15)
ou
2
{- 5=V + V(0 } x,0) = E ¥0xt) (16)

Esta é a equagdo de Schrodinger para um sistema de 4 dimens3es: trés espaciais e uma temporal. O primeiro termo do lado
esquerdo desta ltima equagdo representa o operador correspondente a energia cinética do sistema, e o segundo termo repre-
senta a energia potencial do mesmo.

II. ¥(x,t) (onde x representa X, y, z) e suas derivadas primeiras, devem ser continuas, finitas e unfvocas.

IV. Y(x,t) deve ser normalizada, isto é

jH WJ” ij i \y*(x,t) Yx,t)dv=1 ' an

dv=dxdydz P
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ou simplesmente

j‘y*w dv=1

ou mais simplesmente

<yly> =1 (18)

O sfmbolo dv que aparece nas equagdes acima representa o elemento de volume: em coordenadas cartesianas dv = dx dy dz.
V. A cada observdvel corresponde um operador A. O valor médio < A > ou valor esperado deste operador ¢ definido como

<A>=j j s ¥*A Ydv
=fli/*A‘~Pdv 19)

ou simplesmente
<A> =<VYIAY>

Porém, se ¥ ndo for normalizada, entdo < A > ¢ definido como

<Y IAY>
= O
<A> VTYS (20)

Muitas vezes nés usaremos a notagdo < ¥ | Al ¥ > e nfo < ¥ | A ¥ > ; no entanto ambas as notagdes possuem o mesmo
significado. ‘ ) o

Desta forma, se conhecermos 2. fung¢do de onda de um sistema nés podemos calcular “praticamente” quase tudo a respeito
dele.

4. A EQUACAO DE SCHRODINGER PARA O ATOMO DE HIDROGENIO

O 4tomo de hidrogénio é composto de duas particulas, o elétron e o préton. Isto significa que para resolvermos a equagao
de Schrodinger para o 4tomo de hidrogénio, nés teremos que resolver um “problema de dois corpos™. Nestes casos, 0 que se
faz normalmente é reduzir o problema de dois corpos a um problema de um tnico corpo. Vejamos como isto pode ser feito.

Considere o tratamento cldssico de duas particulas de massas m; e m,, sendo m; a massa do-elétron e m, a massa do
préton. As posigGes destas particulas no espago, podem ser especificadas pelos vetores r; e r,, partindo da origem de um sis-
tema de coordenadas cartesianas, mostrado na Fig. 1. As coordenadas das particulas 1 e 2 sdo, respectivamente (X;,Y;,2;) €
(X2, ¥2, Z2). Entre as particulas 1 e 2 nés podemos tragar o vetor r=r; - r,, sendo que os componentes do vetor r n6s cha-
mamos de X, y e z, definidos como:

X=X2 -X; Y=Y2-Y1 222, -7 (21)
As coordenadas x, y e z sdo chamadas de coordenadas relativas ou coordenadas internas (vide Fig. 2). Em seguida traga-se
o vetor R da origem ao ponto C, isto €, ao centro de massa do sistema. Chamando as coordenadas do centro de massa de X,

Y e Z, n6s definimos o vetor R como:

R=1iX +jY+kZ z (22

Fig. 1. Posicionamento do elétron e do
pr6ton do hidrogénio, utilizando coor-
denadas cartezianas (x, y, z) e polares
esféricas {r, 0 e ¢).
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Pela definicdo de centro de massa para um sistema de duas particulas, podemos entdo definir X, Y e Z como:

m;X; +myXx m +m m;z; +myz

X 141 242 Y 1Yy 2Y2 Z 141 242 (23)
m; +m m; +m m; +m
2 1 2 1 2

As trés equagdes (23) sdo equivalentes a equagdo

R=m1r1 +m2r2 (24)
m; +m;

Além desta equag@o nds sabemos que
r=r, -1 ' (25)

Considerando as equagGes (24) e (25) como um conjunto de equagGes simultineas em fung¢do de duas varidveis ry e rp, nés
podemos entdo, resolver este sistema de equagGes e obter:

n=R-—22 ; (26)
my; +m,

=R+ 27
m; +m,

As equagGes (26) e (27) representam a transformagdo de coordenadas de X;,y;, 2, € X2,Y2,22,parax,y,ze X, Y, Z.

Agora, n6s jd podemos langar mio-dos Postulados da mecdnica quintica para escrever o Hamiltoniano para o dtomo de
hidrogénio, apds ter feito as devidas transformag¢Ges de coordenadas. Se nés representarmos a derivada de uma fungdo em rela-
¢d0 ao tempo por um ponto em cima da fungio, entdo a velocidade da particula 1 pode ser definida como:

dr, .
vV, =—-=1 28)
"Tar ! (
Para aplicarmos a equagdo de Schrodinger ao d4tomo de hidrogénio nés precisamos antes de mais nada escrever o hamilto-
niano para ele, isto é, nds precisamos conhecer a energia cinética do hidrogénio e a fun¢do que representa o potencial de inte-
ra¢do entre o elétron e o préton, isto é, a fungdo V.
A energia cinética T do 4tomo de hidrogénio, ¢ a soma das energias cinéticas das duas particulas, isto é:

1 e 2. 1 . 2
T= Em, ll'll +§m2|1‘2i (29)

Derivando as equagdes (26) e (27) em relagdo a0 tempo e substituindo estas derivadas em (29), teremos:

my

1 o m,
m; +my

T=5m R- r) (30)

. > m, o, 1 . m, . -
R ———1)+ = +——1 .
— 2t) R F 2r) 2m;(R - 2r) R+

Lembrando a defini¢do de um produto escalar de dois vetores, entdo R-R=IRef-i=Itl ;; usando estas definigGes,. a e-
quagdo (30) pode ser reescrita como

1 +e2 1 mm; .2 :

Sendo M a massa total do sistema, isto €,
M=m; +m, (32)

entdo, podemos definir a massa reduzida 4 do sistema de duas particulas como

My ;
m; +m, (33)
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Usando (32) e (33) n6s podemos reescrever (31) como

T= LMIRE+ 7# H

[ ]

(34)

O primeiro termo em (34) é a energia cinética devido ao movimento de translagdo de todo o sistema de massa M, isto €, do

dtomo de hidrogénio. O segundo termo representa a energia cinética correspondente ao movimento interno das duas particulas.
(elétron e préton), que formam o hidrogénio.

Note que
. d d.
|rl—larl¢a—lrl - (35)

No infcio das nossas discussdes nés tinhamos definido seis coordenadas x, ,X;,2;, X2,Y2,Z3 € conseqilentemente podiamos
definir seis momentos lineares correspondentes:

pxl =IMEXp,ye0 0 p22 =m,Z,;,e€etc.

Da mesma forma, agora nos podemos comparar (29) com (34) e utilizar as seis novas coordenadas x, y, z, X, Y, Z para
definir seis novos momentos, isto é

p, = X p, = kY p, = uZ
=MX = MZ

1l
Z
=

o

Sendo assim, € possivel entdo definirmos os dois novos vetores momento como

IMX + MY + KMZ

Py (36)

Py =k +juy+kuz @37
Substituindo (36) e (37) em (34) n6s obtemos

oyl , 1p,f 58
2M 2u . (38)

Uma vez conhecida a expressio para a energia cinética do hidrogénio, nds estamos entdo em condi¢Oes de escrever uma

expressdo cléssica para o Hamiltoniano (energia cinética + potencial) deste 4tomo, Como o potencial de interagdo V, entre o
elétron e o préton, é puramente couldmbico, teremos que:

<
(X2 +y2 +ZZ)1/.2 (39)

onde Z é o nmero atdmico do dtomo, -e? éo produto das cargase (x? +y> +22)!2 éa distancia entre o elétron e o préton,

neste novo sistema de coordenadas, onde o préton encontra-se na origem. Logo, conhecendo T e V nbs podemos fazer uso de
(38) e (39) para escrever H, o Hamiltoniano do sistema:

ipy!* Ip,I°
=Mt 3 Y

_1_ 52 2 2 1 2 2 2
=om Px tPy TPt 5 (et tp)HV (40)

Usando os Postulados da mecanica quantica, n6és podemos substituir os componentes dos momentos pelos seus respectivos
operadores e obter a seguinte equagio de Schrodinger para o 4tomo de hidrogénio:

R _2 R
{- 5=V W ch +VO) Y (xX,t) = FT‘P (x,X,t) “1)
2 2 % @? 2 _ 9% 9% 27
V=Ea(—+— +— ; =(—+ — + —
G ? oy* 2z V= tav Yoz
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Isto € possivel, uma vez que o sistema é conservativo, pois o potencial ndo depende do tempo. Nestas equages Et ¢ a energia
total do atomo, isto é, energia cinética mais energia potencial e os simbolos x e X sd@o usados simplesmente para representarem o
conjunto de coordenadas x,y,ze X, Y, Z, respectivamente. Se agora assumirmos que a fungdo ¥ pode ser definida como

Y (X0 = v(x) ¢(X)7(1) 42)

e se substituirmos (42) em (41) iremos obter

i h?
90X {- 5 V2 VO I+ ¥ ) { -5 V.1 900 = EL(x)$(X) “43)
Dividindo ambos os lados da equagdo pelo produto ¢, teremos

T L2 T V@I Y00 - 5 2 6=k (44)

Note porém que (44) é uma equagdo diferencial composta pela soma de duas outras independentes entre si. Assim, podemos
supor que

Ep=E+Eg (45)

Considerando que a energia total E. é constante, entdo € possivel separarmos a equagdo diferencial (44) em duas outras:

mvzg HX) = Ecg HX) (46)
h2
- om V2 + V() } y(x) = E ¥(x) (47)

A equagdo diferencial (46) é a equagdo de Schodinger para uma particula de massa M = m; + m,, que se desloca no espago,
livre da agdo de um campo de potencial (isto é Vg = =0) ou, o que € equivalente, sob a a¢do de um campo de potencial cons-
tante que no caso € nulo: ela é a equagdo de Schrodmger para uma “‘particula livre” e de massa M. Toda sua energia E g aparece
sob a forma de energia cinética. A segunda equacdo diferencial, isto é, eq. (47), é a equagdo de Schrodinger para o elétron
do 4tomo de hidrogénio. Este elétron teve sua massa corrigida de m, para g = (m, m,)/M

A energia potencial V(x) é dada simplesmente pela interagdo couldmbica do elétron com o préton do nicleo, isto é

Ze? Ze?

= 48
(x2 + y2 + y2)1/2 T ( )

V() =-

onde r é a distdncia entre o elétron e o préton e Z é numero de cargas do nicleo, nimero atdmico (no caso do hidrogénio
Z=1).

Neste caso, o campo de potencial dado por V(x) é isotrépico e varia simplesmente com o inverso da distincia entre o elé-
tron e o nicleo; este é um caso tipico de problema de uma particula sob a a¢gdo de um campo central.

No momento nés ndo estamos interessados no movimento de uma particula livre no espaco mas sim, na equagao que des-
creve o comportamento do elétron no dtomo. Por conseguinte, deixaremos a eq. (46) para ser discutida em outra ocasido e
iremos concentrar a nossa atengdo na eq. (47); assim, a equagdo que representa o elétron no dtomo de hidrogénio pode ser
escrita como

(- 25‘5 V2 + V() } ¥(x) = E $(x) 49)

ou mais explicitamente

w92 82 Ze?
ot 5+ D). Gy ey Vo) =B by 2) (50)

A equagdo (50) é comumente conhecida como a equagdo de Schrodinger para o dtomo de hidrogénio (quandoZ = 1),
onde E é a energia eletrdnica total do elétron do dtomo de hidrogénio. Resolver a equagdo de Schrodinger significa achar
uma férmula analitica ou numérica para a fun¢do de onda. Em geral, a resolugdo da equagdo de Schrodinger é bastante dificil.
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Na realidade, somente para poucos casos é que conhecemos solugGes analiticas exatas para esta equagdo. No que diz
respeito, a 4tomos, até o presente momento sé conhecemos solugGes exatas para sisternas com um Gnico elétron como é o caso
do dtomo de hidrogénio; entre as moléculas, um exemplo é o fon H3 para o qual as solugSes exatas sdo conhecidas.

Em outras palavras, somente conhecemos solugSes analiticas exatas para sistemas atdmicos ¢ moleculares que possuem
um unico elétron.

A esta altura s6 nos resta resolver a equagdo de Schrodinger para o hidrogénio, isto €, achar a fungdo de onda Y(x) para o
hidrogénio. Como o d4tomo de hidrogénio tem simetria esférica entdo serd conveniente trabalharmos com coordenadas Polares
Esféricas ao invés de Coordenadas Cartesianas.

Utilizando as relages abaixo z

X = rsend cosp

y = rsenf sen¢g

z = rcosd

2= x2+y? +22 centro de (51)

massa elétron
3 //
J,/
] .

Fig. 2. Coordenadas internas para o o e r
elétron do &tomo de hidrogénio. Neste .
sistema O préton encontra-se na origem. proton - o
A massa do proton é cerca de 1800 Yy
vezes maior do que a do elétron e por
esta razdo o centro de massa do sistema (v )
estd muito proximo do préton,

*/

. 2 . .
podemos mostrar que o operador Laplaciano V  neste novo sistema de coordenadas sera

_ 190 , 0 1 0 0 1 92
V== @2 2)+ —(senfd =)+ —nr — 52
r? or @ ar) r’senf 80( ae) r?sen20 3¢> (52)

Representando o conjunto de coordenadas, 8, ¢ por r, n6s podemos reescrever a equagdo de Schrodinger para o hidrogénio
como

B 13y 12

2u r?3r  ar  r’send 36

(send a% )+ = aT:} Y(r) + V(r) Ur) = E¥(r) (53)

r’sen?8 3¢

De agora em diante o nosso objetivo serd achar a fun¢do Y(r) que satisfaz a equac¢do diferencial (53). Para tal, n6s supomos que
Y(r) pode ser representada por um produto de trés fungdes, isto é

Hr)=R(r) © (6) 2 (9) (54)

Com isto nés estamos supondo que a fungdo R s6 depende de 1, e que as fungdes © e & s6 dependem de @ e ¢, respectivamente.
Substituindo (54) em (53), teremos

B 09 3 d,,, RO @
o {-rT 5 (send §§)®+ ~—— 0} +V(r) RO® = EROG (55)

12 sen?0 9¢?

0 dR 9
2 )R R 2
( ar) 2 senf 80

Dividindo toda a equagao (55) pelo produto R (1) © (8) & (¢) e rearranjado, teremos que

2
B 1daae, 1 o
2u r*Ror  or Or?send 90

(send a% o+ ¥ 1 ivm)=E (56)

r?sen?6

Ora, como esta equagdo diferencial (56), na realidade é composta por trés outras, isto €, uma que s6 depende de r, outra
‘e;n 6, e outra em ¢, entdo € conveniente desmembré-la em trés outras equagdes; para tal, basta multiplicarmos tudo por
r?sen’0 e rearranjarmos os termos obtidos. Fazendo isto, obtemos:

"

LS ]

sen?6 9 senf 9
{- R 7

2 0 2 2u
2 (? 2R -¥ 9 (eng 210} + 2* (V - E) r?sen?d =
a 3R 5000 500t F (V- By rsen’o

o |
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Na eq. (57), 1, 8 e ¢ sdo varidveis independentes; porém, como o lado esquerdo desta equag@o depende de r e 8, e ¢ igual
a uma equagdo que s6 depende de ¢, entdo é Gbvio que esta igualdade s6 poderd ser satisfeita quando ambos os lados forem
iguais a uma constante que por conveniéncia chamaremos de -m?. Matematicamente esta constante é chamada de constante
de separagio. Sendo assim, teremos que

0D 2 Dy 2 v -y sen® - 20 2 oenp 2y -2 - (58)

Lembrando que o potencial s6 depende de r, n6s podemos entdo separar a equagao (58) em duas outras, isto é

2 2 2ur _om?
‘ﬁg’( )R+ V() -E) - {mﬁ( -0) sen20} 0 (59)

"=-m?9 (60)

Entretanto reescrevendo a equagdo (59) e procedendo de forma andloga n6s iremos obter

1 2
2-R+ — nB—@-
Rar( ) S\ @) n089( ) send

=-b 61)

Sendo que neste caso a constante de separagdo é — b,
Usando (60) e (61) nés podemos dizer que todo o nosso problema de encontrar a solugdo da equagdo de Schrédinger
resume-se na procura das fungdes R, © e $ que satisfazem as equages

¢'=-m?Q (62)
sen 0 dG ©63)
d ,d 2# 2 _o

{a(r p» —)+ 2 (E-V(@ }R 0 (64)

Uma vez résolvidas estas equagSes nds teremos encontrado ¥ que nada mais € do que o produto R © ¢ e teremos, entdo,
a fungao de onda que descreve o comportamento do elétron no dtomo de H. Veremos também que como conseqiiéncia, nés
iremos encontrar trés contantes que serdo os nimeros quédnticos.

5. 0 NUMERO QUANTICO MAGNETICO, mg.

A equagio que contém a dependéncia da fungdo de onda em ¢, pode ser resolvida facilmente pois, & tem que ser tal que,
derivada duas vezes dé ela propria multiplicada por m?. Por inspe¢do da equagdo (62), vemos que de uma forma geral, & pode
ser definida como

® (¢) = Netimo 0<¢<2nm (65)

onde N é uma constante qualquer. A fungdo (65) é uma solugdo aceitdvel, uma vez que substituida em (62) obtem-se:
(e+1m¢) = (+ im e*im@) = _ 2 etimd - _ 24
d¢

A solugdo mais geral de (62) seria dada pela combinagao linear das solugGes particulares, isto é, & =aeiMm® + pe-im®, Porém,
tomaremos como solug@o a exponencial com sinal positivo, ou seja
b =eimé 0<¢<2nm (66)
Que é ¢? E aparte da fungio de onda do 4tomo de hidrogénio que contém toda a dependéncia angular em ¢. A fungdo ¢
deve ser normalizada 4 unidade (Postulado IV). Para que esta condigdo seja satisfeita, basta escolhermos a constante de norma-
lizagdo N, tal que < 1 d>=1.
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Este valor de N pode ser calculado facilmente, pois

r2T
<olp> = N? (eim®)* eim¢ dg
JO
~2T
= N? e"im¢ ¢imd d¢
JO
~2T
= N2 dg=N22n=1
Jo
< N= (1_)1/2 67)
2

Logo, usando (66) e (67) n6s podemos definir a fun¢do ¢ normalizada, como

® (@) = eim@ 0<¢ <27 (68)

Além do mais, o Postulado III nos diz que ¢ precisa ser univoca, o que implica que

() = o(¢ + 2m) (69)
ou
______ eim¢ _ 1 eim(¢+2m)
AL NAVL)
isto é

ei2m = ¢og 2mm + isen 2mm = 1 (70)

Note que a parte imagindria da equagdo (70) deve ser nula a0 mesmo tempo que a parte real é igual a unidade. Para Que..
esta equagdo seja satisfeita, isto é, para que sen(2mm) =0 e a0 mesmo tempo cos2mm = 1, é necessirio que m seja igual a
0, £ 1, £ 2, 3, etc. Ou seja, a fung¢do dada por (68) s6 serd uma solugdo da equagdo (62) quando a constante m for igual
a um destes valores discretos. Isto equivale a dizer que a dependéncia em ¢, da funcio de onda total, é quantizada. A cons-
tante m é um “ndmero quintico” denominado “nimero quintico magnético”. Como j& conhecemos &, podemos dizer que
¥(r) j4 pode ser escrita como

_ 1 imég . =0,t1,£2.. . (71)
! Y(r) \/2_”e new® 0<p<m

O significado do nimero quintico magnético e suas implicagGes serdo discutidas mais adiante e em outras ocasifes. A
seguir n6s mostraremos como resolver a equagdo diferencial em 0 ; isto nos levard naturalmente ao conceito de um novo niamero
quantico, conhecido como “niimero quantico azimutal™.

6. 0 NOMERO QUANTICO AZIMUTAL, ¢
A dependéncia em 6 da fungdo de onda ¥ € dada pela fun¢do © que satisfaz a equagdo

1 d m?

senf d6

{ )}©=0 , ' (72)

d
senf —)+ (b -
( dé )+ send

m=0,+1,+2, ...
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Antes de resolvermos (72), convém reescrevé-la e efetuar uma mudanga conveniente de variavel.
Note que

(—;16 (send d%)@ =sen 9 ©" +cos § © (73)

Logo, substituindo (73) em (72) a equagdo diferencial para ©® pode ser reescrita como

0"+ Y g 4 (74)
sen0
Agora, se fizermos uma pequena e conveniente mudanga de varidvel, isto €, definindo
X = cosf ) (75)
entdo, teremos que
d90)-= —-@ cos™!x
T 0= ( )
ou simplesmente
©' (0)=-send @' (x) =~ (1 -x%)"? @' (x) (76)
Procedendo de forma andloga, a derivada segunda de © serd
©" () = senf @" (x) - cosd @ (x)
= (1-x2)0" (x)-x0"(x) an
Utilizando (75), (76) e (77) n6s podemos reescrever (74), mas agora em fung¢do de x:
2
(1-x2)®”(x)-2x®'(x)+(b-1m—2)®(x)=0 (78)
ou, dividindo por 1- x2, teremos
" 2x ; b
o - 0+ = 79
o e )

Se agora introduzirmos uma nova fungdo Z(x), tal que

o(x) = (1 - x*)™/2 Z(x) (80)

entdo, teremos que

2

() =(1-x*)™2 {Z'- lﬂZ} (81)

1-(m-1)x2

0"(x) = (1-x?)m/2 (z" . 20X 71 z 82

(==X (27 R 2w ) (82)
Substituindo (81) e (82) na equagdo (79), obtemos

(1-xHZ"-2m+DxZ'+ {b-m(m+1)}Z=0 (83)

Até o momento ainda ndo conseguimos achar a solu¢do procurada; n6s simplesmente definimos uma nova variével e uma
nova fungdo de tal forma a transformar a equagdo (72) na eq. (83). Porém, aqueles que estdo familiarizados com as “equagdes
diferenciais de Legendre”, j4 podem notar que a equagdo (83) pode ser obtida se derivarmos m vezes a equagdo diferencial de
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Legendre, definida como:
(l—x’)P ) - 2xPQ(x)+92(Q+1)PQ(x) —0 2=0,1,2,... (84)

onde Py (x) representa o polindmio de Legendre de ordem £, definido pela seguinte férmula geral, conhecida como férmula de
Rodngues para os polindmios de Legendre :

P = = —T( x - 1)t (85)

Observe que derivando a equagdo (84) m vezes, obteremos
(1 —x?)Pp(m*2) —2(m + 1) x PQ(m”) +{2@+ ) -m(m+1)}P™ =0 (86)

onde PQ("‘”), PQ(m’”l) etc., representam o polindmio de Legendre de ordem £ derivado mi2 vezes, m+1 vezes, etc. Se definir-
mos uma nova fun¢do y(x) como

y(x) =Pg(m (87)
¢ substituirmos (87) em (86), teremos

A -x)y" -2m+Dxy'+ {L®@+1)-m(m+ 1)}y =0 (88)
Comparando esta equagdo diferencial (88) com a do nosso problema, isto €,

(1-x*)Z2"-2(m+1) xZ'+{b—m(m+1)}Z=0 (89)

vemos que estas duas equagdes sdo idénticas, isto é: Z(x) = y(x) é uma solugdo para a equagdo (89) desde que a constante b,
que aparece em (89), seja definida como

=Q@®R+1) (90)
Desta forma, fazendo uso de (89), (88) e (87) n6és podemos dizer que

Z(x) = y(x) = Py(m) on
Mas, com o auxilio de (91) e fazendo uso da defini¢do de ® (x), dada por (80), nés podemos concluir que a fungdo ®  pode
ser definida como:

e(x) = (1 -x2)™/2 p(™ (x) 1)
=4 (1 -x? )m/z e PQ(x) PJ'(x) ©2)
Ou ainda, utilizando sub-ndices em © (x) para indicar a dependéncia de ® com £ e m, teremos
O ()= (1 —x?)m/2 Pom) ()
Por outro lado, como x = cosf, entdo
m (cos8) = sen™g Po(™) (cos 6) 93)

A fungdo P,(™ ¢ conhecida como a fungdo de Helmholtz; a fungdo PQ (x), que aparece em (92) ¢ conhecida como poli-
ndmio Assocm%o de Legendre de ordem m.

Que é Oy m(x)" Quando comegamos a resolver a equagdo de Schrodinger para o dtomo de hidrogénio, haviamos definido
¥(r, 0, ¢) = R'© & como sendo a fun¢do de onda do hidrogénio. Logo, a fungdo © que aparece nesta definigdo, é justamente
a parte da fun¢do de onda do hidrogénio que descreve a dependéncia de ¥ com o dngulo 8. Note que para Im! > ¢ teremos que
©9.m =0, uma vez que P, € um polindbmio de ordem & ; obviamente, se derivarmos m vezes um polindmio de ordem £, e se
Im|>¢ entdo a derivada de ordem m ser nula; isto €, no nosso caso

m
X

,m
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Assim, n6s verificamos que os valores do médulo de m estardo restritos ao intervalo 0 < I ml < ¢, Na realidade, quando
achamos ¢ nds vimos que o nimero quintico m deveria ser nulo ou +1, +2_ etc.; porém, como o valor miximo de m depende
de £,isto é Iml| < ¢, entdo, ao invés de m, é conveniente escrevermos mg, onde o subindice £ representa esta dependéncia de
m com £,

A fung¢do Og 0 deve ser normalizada, isto ¢ < ©g 9 1Og.m 9 > = 1;sendo assim, teremos que

T,
<@le>=N? J PQmQ (cosh) PQmQ (cosf) send df = 1
0

+1 2

8+ D) (R-m)! J172 (94)
N={ 2(L + m)!

a constante de normalizagdo N s6 € definida para | m|< %, uma vez que ndo se define o fatorial de um nimero negativo.
Finalmente concluimos que a fun¢do GQJ“Q (cosf) normalizada, serd

GQ,mQ (cosf) = { (222+(;)+(Q Y m)! i PmQ (cos) (95)

Fazendo uso de (71) e (95), a fungdo de onda do hidrogénio pode ser escrita como

46,09 = 1202 17 R @) Py (oost) om0 (96)

A dependéncia da fungdo de onda em 6 é também quantizada, uma vez que ela s6 ¢ definida para certos valores inteiros de
£; € é conhecido como “nimero quintico azimutal”. Resta-nos agora resolvermos a equagdo (64) e encontrarmos uma
expressdo analitica para a fungfo radial R(x).

7. 0 NOMERO QUANTICO PRINCIPAL, n

A fun¢do R(r) € a solugdo da equagdo diferencial (64) ¢ nos d4 a dependéncia radial da fun¢do de onda do 4tomo de
hidrogénio. Se nesta equagdo substituirmos a constante b pelo seu valor, entdo (64) pode ser reescrita como

(G @ g+ 1 €=V - o IR =0 | ©7)

ou entdo,

Q(Q+1) 12

(R + 2R} + 2 (B V() - )}RQ_O | (98)

Para resolvermos esta equagdo, convém efetuarmos algumas mudangas de varidveis, definindo

472 2
_ ue'Z _ nag - b 99
E=- hn? =3z ° 2o uel? &)
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onde n é uma constante qualquer, a ser determinada. Utilizando (99) n6s podemos reescrever (98) como:

" 2 1 2R+1)
Ry @)+ 5 Ryo)+( -3~ —

YRy(5) =0 (100)

Para resolvermos a equagdo diferencial (100) n6s utilizaremos um método diferente daqueles empregados para as equagdes
em 0 e ¢. Neste caso nés iniciaremos o nosso estudo fazendo uma anélise do comportamento assint6tico (para valores grandes
de p) da equagdo radial; assim, no limite do p > °°, a equago diferencial (100) reduz-s¢ a

rn, 1 .
RQ(P) vy RQ(P) (101)
cujas solugdes sdo
R, (p) = etp/2 102)

Considerando que um 4tomo € finito, entdo a fun¢do Ry (p) deve ser tal que

lim Rg(p) =0

p>oo

Obviamente, quando esta condigdo ¢ imposta: somente uma das soluges (102) ird satisfazé-la; isto é, a solugdo assint6tica
aceitdvel para (100), serd

Ry(p) = eP/2 (103)

Esta escolha prende-se também ao fato de que a fungdo de onda V¥ (r) precisa ser quadraticamente integrdvel; obviamente
Ry = eP/2 ¢ uma solug@o que ndo satisfaz a condigdo de contorno

lim Rg(p) =0

p>o0

Aintegral < ¥ | ¥> = 1 deve ser interpretada como sendo a probabilidade de encontrarmos o d4tomo de hidrogénio contido
no volume dado; “‘como (por defini¢gdo) o 4tomo estd contido neste dado volume, entdo, a probabilidade de o encontrarmos 14,
¢ obviamente méxima, isto é, < ¥ | ¥ > = 1, uma vez que por defini¢gdo, 0 mdximo valor da probabilidade é um”. Como a
fungdo que satisfaz (100) comporta-se assintoticamente como e~ P/2, isto nos sugere que devemos procurar uma solugdo geral
que seja finita, na forma de um polindmio mutiplicando esta exponencial, isto é

Ry (o) = f(p)eP/2 (104)

onde f (p) é justamente a fungdo polinomial a ser encontrada. Substituindo (104) na equagao (100), teremos

2R+ 1
( * )}fg(p)=0 (105)

n 2 1] ( "1
)+ (G- Do+ (22228

Considerando que { pk*P }3’é um conjunto completo, é possivel entdo definirmos fg (p) como

foe)= = Ay o< | (106)

A fungdo f (p) serd definida precisamente, depois de acharmos um valor para o indice p e os valores dos coeficientes A . Para
tal, n6s comegamos calculando f;z(p) e f,'z' (), simplesmente achando as derivadas da eq. (106), isto é

fo (0) = Z (k+p) A pk+p-1 (107)

@)= Z (c+p)(k+p-1) Ay pkrp-2 (108)
=0 .
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Usando (106), (107) e (108) na equagdo (105), e rearranjando os termos, nos iremos obter a seguinte série infinita

z {[k+p)(k+p-1)+2(k+p)- UL+ 1)]pk+f"2+(n-k—p—l)p“*P\'l}Ak=0‘ (109)
k=0

Para k = 0, o primeiro termo de mais baixa poténcia de p em (109), serd

{p(p-D+2p-20+1)} Ao (110)

No entanto, como € necessdrio que tenhamos Ay # O e que

{p(p-1)+2p-R"R+1)} A =0 (111)
entdo, a condigdo (111) s6 serd satisfeita se

p(p-1)+2p-2+1)=0 (112)

L pP+p-+1)=0 (113)
Os valores do indice p que satisfazem (113), s3o

p=2% ou p=-(t+1) (114)

Porém, fazendo uso de (106), a condig¢do p = — (£ + 1) implica que

)=z Ay pk (D (115)

Esta solugdo ndo ¢ fisicamente aceitdvel, (por que? lim fp (o > 0) = 07 quahdo p= — (2 + 1), fy (p) € quadraticamente
integrdvel?). Resta-nos entdo a solugdo p = £, para a qual teremos

f6)= T Ay okl (116)

St E Ak
k=0

ou ainda, utilizando a eq. (104), teremos que

Rg(p) =¢P/2 g% = Aot (117)

Sabendo que p = £, nés podemos usar este valor na eq. (109) e obter uma série infinita de poténcias de p. Para que a soma de
todos os termos desta série seja nula, € necessdrio que cada coeficiente de uma dada poténcia de p, seja nulo. Assim sendo, para
os dois primeiros coeficientes de menor poténcia de p n6s teremos:

M—2-1DA+2(R+1)A, =0 (118)
hM-2—-2)A, +(4(2+1)+2)A, =0 o (119)
Procedendo de forma anédloga para os outros coeficientes, observaremos que todos eles obedecem a seguinte equagdo geral:
n—2—-k—-DA +{2k+D)ER+D+kk+1)} A4 =0 (120)
Analisando (118) nés observamos que se for possivel conhecér Ay nés poderemos utilizar a férmula de recorréncia (120) e
calcular A, ; com A, calcularemos A, etc., até conhecermos todos os coeficientes A, da série, para um valor qualquer de k.

Porém, como a solu¢do dada pela equagdo (117) deve ser finita, entdo a série que nela aparece deve ser finita; analisando (120)
nés vemos que isto é possivel desde que tenhamos

n-2-k-1=0
~ n=k+0+1 (121)
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Impondo esta condigdo, o coeficiente do termo Ay serd zero, e por conseguinte, o coeficiente A, ,; serd necessariamente nulo,
assim como todos os outros coeficientes de indice > k + 1,isto é, Ay, = Ay 3 = ... =0.

Como k e £ sdo nimeros inteiros, entdo n serd necessariamente um niimero inteiro. Desta forma, (117), s6 serd uma solugdo
da equagdo (97) para certos valores de k, ao qual dd-se o nome de nimero quantico radial, enquanto n € o nimero quéntico
total ou nimero quéntico principal.

O numero quintico principal n, ndo s6 define as possiveis fungdes radiais do 4tomo de hidrogénio, como também quantiza
os valores permitidos da energia eletromca Isto pode ser visto através da equagdo (99) que define a energia eletronica do
hidrogénio, em fun¢fo do nimero quintico principal. Fazendo uso de (99), nés entdo concluimos que a energia do elétron no
dtomo de hidrogénio, segundo a teoria de Schrodinger, é dada por

2
E, = - peZ
2n?h?
ou
7 ¢?
= e — = 122
E, ST e Ln3. (122)

Sendo assim, nés observamos que a teoria de Schrodinger é equivalente 2 de Bohr'?, pelo menos com relagdo aos possiveis
valores de E, , para o 4tomo de hidrogénio.

Alem do mais, como k e £ podem ser 0, 1, 2, etc., entdo, analizando (121) n6s vemos que n serd necessariamente um nimero
inteiro com valores n = 1, 2, 3, . Porém, como n = ¢ + k + 1, entdo para n = 1, teremos que £ = k = 0; usando estes valores de £ e
k em (117), é possivel definirmos R, g como

Rip(p) =e P2 A (123)

onde os indices 1 e O representam os valoresden=1 e 2= 0.
Paran =2 podemoster2=0e k=1, 0u =1 e k =0. No primeiro caso teremos que

Ryo(0) =e™P/2 Ag + Ayp (124)

Utilizando a equagdo (118) paran =2 e £ =0 poderemos calcular A; em funcio de A, , ou seja

A =- %Ao (125)

Conseqiientemente, substituindo este valor de A, em (124), teremos

Rap (0) = e P/2 Ag(1-5) (126)
Analogamente, paran=2e quando 2 = 1 e k = 0, nds teremos que

Rz (o) = e P2 P A . (127)

De uma maneira geral, procedendo de forma andloga n6és podemos calcular R, ¢ (o) para qualquer valor de n e ¢; note
porém, que em todos os casos, R, ¢ (p) depende de A,.

Se compararmos as diferentes fungaes Ry, ¢ nos veremos que (a ndo ser p Qr uma constante multiplicativa envolvendo Ay)
estas fungdes diferem muito pouco dos polindmios associados de Laguerre, L (p) que podem ser definidos pela seguinte
férmula geral de Rodrigues

P ,-P 4m
P el p d - +
Ly ()= —5 a;,;(e P pm*P) (128)
onde m e p sdo ndmeros inteiros e positivos quaisquer. Conseqiientemente, fazendom =n — £ — 1 e p = 28 + 1, n6s podemos
substituir a soma que aparece em (117) pela equagdo (128) e definir R, ¢ como

- 20+1 ' ‘ '
Rog(e) =2 o L o' (o) (129)

Desta forma a constante A, que aparece nas fungdes R, o, Ry 9, €tc., que definem R, ¢, pode ser calculada se no6s
normalizarmos as fungGes R, ¢ ou entdo utilizando a seguinte propriedade dos pohnomlos associados de Laguerre:

20+1 (n +9)!

Lo O = Goenrae

(130)
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Se n6s quisermos calcular Ay normalizando as fungGes R, 2, entdo serd necessdrio calcular a seguinte integral
<Rpg IRy > = N2fo IR, of 1 dr

131)
Fazendo uso de (99) teremos que
dr=~dp i32)

onde & = 2z/na,. Fazendo uso de (99) e (132), para fazer a mudanga de varidveis em (131), n6s iremos obter

<Ryg IRy > =N f p* IRy g 1%dp
70
_ N2 T agep 2041 20+1
- o J; e P p Ln -£-1 () Ln-Q—l (p) dp

(133)
o 2@+ 9)!

Cm-2-1)!

,N_ (Lt
T 2n (n + 2)!

(134)
onde N ¢ a constante de normalizagdo das fungGes R g, e a = 2Z/nay . Na resolugdo da integral (133) noés fizemos uso da
seguinte formula geral

N +p)!
J; exxp”Lﬁl(x)Lﬂl(x)dx=(2m+p+l)(—mnTp)—

(135)
_ Conhecendo a constante de normaliza¢do N, n6s podemos fazer uso de (129) e (134) para definir as fun¢des R, ¢ normali-
zadas, como:

3 —90 1)
Ry o(p) = {L_(.u_l_)'}% e P12 o8 20+1

L 136
Mm@+ n-2-1 ) (136)
A equagdo (136) pode ser reescrita em termos de r ao invés de p, se fizermos uso de (99); sendo assim, termos

& (n-2-1)! 122 ar 2 .28+1
= [ A - /2
R, o) n @F)! } e (ar) Ln_Q_l(ar) (137)
| '.
08 |
2Z l||10

Q= —a; 07 l‘.
0,(;‘

n=1,2,3,... |20
0,5-“

£=0,1,2,...,n-1

Ru(r)

04 »\.
\

Fig:3. FungBes de onda radiais Rn,Q(') para o &tomo de hidrogénio

para n= 1, 2, 3. Cada curva é designada por dois algarismos que
representam 0s valores de n e de £ Note que para cada fun¢do exis-
tem n — £ — 1 modos.

18 a0
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8. AFUNGAO DE ONDA DO HIDROGENIO, ¥, ¢ .. : os Orbitais

Inicialmente n6s haviamos definido ¥ como um produto das fungdes R, © e &.Sendo assim, fazendo uso de (68), 95) e
(137), nés podemos definir a fungdo de onda eletronica do 4tomo de hidrogénio, como:

@ (n-2-1) 28+ 1)(2-Imgh! ji2

— -ar/2 2
Yoy 800 = ITZG@T T Tam@ ¢ Tmg))! e (ar)

x 1281 (ar)leQl(cosﬁ) cimed (138)
n-£-1 L
0<r< o= n=123...
o<os<mn ¢=0,1,...,n-1
0<¢ <2 mg = 0,%1,%2,...
ou ainda
mg
¥n2mg= Rag () Yy " (6,9) (139)

onde as fungSes Yo o, 2 (8,9) sdo conhecidas como Harmdnicos Esféricos, e definidas como

1
AVAP) 4

Y, L(6,9) Og,m  (6) €29

22+ 1)@ - Imgl)! } pP™ (cosB) eimg® (140)
4m 2+ Imgl)! £

Como os conjuntos de fungGes {@mQ

}, {@g ...} e { Ry ¢} sdo ortogonais, entdo a fungdo ¥ serd também ortogonal.
Resumindo estas propriedades, teremos: me

mg | my ~
< YQ YQ: > = 6Q,Q' amQ»mS’Z (141)
<Ry IRy > = 85y (142)

[

L

< VY y mo m
n,2mg (r) N}n',Q',mQ(r) > =< Rm’QYQ IRn"Q"YQ >

mg my
< Rn,Q IRn',Q'> < YQ |YQ >

1}

= 6n,n'6Q,Q' SmQ,mQ (143)

Agora que conhecemos a solugdo da Equagdo de Schrodinger para o 4tomo de hidrogénio, j4 estamos em condigGes de
definir e estudar uma série de propriedades relacionadas com o mesmo. As fun¢Ges de onda para o hidrogénio (ou para
dtomos ou fons atdmicos com um unico elétron) sdo definidas através de (138) férmula geral para ¥, ¢ n, o. Cada conjunto de
n, 2, mg define uma fungdo de onda, que por sua vez representa um dado estado eletronico do 4tomo. Quando n ¢ igual a um,
no6s dizemos que o elétron estd na camada K. As camadas eletronicas K, L, M, etc., correspondem respectivamente an=1, 2, 3,
etc. As fungGes de onda de um unico elétron sfo comumente chamadas de orbitais. Assim, ndo é correto referir-se a “orbitais
de dois elétrons”. Orbitais correspondentesa £ =0, 1, 2, 3, 4, 5, etc., sdo conhecidos repectivamente, por orbitais s, p, d, f, g, h,
etc., omitindo-se somente a letra j. Assim, a fun¢do de onda correspondente an=2,8% =1, mg = 0 € representada por ¥;,5,0
ou simplesmente, fungio 2p.

A designacdo destas letras (s, p, d, f, g, etc.) prende-se & terminologia inglésa utilizada por espectroscopistas que 'distinguiam
linhas espectrais pelo seu aspecto, isto €, s —» sharp, p — principal, d - difuse e f - fine. As outras foram sugeridas como
extensdo da nomenclatura, mantendo a ordem alfabética.

Na Tabela 1 nés temos as férmulas de algumas fun¢des de onda eletronicas para estados estaciondrios do hidrogénio.

Através da equacgdo (138) que define “Pn,Q’mQ nés podemos notar que, com excessdio dos casos em que my = 0, todas as
fungdes hidrogénicas s@o complexas, isto é, possuem uma parte imagindria, ndo nula, Comumente, quando discutimos os
problemas relacionados com estrutura atdbmica, molecular e ligagdes quimicas, utilizamos funcdes hidrogénicas reais obtidas
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Y100 = Yis = 7=1/2 (- )3/2 -c

Y200 = Yos.= 7 (2 m)~? (- )3/2 (2-0)e0r ‘ 8

Yoty = Yaphr = *(77)'”2 ( ~ )" oe 012 seng etid - 8 Y2

Ya10 = Yap, = —(217)_”2 (— )3/2 0e~9/2 cosh Y ¥
Yoo Yo }0 :
Ya141 = Yapa; = ( )”2 ( )3/2 (6 - 0) 0e™9/3 senf e*i¢

Ya10 = ¥ap, = ( )1/2 ( )3/2 (6 -0)e™973 cosf “8“
Yy

1
Yty = Y3q41 = 31 (%)”2 (5—0)3/2 0% ¢79/3 send cosh e*i®

1 1 Z _
Ya2ts = Yads+e = m(;)m (50_)3/2 0% e70/3 sen?g e*2i®

Ya, 2

Tabela 1. Fung¢des de onda para o hidrogénio. Nestas equagSes Fig. 4. Gréficos polares dos Harmdnios Esféricos para £ = 0, 1,2
o=np/2=2rlag. para todos os valores do indice m e para @ = 0. A linha tracejada
Os sinais superiores e inferiores nos fndices de Y devem correspon- indica o eixo z.

der respectivamente aos sinais superiores ou inferiores da parte
exponencial das férmulas. Neste caso, todos os indices +de ¥ corres-
pondem a exp{im¢)} e os negativos correspondem a exp(- im¢),

pela combinagdo linear destas fung¢Ses complexas. Assim, para n=2e £ = 1 podemos definir as funges reais ‘Pzp , szy
¥2p, como

I r
Y2p, = —ﬁ(wzp-l + ¥ap, )= V2 Re {¥yp, }

= 1/8 (2/m)"* (Z/ag)*"® 0 € 9/2send cos ¢ (144)

1 v
Yap, = iv2 (¥2p, 1 = ¥ap_) = V2 lIm { ¥ap,, H
= ( )”2 (- )3’2 0 ¢~9/2 senf sen¢ (145)

Yapy = Y2p, = ( )”2 (- )3/2 0e9/2 cosf (146)

O fator de 1/A/2 que aparece nas defini¢des de 2p, e 2p, € simplesmente uma constante de normalizagdo que poderia ser
calculada facilmente, caso n6s ndo a tivessemos definido de antemao. Para tal, bastaria escrevermos ¥, como

Yap, = N(¥ap_; + ¥2p,))
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e calcular o produto escalar impondo a condi¢do de que < \Psz | ‘ysz > = 1. Assim, lembrando que as fun¢es Y1 0,m 830
ortonormalizadas, isto é
< wn,Q,mQ ! \yn',Q',m§> = 6n,n' 5Q,Q' Smg_ (147)

teremos que

< VYop, I¥yp, > N < ,(%P-l *¥ap,q ) 1 (Wap_y +¥2p, ) > (148)

.N2 ‘L< \Pzp_l |l\y2p_1 >+ < W2p+1 Il{J2p_1 > +

+

< WZP-I !\yzp_ﬂ >+ < q’zp_'_l |‘{"2p+1>}

N?(1+0+0+1)= 2N%2= 1

N = IN2 ' (149)

Zp; = zpo 2pi|

3d,s = 3d,

Fig. 5. Formato de alguns orbitais atdmicos do dtomo de hidrogénio. O orbital 2s tem um modo esférico que ndo aparece na figura; o
orbital 3s tem dois destes modos. O orbital 3p, tem um modo esférico (indicado pela linha tracejada) e um plano modal (o plano xy). O orbital
3dz2 tem dois cones modais e 0 3dy2 _ y? tem dois planos modais. Na figura nés indicamos os sinais relativos de cada fungdo de onda.
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Existe uma razdo muito simples para a designagdo destas fungdes como 2p,, 2p, e 2p,. Lembrando que podemos
reescrever as fungdes \Psz , ‘Pzpy e ¥,p, como .

Yap, = “( )1/2 ( )3/2 0 ¢79/2 senf) cosg

( )2 ( )5/2 ~Z1/220 1 senf cosp

( "2 (- )5/2 e~Zt/2a0x . (150)
%py ( )1/2 ( )5/2 -Z1/2a0  send sen¢

8 (ﬂ )1/2 ( )5/2 —Zr/zao y (151)

1 5/2 -Z
Yap, = 7 (217 )2 ( ) 1/280 1 ¢osh

( )1/2 ( )5/2 ~Zr1/2aq 4 (152)

Note que X, y e z aparecem respectivamente nas definigdes de 2py, 2p, e 2p, dando origem a esta nota¢do. As formulas
para algumas destas fungQes reais, desde 1s até 3d,,, sdo dadas na Tabela 2 na qual explicitamos ao lado de cada uma a sua
dependéncia com as coordenadas cartezianas a fim de tornar mais claro o s1mb011smo empregado.

9. FUNCAO DE DISTRIBUICAO RADIAL, D (r).

O dtomo de hidrogénio ocupa um certo volume no espago; obviamente o elétron acha-se completamente contido neste
volume, e como conseqiiéncia disto, a probabilidade, ou melhor, a probabilidade total de encontrarmos este elétron neste dado
volume ¢é méxima, isto &, se calcularmos esta probabilidade ela deverd ser igual & unidade.

Vimos que, sendo ¥, § 1, @ fungdo de onda que representa o comportamento do elétron do dtomo de hidrogénio, entdo a
probabilidade total de encontrarmos o elétron do hidrogénio (na regido do espago que o dtomo existe) é definida como:

< ‘Pn,Q,m Il{Jn,Q,m > =jwn,2,mg an,Q,mQ dr

mr2m
=ff J 1Y (8,0) 17 {R, ¢ (1) }* 1 send drd6 do
0 J0

n
(J Jz 1Yg2(0,9) seneded¢)(j {Ry g (@} 1 d)
0 J0

< YQRIYQU>< Ry IR, g > .

=1 (153)

Na integral (153), dr representa o elemento de volume em coordenadas polares esféricas, isto é, dr = r? senf drdf d¢. Muitas

vezes nos representamos. o elemento de volume por dv ao invés de dr. Se, ao invés da probabilidade total nGs quisermos

calcular a probabilidade de encontrar o elétron em uma dada regido do espago compreendlda entrerer+dr,0 e f +df, e
¢ e ¢ +d¢, basta calcularmos

Y ydr = {Ry0 3% IYQ 29, ¢) 1?12 send drdo de (154)

Esta férmula é exatamente equlvalente ao integrando da equagdo (153), e corresponde a probablhdade de encontrarmos o
elétron no elemento de volume dr = r? send drdf de¢.
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1 Z _
Y= 5 (;;o—)”2 e~Zr/20
\yz )1/2 ( )3/2 (2 )e-zrlzao
ap
Yap, = ( W2 ( )s/z -Zt/230 1 senf cos¢

1

Vap, = 3 )%/ e~Zt/280 1 senf sen¢

Gyt

tip, = 521 (2397 e ilato  cosd

rcosf =z
Al 1an Zan Z{ z*c -Z1/3a,
Yas= m(%) (g)3 (27-18 a2 = )e o

Yap, = ( » ( )5’2 - Zr ) e~Z1/330 1 send cos¢

_1 _2_ 12 ¢ L \sn2 _2 -Z1/3a
¥sp, =57(3) (E) (6 ao)e o 1 send sen¢

1 -
%Pz ol (1r )1/2 ( )5/2 6- )e Z1]339 1 cosh

Y3, =

1
v < B (Y3342 - ¥a2.2)

211 vwn 2 vin -Zifsag 2 gon?
-81(21r) (ao) e 0 r* sen®d sen2¢

1 send cosp= x

rsend send=y

1
Yaa,2_y2 = ;] (Y242 + ¥22-2)
= 8L(21—)”z (=) e~Zt/330 12 5en cos2¢
12 sen®8 cos’¢ =1? sen?8 (cos®¢ - sen¢)
= (r senf cosg)? - (r send seng)?
=x? -y?
1
Yaa,, = ﬁ(w3d+l - ¥a3d-1)
= 8L( Y2 (z )7/z -Zr/330 12 genf cosd send
1? send cosd seng = (r senf seng) (r cosf)
= y z
1
Yad,, = T(‘i’adﬂ + ¥34-1)

%)"’ (=) e~Zr/330 12 senf cosd cosp

ool_

12 senf cos cosd = (r senf cosg) (r cosd)

=XZ

Yad,p = Yadg = SL )“2 ( )m ~Z1/380 £2(3 cos?0 - 1)

3r? cos?@ -1 =322 -12

Tabela 2. Fungdes Reais para o elétron do 4tomo de hidrogénio.

Por outro lado, a probabilidade de encontrarmos um elétron numa regido esférica tendo o nicleo como centro das
coordenadas r e de raio externo r + dr, e independente de 8 ¢ ¢, é dada por

T p2m
{Rupe () r* drf I 1Yg'2(6,9) |” sen0 d6 dp= {R, g (0} r* dr<Yg?® 1Yg®> = {R, 9 (M} 1 dr
o 0

(155)

A fungio { R 2@ J?12d4-se 0 nome de Fungdo de Distribuigdo Radial, D(r); R? 2@ 12 nos d4 a probabilidade de

encontrar o elétron 3 uma distancia r do nicleo,

Fig. 6. Fungdo de distribuigcdo radi-al D(r), para o 4tomo de hidro-
génio e para valores de m= 1, 2 e 3. A seta indica o valor de

<r >an‘
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A fungio D(r) representa a probabilidade de encontrarmos o elétron & uma dada distdncia r do nicleo. Analisando o
comportamento de D(r), para o elétron no orbital 1s, veremos que a4 medida que fazemos r variar de zero a oo, D(r) que
inicialmente ¢ zero, passa por um mdximo para depois decair novamente para zero. O valor de r para o qual D(r) é mdxima,
corresponde exatamente ao valor de r que mais contribui para o valor médio < r >. Este valor de 1 para o qual D(r) € médxima,
corresponde ao “raio de Bohr™, que alids difere do valor esperado < r > ou valor médio de r no estado fundamental.

O ponto em que D(r) passa por um méximo pode ser calculado facilmente, pois neste ponto d/dr { D(r) } = 0. Assim, para o
orbital 1s, teremos que

5P = S 02 Rio ()

= 3 {42y e 22rls0 )

4@y {2- 2 r}re-22tia0 =0
0

2, et

2 map= o= 05294 (paraZ = 1) (156)

Isto quer dizer que a fun¢do de distribui¢do radial, para o H no estado 1s, passa por um méximo no ponto em que
r= 0,529 &; este valor é exatamente igual ao valor calculado por Bohr. Note que o elétron do 4tomo de Bohr circulava numa
o6rbita plana de raio r = 0,5294, enquanto que neste caso temos simetria esférica.

A diferenga entre o valor médio de r e o valor de r = a, determinado por Bohr, pode ser demonstrada facilmente. Como a
fungdo de onda para o hidrogénio é normalizada, o valor esperado ou valor médio para o raio r do 4tomo de hidrogénio quando
estd no estado fundamental (i. e., 1s), € dado por (vide postulado V).

<r> = <\P1s |1’|\Pls>

o i 2T
J-‘ f f ¥ ¥qs 12 send drdf do
0J0 Jo

1 o m 27
—(Z/ao)3f f j e~2Zt/ao 13 send drdd d¢
m 0o Jo Jo

4 (Z/ao)af e 2Z1/30 3 dr
0

o0

4@ (-0 [ e ars o=z,
0

4@y -y

- (/ao) dOl3 o

_ 3 2

T2 Z

L <r>=07935A (157)

Isto quer dizer que se determinarmos r experimentalmente, isto é, se pudermos medir o “raio” do 4tomo de hidrogénio no
estado fundamental (orbital 1s), veremos que este valor experimental coincide com < r > = 0,793 A e ndo com 0,529 A.
De uma maneira geral, o valor médio de r, isto é <t >y ¢ ¢ dado por

<r>n,Q= < \Pn,Q,mQ Ir“yn,Q,mQ >

1
2

3 {302 -2+ 1)} (158)
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Assim, analisando (158) nés vemos que em média quanto maior for o nimero quéntico principal n, mais afastado do

proton estard o elétron.
No estado fundamental do hidrogénio (n = 1, 2 = 0), o elétron encontra-se em média a 3/2 ao do micleo, o que est4 de

acordo com o que j4 haviamos calculado anteriormente.

10. ESPECTRO DE ENERGIA

Vimos que a energia E;, dos diferentes estados do 4tomo de hidrogénio € dada por

, ,
E = - n=1,2,3,... (159)
2n? 2o

m -1
m -1
m~t

Lyman

w
24 ¢
92 ¢

1028
974
82259 ,

Fig. 7. Niveis de energia do &tomo de hidrogénio segundo
a teoria de Schrodinger.

Para cada valor de n existe um valor de E;, que corresponde a um dado nivel de energia. O conjunto infinito de valores de n
define o espectro de energia do dtomo de }udrogemo A medida que n cresce, isto é, quando n —>eo estes niveis de energia
tornam-se cada vez mais proximos uns dos outros, tendendo a E = 0. Neste ponto inicia-se o espectro continuo ou simples-
mente “‘o continuo” (vide Fig. 7).

Como E, ndo depende de £e myg, e, como os numeros quinticos £ e mg sdo definidos nos intervalos 0 <8<n-1,e
-8<my< Q entdo a cada valor de n correspondem n? estados possiveis de energia, que tém a mesma energia. Na verdade,
cada conjunto de niimeros quinticos (n, £, mg) define uma fung¢do de onda do hidrogénio; por esta razdo, para cada valor den
existem n? fungdes de ondas com a mesma energia, 1sto é, um dado nivel E | de energia é n* vezes “degenerado”: n? é o grau
de degenerescéncia do nivel E, e a ele correspondem n? fungdes de ondas dlferentes uma vez que

(2Q+1) n(n-1)+n=n? (160)

?M’
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Em outros capitulos, mostraremos que na realidade, a equagdo de Schrédinger € suficiente para explicar de uma maneira
bastante satisfatoria, muitos fendmenos relacionados ndo sé com o itomo de hidrogénio, como também com outros dtomos
e moléculas.

Porém, existem alguns aspectos do comportamento atdmico e molecular que ndo podem ser explicados ou previstos, utili-
zando-se simplesmente a equa¢do de Schrodinger.

QUESTOES

. Vocé saberia escrever a equagdo de Schroédinger para uma particula de massa M deslocando-se liviemente no vdcuo (use
coordenadas cartezianas)? E se esse movimento fosse em uma Unica dimensio?

. Como vocé calcularia o valor médio <r > para o dtomo de hidrogénio no nivel n = 2 de energia?

. Qual é o grau de degenerescéncia dosniveisden=1,n=2¢en=3?

. Quando n = 1 nés dizemos que o elétron estd na camada K. Paran = 2, 3, 4, etc nés dizemos que o elétron estd na camada
L, M, N, etc. Por sua vez, cada camada é dividida em sub-camadas, que correspondem aos diferentes conjuntos de niimeros
quinticos £ e mg. '
Especifique as sub-camadas das camadas K, L e M do dtomo de hidrogénio.

. Qual € o significado dos sinais algébricos que aparecem nos grificos das partes angulares das fun¢Ges de onda?

. Qual seria a diferenca entre as fun¢Ges de onda do H e do He' no estado fundamental?

. Vocé seria capaz de explicar o significado do raio de Bohr, segundo a nova mecanica quintica de Schorodinger?

EXERCICIOS

1. Os valores médios de vdrias potenciais de r para o 4tomo de hidrogénio sdo dados pelas seguintes férmulas gerais, em uni-
dades atomicas (ag = 1):

b a2
<r2>—i[5n2 +1—3SZ(.Q+1)]
222

<r3>=;723[35n2(n2 -1)-30n2(R+2)®-1)+3®R+2) @+ 1) ®@-1)]

4
<r >=% [63n* - 35n2(29? + 20 - 3) + 5R(L + 1) (322 + 32 - 10) + 12]

<l> =£
T nz

<1 ———I—Zz
r? n3(® + )

3
<%>= z -
°T @)@+l

1}_ Z*[3n? - 22 + 1))
B 3 3 1+ 1
r 2n (Q+§)(!2+1)(Q+§)(Q-§)
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Para obter os mesmos valores médios em unidades de comprimento arbitririas devemos substituir r por Zr/a,.
Verifique o valor de < %> para o primeiro estado excitado do hidrogénio, usando as fungGes 2s e 2p.

2. Estados Estaciondrios. No inicio da resolu¢do da equagdo de Schrodinger para o hidrogénio, nés procuramos uma solugdo
particular ¥(r, t) que dependia do tempo, isto é:

W(rt)=T() Yo, m ) (9]
onde T(t) =exp (~ i Et/h). O simbolo ¥ do lado direito desta equagdo representa uma fungdo totalmente diferente de
Y(rt) que aparece do lado esquerdo. No entanto, apesar de serem fungGes diferentes, é comum empregarmos o mesmo

simbolo ¥ para ambas. Sempre que for necessdrio, deve-se tomar cuidado para se distinguir estas duas fungGes.
Algumas solugdes particulares para o hidrogénio, podem ser definidas como:

Y(r,t) = exp (—i Et/h) ¥y g mQ(l')

Estas solugdes tém propriedades bastante peculiares, como por exemplo: | Y(r,t) ” e todas probabilidades ndo variam
com o tempo. Por esta razio nds dizemos que as fungSes de onda deste tipo representam estados estaciondrios. Note que
o estado € estaciondrio mas a particula estd em movimento.

Mostre que < Y(r,t) | ¥(r,t) > é constante, para o hidrogénio.

3. Calcule a probabilidade de se encontrar um elétron 1s do hidrogénio no interior de uma esfera de raio r = 0,5A.
Resp:
Representando a fungdo 1s por V¥, e sabendo que ela é normalizada, teremos:

<Yly> = fffw*wr
o T - 27
= I R*R:? dr f 0% senf d6 I %0 do
) 0 o

=(MMmMm=1

Logo, sabendo que as integrais em 6 e em ¢ s3o iguais 4 unidade e lembrando que a esfera de nosso interesse tem um raio
de 0,5A e ndo oo, basta-nos agora integrar a parte radial usando o limite desejado, isto é

0,5 * 1 2 05
f R*R1? dr=4 (m) f e~21/0,529;2 4y
0 0
=0,295

Onde R representa a parte radial da fung¢do de onda Is.

4. A parte angular da funcgfo de onda eletronica do 4tomo de hidrogénio para =1 ¢ mg =0€Y,;,(6,9)=3/4n 172 ¢osh.
Faga um gréfico bidimensional paraY, o(6,¢0) e YT,O(G $) Y, 0(0,9) no plano xz.
Resp:
Para 6 = 0, a fung@o de onda terd o seguinte valor:

Y1,0(60) = (% 2 cos 0 = 0,489

[Y(s, 9))2

(a) (b)
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Porém, como a fungdo Y, o € real, entdo Y} 0000 Y 10(6.0)=[Y, 0(0,¢)] Logo,
Yl,0(0)¢) Yl,0(07¢) = (0’489)2 = 0’239

Repetmdo estes cdlculos em intervalos de 10°, nés podemos construir os grificos das figuras (a) e (b) para Y, 0-€
Y! o Y, respectivamente. Nestes grificos nds mdlcamos o sinal algébrico da fungdo Yo em cada um dos quadrantes As
figuras (a) e (b) correspondem & parte angular das funges de onda p, € a0 mé6dulo da sua amplitude a0 quadrado. Note que
o gréfico da fungdo p, estende-se ao longo do eixo z, donde a razio do nome p,.

4. Teorema Virial. Em latim, “vires” significa “forgas”. Por esta razio o teorema Virial também ¢é conhecido como teorema
das forgas. Este teorema da mecénica cldssica pode ser definido em mecinica quintica da seguinte forma:

<ZIx ax\1/> 2<T> (E.1)

onde X, , X, , etc representam as coordenadas cartesianas. V é a fungfo energia potencial e T a energia cinética.
Uma fungéo f € dita homegénea de graun se

flkx, kx, . . . , kx;) =k® f(xy, X2, ..., Xj)
onde k é um pardmetro arbitrdrio. Por exemplo, a fun¢do

f(x,y,z) = L+—1— +L .
x?2 y? y?z’

é homogeénea de grau — 2, uma vez que

1 1 kx

f(kx, ky, kz) =
(x, ky, kz) k?x? k%y? Kk?ykz

=k7* f(x,y.2)

Porém, o teorema de Euler para fun¢Ges homogéneas nos diz que se f(x,, . . ., X;) for uma fungdo homogénea de grau
n, entdo

i of
xz PR .
z Xj 3%, nf (E.2)

' Aséim, quando a fung¢do potencial que aparece em (E.1) for homegénea de grau n, nés podemos usar (E.2) e obter
<Z x g—xl‘i>=n<v>=2<'r> (E3)

Logo, com o aux{lio de (E.3), n6s obtemos a seguinte expressio para o Teorema Virial:

<T>=2 <v>

2
Porém, como <E >=<T >+ <V >, entio
2F
<V>= el
E
<T>_n+2

Conhecendo a equagdo geral para a energia do dtomo de hidrogénio, calcule os valores médios de T e V para o seu estado
eletrénico fundamental usando o Teorema Virial. Compute < T > e <V > usando a fungdo 1s e verifique o teorema virial.
Note a importincia do teorema virial na economia de tempo e esforgo dos cédlculos.
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