Correlagcao e Regressao

Vamos comegar com um exemplo:

Temos abaixo uma amostra do tempo de servigco de 10
funcionarios de uma companhia de seguros € 0 numero
de clientes que cada um possui.

Sera que existe uma relagao entre a variavel numero
de clientes e tempo de servigo?

Anos de servigo | 2 3 4 5 4 6 7 8 | 8

10

N° de clientes 48 | 50 56 52 43 60 62 | 58 | 64

72




Vamos fazer um diagrama de dispersao
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Parece haver uma relagéo linear entre numero de clientes (y)
e tempo de servigo (x).

Correlagao: Existe uma correlagao entre duas
variaveis quando uma delas esta relacionada
com a outra.

Hipoteses:
Amostra aleatéria de pares de dados (x,y).

Os pares (x,y) tem uma distribuicdo normal
bivariada.
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Coeficiente de correlacao

Coeficiente de correlagao (r): Mede o grau de
relacionamento linear entre valores emparelhados x e y
de uma amostra.

D x=X(y-Y) Sy
r= =
262D -9 VSuyfSy
Que também pode ser escrito como:

i any— (ZXXZY) ) (ny)—nﬁ
ST e B o (e

Onde n é o numero de pares (X,y)




r : calculado para dados amostrais, ou seja, €
uma estatistica amostral.

p : coeficiente de correlagao populacional, ou
seja, se tivéssemos todos os valores (x,y) da
populacao.

Propriedades do coeficiente de Correlagao Linear r

1. O valor de r é limitado entre -1 e 1, isto &,

-1<r<1

2. O valor de r nédo varia se todos os valores de qualquer
d_as variaveis sao convertidos para uma escala
diferente.

3. O valor de r ndo é afetado pela escolha da variavel
nomeada x ou y.

4. r mede a intensidade de um relacionamento linear. Nao
serve para medir a intensidade de um relacionamento
nao-linear, ou melhor, um valor pequeno de r nao
descarta uma relacdo nao linear.




Coeficiente de correlacao de Pearson

Procedimento para estudo:
1. Exploracao dos dados: Diagrama de dispersao.

2. Calculo do coeficiente de correlacao linear: r
S

Xy
Sex Sy

3. Realizar o teste de hipotese para correlacao:

Hy: p=0 ¢ r

Estatistica teste: ti = >

H,: p=0 Ior
n-2

Valores criticos na tabela da distribuicao de Student com gl = n-2.

r=

Correlacao linear positiva
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Correlacao linear negativa
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Correlacao

Conjuntos de pontos (x,y) com o coeficiente de correlacao
linear de Pearson (fonte Wikipedia).
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Correlacao

A correlacao nao implica causalidade!

Exemplo: (Box, Hunter & Hunter, Statistics for Experimenters, p.8) O
grafico mostra a populagdo de Oldemberg, Alemanha, no fim de cada
um dos 7 anos (Y) contra o numero de cegonhas (passaros) naquele

ano (X).

Causalidade vs corel

lagio

160 200

Cegonha

240

320

Interpretacdo: existe associagéo entre X e
Y.

Frequentemente, quando duas v. X e Y
parecem estar fortemente associadas,
pode ser porque X e Y estdo, de fato,
associadas com uma terceira variavel, W.
No exemplo, X e Y aumentam com W =
tempo.




E se os pares (x,y) nao tem uma
distribuicdo normal bivariada???

Use uma versao nao-parameétrica
baseada em postos.

Equacao de regressao linear

Dada uma colecdo de dados AMOSTRAIS emparelhados, a equacao

de regressao linear é dada por
y = Bo t Bix
A equacdo de regressdao expressa uma relacdo entre x

(chamada de variavel independente, variavel explicativa) e y
(chamada de variavel dependente, ou variavel explicada)

O grafico da equacdo de regressao é chamado reta de regressao
(ou reta de melhor ajuste, ou reta de minimos quadrados).

BO é chamado intercepto (valor de y no qual x=0)

Bl € o coeficiente angular




Notacao para a equacao de regressao

Parametro Estatisticas
populacional amostral
Intecepto y da equagao ]
p y~ quag Bo BO
de regressao
fici | Q
Coe |C|enfe angular ) B1 Bl
da equacgao de regressao
Equacio da reta de y= BO + B1X y = Bo + Bix

regressao

Melhor ajuste: método dos minimos quadrados:
minimiza— se a soma das distancias vertical entre um

ponto amostral e a reta procurada : z (y;—-¥; )2 = z (y;— ﬁo—ﬁlxi )2

i=1 i=1

Solug&o: y = Bo t Bix




Pressupostos

1. Estamos considerando apenas relagées lineares.

2. Para cada valor de x, y € uma variavel aleatéria com
distribuicao normal.

2. Todas as distribuigcoes de y tem mesma variancia.

3. Para um dado x, a distribuigcao dos valores de y tem
uma média sobre a reta de regressao.

y= B + fix

////

Os parametros Bo e Bl sao desconhecidos (da populagao)

devem ser estimados a partir dos dados amostrais pelas

estatisticas b, e b,

Yi = Bo + Bi1x; + ¢ i =100

(5) e;,e,,..., e, erros aleatorios independentes e normalmente

distribuidos com média zero e desvio- padrao desconhecido
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Previs6es usando a equagao de regressao.

Quando estimar um valor de y para um dado valor de x..

1. Se ndo ha correlagao linear significativa, nao utilize a equagéao de
regressao para fazer predigoes.

2. Se existe correlagao linear significativa, o melhor valor estimado
para y é obtido substituindo-se x na equacao de regressao.

3. Ao aplicar a equacao de regressao para predigées, mantenha-se
dentro do intervalo dos dados amostrais.

4. Nao devemos fazer estimativas sobre uma populacido diferente
daquela de onde provém os dados.

5. Uma equagcido de regressiao baseada em dados passados nao é
necessariamente valida hoje ou no futuro.

Estimativa do valor de uma variavel

Calcule r e teste a
Hipotese que p =0

Use a equagao
de regressao
— para fazer predigoes.

Existe correlagao linear
Significativa ?

Dado um valor arbitrario de
uma variavel, O melhor
predito da outra é sua
média amostral.
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Exemplo: Novamente a amostra do tempo de servico de
10 funcionarios de uma companhia de seguros e o
numero de clientes que cada um possui.

Sera que existe uma relagao entre a variavel numero
de clientes e tempo de servigo?

Anos de servigo 2 3 4 5 4 6 7 8 8

10

N° de clientes 48 | 50 56 52 43 60 62 | 58 | 64

72

r =0,88
B, =295

B,= 3967

y = 39,67 + 2,95 x

70 - *
60 -
50 +

40 -
30 |
20 -
10

12
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Para x = 7,5 anos de servigo, qual a estimativa de clientes?

Temos que testar se r =0,88 ¢é significativo.
Ho:p=0
H1:p#0

o r 088 .,

\/1—;»2 \/1—0,882
n—2 10-2

Para o = 0,05 e gl = n-2=10-2=8 temos: tc = + 2,31

Rejeitamos Ho. Logo a correlagao é significativa.

Portanto, podemos usar a equagéo de regressao para
estimar o nimero de clientes. Temos

y = 39,67 + 0,88 .7,5= 46,27

RESIDUO: é a diferenca (y-y) entre um valor amostral y
e um valor estimado y a partir da equacgao de regressao.

Desvio total (em relagdoa média): y-y
Desvio explicado: y-y

~

Desvio ndo explicado (residuose;): y -y

ZYi

1

n

onde y=

13



Exemplo:
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Considere nosso exemplo inicial

75
y = 2.9518x + 39.675

65 1

60 -

¢ 72

701 o~

55 1

50

45 4

40 T T T T

14



para x = 6 temos:

y = 60 (ponto amostral)
y=39,67+2,95.(6)=57,37 (valor estimado)

Zy =56,5

n

Desvio total : (y-y) =60-56,5=3.5

Desvio explicado: (y -y)=57,37-56,5=0,87

Desvio nédo explicado (residuo): (y - y)=60-57,37= 2,63

y=

Para um ponto (x,y) particular temos:

(desvio total) = (desvio explicado) + (desvio nao explicado)

-y = @ + -

A variagao total sera obtida da soma dos quadrados do desvio total,
a variagao explicada da soma dos quadrados do desvio explicado e
a variagao nao explicada da soma dos quadrados dos residuos.

(variagao total) = (variagao explicada) + (variacdo nao explicada)

2=y = 2O+ Dy
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Coeficiente de deteminacao (r?): Valor da
variacao de y que € explicado pela reta de
regressao

A 2 2
RZ_ 2= Z -y _ variagdoexplicada Sxy
Z (y— @2 variagao total - Sex Syy

Que é simplesmente o coeficiente de correlagao ao
quadrado.

Para nosso exemplo inicial temos r = 0,88, e
r =(0,88)2=0,7744
ou seja, 77,44% da variagao total de y é explicada

pela reta de regressao. Decorre que 22,66% da
variagao total de y permanece nao explicado.
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Soma dos quadrados dos erros (Sum of Square due Errors)

n o
SSE = Y 8% =S, - —
i=1 Sx

X

Erro padrao da estimativa ¢ uma medida de
guanto os pontos amostrais se afastam da reta de
regressao (desvio-padrao)

SSE
n—2

Inferéncia em regressao

(1) Coeficiente angular
Degrees of freedom

Estimador: B, (graus de liberdade)
S
Erro padrdo da estimativa: ——
: ~ /
B — B
Distribuicdo amostral: student T = ———— df. = n - 2
S/S,,
Intervalo de (1-0)% de confianga par B,: 3, *+ t,, 5
Sxx
Teste de hipotese para By: Hpy : 81 = Bip N&o necessariamente zero
Estatistica teste: student T — A1~ P df = n — 2

S/NS,,




(2) Intercepto

Estimador: ,ég

1 x2
Erro padréo da estimativa: S /- F S
xXx
istribuicé L= L& df. = n — 2
Distribuicio amostral: student 1 =
S [— +
n SXX
~ ] 52
Intervalo de (1-a)% de confianga para (3: Bo * t,nS |— + :
L xx

Teste de hipdtese para B,: Hj,: By =PBo

Estatistica Teste: T = L& df. = n — 2

1 %2
— +
S n S

(3) Resposta média esperada de y (média de y) para um dado

valorde x = x*: E(Y/x*)=Bp + B x*

Estimador. Y= Bo + B1x*

Erro padrao da estimativa: 1 (x® -~ = )2
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(4) Previsdo para a resposta de um y para um dado

valor de x = x*

Estimador: V= Bo + B’

¥ _ =32
Erro padréo da estimativa: ¢ [ 1 + (x X)
n Sex
Valor esperado para resposta Unica y:
n ] (x* — %)?
* t,n2S / 1 +— +———
y al2 V - 5

Tabela ANOVA para regressdo: a qualidade da regressao estimada pode ser
Analisada por meio de uma andlise de varidncia (ANOVA)

Source of Sum of Degrees of Mean Computed
Variation Squares Freedom Square f
Regression SSR 1 SSR = fzﬂ
Error SSE n—2 5% = :E’g
Total SST n—1

SSR: Sum of Squared due Regression (explicada)
SSE: Sum os equare due Errors (residuos)
SST= SSR+SSE (Total)

Rejeite Ho ao nivel de significancia o se

Ho: 3,=0 SoR
B /1 __SSR (1,n—2
H1:38,+0 I=S85E/m=2 = & 7l )

Onde o valor critico ou valor p é obtido
da distribuicdo-F
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Voltemos ao exemplo inicial

Resultados do excel: nivel de confianga = 95%, «=0,05

Estatisticas t

Coeficientes  Erro padréo Statt valor-P

Intersegao 39, 6746988 3,542145989 11, 200752 3,6186E-06

2 9518072 0,572357094 5, 15728251 0,00086654

//m//\n

S e, + l’X
n Sxx

y =2.9518x + 39.675

Soma dos quadrados média da soma dos quadrados
ANOVA \
SSR gl sQ MQ F F de significagcdo
~ Regressdo 1 506,2349398 506,23494 26,5975629  0,000866543
SSE\ Residuo 8 152,2650602 /19,0331325
SST\TotaI 9 658,5

SSR/1  SSE/(n-2)

SSR/1

F'= 58/ —2)
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Alguns modelos ndo lineares podem ser linearizados por meio
de transformagdes das varidveis. E o modelo de regressao
linear pode ser aplicado as varidveis transformadas.

TABLE 3 Some Nonlinear Models and Their Linearizing Transformations

Transformed Model

Nonlinear Model Transformation v = By + Bix’

@ y = ae™ y = logy x = x Bo = log;a By = b

(b) y = axt vy = logy x' = logx By = loga B = b
1 , 1 ,

© v=—"T3x ¥ = x = x Bo = a B = b

(d)y=a+b\‘; y =y x = \x Bp = a B = b

Variaveis transformadas sio facilmente obtidas com softwares.

Todos os procedimentos de inferéncia no modelo de

regressao dependem das hipoteses sob o qual o modelo

é construido, ou seja:

(1) Relacgéo linear

(2) Independéncia dos erros
(3) Variancia constante

(4) Distribuicdo normal

Adequacao do modelo estatistico: examinar os
Residuos é importante pois ajuda a detectar
inconsisténcias entre os dados e as hipoéteses do

modelo.
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Faca um histograma, diagrama de pontos, ou um

Normal-score grafico dos residuos para verificar normalidade:

O modelo assume distribuicdo normal
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Figure 5 Dot diagram of residuals.
(a) Normal pattern. (£) One large residual.

Score-normal plot dos residuos: deve ser aproximadamente linear

score normal residuos (ei)
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Grafico: residuos (éi) x valores previstos (Y
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Grafico:  residuos (éi) x tempo (t; )

Importante para observagdes coletadas numa
ordem temporal (série temporal)
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a>

Maior incidéncia de valores nos

® A .
o © extremos indicando uma possivel
[ ] . = L
[ ) PY violagao da hipétese de
e > . .
o ® normalidade dos residuos.
e © )

Outliers: s&o pontos distantes da nuvem da maioria dos pontos.

outlier.
Na figura, observa-se que \
sem o outlier ndo existe relacao y

.

entre xey. P

Se os valores estimados mudam

significativamente quando um e,,';.'t-
outlier & removido, ele é chamado o7 ¥
. % 5o

um ponto influente. . "

Nem todo outlier € influente. il =4 .
PR TN
VA,

-2 - L
. residuos

Sugestao: verifique se os
valores discrepantes ndo sao erros
de medida.
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Alavancas (leverage points): tém valor ndo usual da variavel

explicativa. Tem potencial de ser influentes

Nem toda alavanca é influente.

Mas um ponto influente € um outlier e/ou uma alavanca.

y
40+
20+
0_
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o
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0 24
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exemplo:

intensidade luminosa

e temperatura de superficie
no cluster de estrelas

CYG OBl

melhor estudar
0s grupos separadamente

6.0 -

5.5

5.0

4.5

4.0

————— com outliers
sem outliers

3.6

Atencao:

» Esteja atento aos dados que vocé esta analisando:
Amostra aleatoria, amostra ndo aleatoéria, populacéo.

 Inferéncia estatistica e os valores p resultantes n&o tem
sentido se os dados correspondem a populagéo.

* Se a amostra nao é aleatoria, os resultados nao sao

confiaveis.
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