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Segunda Prova - Solucao

Krissia de Zawadzki ™ , Luiz Nunes de Oliveira ©

TA monitor PE docente

Abaixo a solucao da monitora para a segunda prova.

Problema 1

Seja |¢,,) um auto-estado normalizado do Hamiltoniano H de um oscilador harmdnico com frequéncia

w. No enunciado abaixo, a € a combinagado entre os operadores X e P definida em classe.
(a) Mostre que a' |¢,,) é também auto-estado de H.

(b) Num dado instante, o estado quantico do operador é

1
W) = 7 (al |¢o) + al |g1)) . (1)

Se for feita uma medida de energia do oscilador nesse momento, que resultados poderao ser obtidos?
Solucao

(a)

Mostrar que um estado |¥) = a' |¢,,) é autoestado de H significa mostrar que a atuacdo do Hamiltoni-

ano sobre este estado nao o modifica. Matematicamente, queremos obter
H|U) = al¥), @)

onde « seria o autovalor de H associado ao estado | V).
Lembrando que o Hamiltoniano do oscilador harmoénico quantico definido em termos dos operadores

de aniquilacdo e destrui¢ao é dado por

1
H:hw<aTa+§>, (3)
vamos calcular
1
H V) = hw <aTa + 5) a’ |éy) (4)
e verificar se
H|V¥) = ad'|¢,), (5)
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determinando o « que satisfaz a igualdade.

Hall6,) = o (ot 3 ) a'l6,)

1
— T T - T
ol gl 60) + gl o)
aTa+1

= hwa'(a'a + 1) |¢,) + %hwa* |Pn)

— wa (n+1) 6 + shwal 6,)
N—— 2

n+l—m
1
= ﬁw (m—l— 5) (I]L |§Z5n>

= maT|¢n>
= Eniial |¢y) . (6)

Desse modo, mostramos que al |pn) €, de fato, autoestado de H e identificamos seu autovalor como
sendoFy, 1 1.
Apreciem: Esse resultado tem um significado especial. Quando H autua em um de seus auto-estados |y, )
obtemos a energia correspondente ao seu nimero quantico n. Por sua vez, quando este estado € modificado
pela atuacdo do operador de criacio af, ele ganha um quantum energia de hw. Equivalentemente, ao
aplicar o operador de destrui¢do a no estado |¢,,) € como se ele perdesse um quantum de energia Aw.

Esquematicamente, podemos ilustrar isto através da figura(1).

Eyp——— By —— _‘_
B, ———— E, —) a
PSR
E, E, ;

hw | hw
E1 El
E() T — E()

(a) (b)

Figura 1. Atuagio dos operadores de (a) criagdo a' e (b) distrui¢do a nos autoestados do oscilador
harmonico quantico.

(b)

Dada a relagdo obtida no item (a) eq. (6), a atuacdo do Hamiltoniano H no estado proposto em(1) teria

como resultado

HV) = % (Evra'|go) + Exal|o1)) (7)
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pois o estado proposto é uma combinagdo dos autoestados |¢;) € |¢2) a menos de uma constante multipli-
cativa.

Assim, as energias que seriam medidas no instante em que o OH ¢é descrito pelo estado da eq. (1) sdo

g _ 3w
2
Ey, = ? (8)

OBS: Veja que esses sdo os possiveis valores medidos. Isso significa que se vocé for no laboratdrio
para medir a energia, vocé ird observar ou F; ou F,. U€??? Mas, eu calculei o valor esperado da energia

e obtive um resultado

(E) o< By + 20, = o, ©)
pois
H W) o< By [1) + V2B |1hs) . (10)

Sim, voce esta correto! Mas, o valor esperado para a medida de energia significa que se vocé fosse ao
laboratério medir a energia um nimero N de vezes, em média, em 1/3 das suas medidas vocé obteria o

valor £ e em 2/3 das suas medidas vocé obteria o valor E.!

Problema 2

Suponhamos que o Hamiltoniano de um elétron seja dado pela matriz
H=| . (11)
(a) Quais as energias que os elétrons pode ter?

(b) Encontre o valor médio esperado da energia no estado

|¥) = (12)

sin 6

1 COS 0]

Se for feita uma medida de energia do oscilador nesse momento, que resultados poderao ser obtidos?

"Veja que a conclusdo entre a propor¢do de medidas 1/3 e 2/3 independe do fator de normalizagdo de |¥), pois o estado
|¢2) em(7) aparece com o dobro de probabilidade (\@2) em relagdo ao |¢1).
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Solucao
(a)

Em Mecanica Quantica representamos as proje¢des dos operadores em uma base de autoestados através
de matrizes. Assim, encontrar os as energias possiveis associadas ao operador Hamiltoniano € equivalente
a diagonalizar a sua matriz correspondente.

Para diagonalizarmos a matriz da eq. (11), basta calcular as solu¢des do polindmio caracteristico

-\ =1
. =0
T =
=X -1=0
A= =+1. (13)
Assim, os possiveis valores de energiasao . = —1e £, = +1.

(b)

Lidando com MQ a partir das definicdoes de dlgebra linear, nossos estados ket’s sdo vetores coluna,
enquanto nossos bra’s sdo os correspondentes conjugados. No nosso problema, o bra correspondente ao
estado da eq.(12) é

(W] = |~icost sind). (14)

Calcular o valor esperado da energia se resume, entdo, a duas multiplicacdes matriciais:

(V| H |¥) = [—z’cos& sinﬁ} 0 _1 [icos@]

_z' 0 sin 6
- 1 [—ising
= [—@' cosf sin 8} ]
|- cos
= —2sinfcosf
= —sin 20. (15)

Isso nos diz que dado o autoestado | V), se o Angulo ¢ for convenientemente escolhido, podemos fazer o
elétron ficar em algum dos autoestados de H e, assim, ter energias £_ ou £, . Para todo § = (4n + 1)7/4,
comn = 0,1, ..., aenergia dele serda E_ = —1.. Paratodo § = (4n + 3)7/4, comn = 0,1, ..., a energia
dele serd /1 = +1.. Em todos os demais angulos, o elétron € encontrado em um estado que € sobreposi¢do

dos autoestados associados a £ ou F,, com as probabilidades para cada estado dadas por cos? 6 e sin? 6.
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