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Transformação direta de coordenadas 

  

                 1 

              2 

  

                ... 

                 

              N 

Variáveis 

cartesianas Variáveis de 

junta 
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Transformação inversa de coordenadas 
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Robô Elementar (1 Grau de Liberdade) – pêndulo simples 

Modelo Matemático associado: 

  

X = L. sen  

Y = L. ( 1 – cos ) 

Para deslocarmos a extremidade do 

segmento L do robô para uma posição 

desejada M = (Xo, Yo)
T basta utilizarmos a 

coordenada , ou seja,  = arc sen (Xo/L), 

com Yo  L·. 
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Robô com 2 Graus de Liberdade – pêndulo duplo 

Modelo Matemático associado: 

  

X = L1. sen 1  +  L2. sen 2 

Y = L1. (1 – cos 1 )  + L2. ( 1 – cos 2 ) 

  A transformação inversa de 

coordenadas consistirá na definição 

de um vetor  = (1, 2)
T, a partir 

do posicionamento do robô num 

determinado ponto M(Xo,Yo)
T, a 

partir da obtenção dos valores 1 e 

2 expressos em função de Xo e Yo. 
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Equações da Cinemática Direta 
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Equações da Cinemática Inversa 
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Equações da Cinemática Inversa 
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Equações da Cinemática Inversa 
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Ө1 será obtido pela tangente da diferença entre ângulos 



Mário Luiz Tronco Prof. Mário Luiz Tronco 



Mário Luiz Tronco Prof. Mário Luiz Tronco 



Mário Luiz Tronco Prof. Mário Luiz Tronco 



Mário Luiz Tronco Prof. Mário Luiz Tronco 



Mário Luiz Tronco Prof. Mário Luiz Tronco 



Mário Luiz Tronco Prof. Mário Luiz Tronco 

Equações da Cinemática Direta 
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A cinemática inversa não pode ser resolvida, pois há 

apenas duas equações e 3 incógnitas (os três ângulos de 

juntas). 

 

Existem infinitas soluções de ângulos que satisfazem a 

condição do órgão terminal atingir um dado ponto no 

plano.  
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Fixando a orientação da junta J3 com ângulo φ (com 

relação à horizontal) 

A posição de J3, denotada por x3 e y3 vale: 
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Manipulador RPR em movimento plano 
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Cinemática Direta: idêntica à do primeiro exemplo 
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O braço apresenta três variáveis de junta (ϴ1,a2 e ϴ3)  deve-se 

obter 3 equações para a cinemática inversa. 

A cinemática direta fornece apenas duas equações 

 

 

Infinitas soluções possíveis  
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A posição x3,y3 da junta J3 é fixada se o ponto P= (x,y) e o 

ângulo φ forem conhecidos: 
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Manipulador  PRR em movimento no espaço 
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Manipulador  PRR em movimento no espaço 
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A projeção do ponto P 

(órgão terminal) sobre o 

plano xy fornece a 

distância horizontal d: 
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Cinemática Direta 
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Cinemática Inversa 



Mário Luiz Tronco Prof. Mário Luiz Tronco 

Manipulador com 4 graus de liberdade 
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Cinemática Inversa – 4 variáveis de junta ϴ1, ϴ2,ϴ3 e a2 

 

A cinemática direta fornece três equações: necessário 

utilizar a condição fornecida para o ângulo de punho: φ = 

ϴ2+ ϴ3  
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Um vetor de posição, v = ai + bj +ck pode ser 

representado no espaço tridimensional pela matriz coluna 












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



w

z
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Onde a = x/w, b=y/w, c=z/w e w é um fator de escalamento. 

Ex.: Qualquer das matrizes abaixo pode ser usada para 

representar o vetor v=25i + 10j + 20k  
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Tais vetores podem ser usados para definir a posição do órgão terminal de um manipulador 
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Um vetor pode ser transladado ou girado no espaço por 

meio de uma transformação. Tal transformação é 

realizada por uma matriz H4x4 

u = Hv 

O vetor u é transformado no vetor v pela operação 

matricial com a matriz H 
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A transformação para realizar uma translação de um vetor 

no espaço numa distância a na direção x, b na direção y e 

c na direção z é dada por: 
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Ex.: Para o vetor y=25i + 10j + 20k realizar uma 

translação numa distância de 8 na direção x, 5 na direção 

y e 0 na direção z, a transformação é dada por: 

O vetor de translação: 
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Rotações de um vetor em torno de cada um dos três eixos 

num ângulo ϴ podem ser realizadas por transformações 

de rotações. 

 

Ao longo do eixo x, a transformação de rotação é dada 

por: 
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Ao longo do eixo y, a transformação de rotação é dada 

por: 
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Ao longo do eixo z, a transformação de rotação é dada 

por: 
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Equações cinemáticas usando transformações 

homogêneas 

 

As transformações mostradas anteriormente são da forma: 
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4 vetores colunas, 

os quais podem 

ser usados para 

definir a posição e 

orientação do 

órgão terminal de 

um manipulador 
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Vetor p representa 

a posição do 

órgão terminal em 

relação ao sistema 

de coordenadas da 

base. 
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Os vetores n, o e 

a especificam a 

orientação do 

atuador. 

 

Juntos, os três 

vetores formam 

um sistema de 

coordenadas em 

relação ao sistema 

de coordenadas da 

base 
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A posição e a orientação do órgão terminal podem ser 

descritas como o produto de n transformações 

homogêneas, uma para cada uma das n juntas do 

manipulador. 

 

De forma similar, a posição de toda e qualquer junta do 

robô pode ser considerada como o produto de 

transformações que descrevem as rotações e translações 

das combinações anteriores junta-elo. 
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Variáveis afetadas pela combinação junta-elo 

Sala Mario
Nota
Ir para slide 72
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an: extensão do elo. Definida como a distância ao longo 

da linha que é mutuamente perpendicular aos eixos das 

duas juntas adjacentes. 
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Ângulo tn: torção entre os eixos das juntas num plano 

perpendicular a an. 
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dn: distância entre a normal an e an-1 dos dois elos 

(denominado deslocamento de junta). Para uma junta 

prismática, é a variável de junta 
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Ângulo ϴ: ângulo entre os elos, medido como ângulo 

entre as normais an e an-1 e no plano normal ao eixo da 

junta. 
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A posição e orientação da junta n são definidas 

completamente em relação à junta n-1 pelos quatro 

parâmetros 
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Podemos atribuir um sistema de coordenadas para cada 

elo e estabelecer as relações entre elos subsequentes, 

usando transformações para cada uma das quatro 

variáveis. 

 

A origem do sistema de coordenadas para o elo n está 

embutida na intersecção do eixo, zn. 

 

Para a junta n-1 e a normal comum an da junta n para a 

junta + 1. Ou seja, o sistema de coordenadas está 

embutido na extremidade do elo na junta sucessiva. 
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Isto é obtido usando-se: 

 

- Uma rotação do ângulo ϴn ao redor do eixo zn-1; 

- Uma translação da distância dn ao longo de zn-1; 

- Uma translação ao longo de xn por uma extensão an; 

- Uma rotação em torno de xn num ângulo de torção tn; 
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Usando as transformações obtidas anteriormente para 

rotação e translação, pode-se desenvolver a 

transformação que relaciona o sistema de coordenadas do 

elo n com o elo n-1. 

 

Exemplo: A transformação homogênea A2, descrevendo a 

posição e a orientação do sistema de coordenadas do 

segundo elo em relação ao sistema de coordenadas do 

primeiro elo é: 

 

 

 

 



Mário Luiz Tronco Prof. Mário Luiz Tronco 



Mário Luiz Tronco Prof. Mário Luiz Tronco 

A descrição da extremidade de um elo em relação ao 

sistema de coordenadas de referência do manipulador 

pode ser descrito como o sistema de coordenadas do elo 

Tn, onde: 

 

Tn = A1 A2 ... An 
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Para calcular a matriz T, deve-se primeiro calcular as n A matrizes. 

 

Para tal, deve-se substituir os valores de a, ϴ, d e t na equação 1: 
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Exemplo: Braço de três juntas 
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Exemplo: Braço de três juntas 

Parâmetros dos elos: 

 
Elo ϴ t a d 

1 ϴ1 -90º 0 0 

2 ϴ2 90º 0 0 

3 ϴ3 0 0 d3 

an: extensão do elo. Definida como 

a distância ao longo da linha que é 

mutuamente perpendicular aos 

eixos das duas juntas adjacentes. 

As normais são 

perpendiculares! 
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Ângulo tn: torção entre 

os eixos das juntas num 

plano perpendicular a 

an. 
Elo ϴ t a d 

1 ϴ1 -90º 0 0 

2 ϴ2 90º 0 0 

3 ϴ3 0 0 d3 

• ti = ângulo entre zi-1 e zi medido em torno de xi 

z1 

x1 
y1 

x2 z2 
y2 
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Elo ϴ t a d 

1 ϴ1 -90º 0 0 

2 ϴ2 90º 0 0 

3 ϴ3 0 0 d3 

z1 

x1 
y1 

dn: distância entre a normal 

an e an-1 dos dois elos 

(denominado deslocamento 

de junta). Para uma junta 

prismática, é a variável de 

junta 
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As matrizes são 

 
Elo ϴ t a d 

1 ϴ1 -90º 0 0 

2 ϴ2 90º 0 0 

3 ϴ3 0 0 d3 
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De maneira similar, pode-se definir o sistema de 

coordenadas de um elo n em relação a qualquer outro elo 

precedente m: 
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Parâmetros de Denavit-Hartenberg 

 

Permitem obter o conjunto de equações que descrevem a 

cinemática de uma junta com relação à junta seguinte na cadeia 

cinemática, e vice-versa; 
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• ti = ângulo entre zi-1 e zi medido em torno de xi 
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Usando as transformações de rotação e translação de um ponto, 

pode-se descrever a transformação que relaciona o sistema de 

coordenadas do elo n como elo n-1: 

 

An = Rot(zn-1,ϴn) Transl(0,0,dn) Transl(an,0,0) Rot(xn,tn) 

 
Para junta rotativa: 

cosϴ -senϴcost senϴcost acosϴ 

senϴ cosϴcost -cosϴsent asenϴ 

0 sent cost d 

0 0 0 1 

An =  
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Para junta prismática: 

cosϴ -senϴcost senϴcost 0 

senϴ cosϴcost -cosϴsent 0 

0 sent cost d 

0 0 0 1 

An =  
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A descrição da extremidade de um elo em relação seu predecessor 

pode ser descrito em função das matrizes A: 

 

T = A    ......A   A 
m 

n m+1 n-1 n 

Elo atual 

Elo anterior 

Exemplo: 

T 
0 

1 = A 1 

T 
0 

2 = A 1 A 2 

T 
0 

3 = A 1 A 2 A 3 
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A descrição da extremidade de um elo em relação seu predecessor 

pode ser descrito em função das matrizes A: 

 

T = A    ......A   A 
m 

n m+1 n-1 n 

Elo atual 

Elo anterior 

Exemplo: 

T 
3 

6 = A 4 A 5 

T 
0 

6 = 

A 1 A 2 A 3 

A 6 

T 
0 

3 T 
3 

6 

= T 
3 

6 
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a1 = Distância ao longo de x1 da intersecção dos 

eixos x1 e z0 até O1 

a2 = Distância ao longo de x2 da intersecção dos 

eixos x2 e z1 até O2 
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d1 = Distância ao longo de z0 de O0 

até a intersecção dos eixos x1 e z0 .  

d2 = Distância ao longo de z1 de O1 

até a intersecção dos eixos x2 e z1 .  
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α1 = ângulo entre z0 e z1 medido em torno de x1  

α2 = ângulo entre z1 e z2 medido em torno de x2  
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θ1 = ângulo entre x0 e x1 medido em torno de z0  

θ2 = ângulo entre x1 e x2 medido em torno de z1  
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Sala Mario
Nota

a1 = Distância ao longo de x1 da intersecção dos eixos x1 e z0 até O1 

Sala Mario
Nota

d1 = Distância ao longo de z0 de O0 
até a intersecção dos eixos x1 e z0 . 

Sala Mario
Nota

α1 = ângulo entre z0 e z1 medido em torno de x1 
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