1 Prova — Eletromagnetismo II

1 [4.0] — Considere uma cavidade ressonante de formato retangular, com os lados em = = (0, L),

y:

(0,Ly) e z= (0, L,). Podemos tentar uma solucao para a componente do campo elétrico na direcao

z da forma:

E, = Eq, cos(kyz) sen(kyy) sen(k,z)e "

e expressoes similares para as componentes y e z. (Dica: preste aten¢ao aos senos e cossenos quando

escrever as outras componentes!)

(a)

(1.0) Encontre os valores possiveis para k., ky e k. para que as trés componentes do campo elétrico

satisfagam condicoes de contorno apropriadas (EH = 0 nas faces da cavidade).

R: As outras componentes do campo elétrico devem ser:

E, = Eyysen(kyx) cos(kyy) Sen(kzz)efiwt ,

1wt

E. = Ey.sen(kyx) sen(kyy) cos(k,z)e™ ",

Para satisfazer as condi¢oes de contorno é necessario que os nimeros de onda sejam:
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comn; =1,2,3,...

(0.5) Usando a equagao de Maxwell V-E= 0, obtenha o vinculo entre as componentes do campo
(Eo;) e os vetores de onda (k;).
R: A equagao significa que:
OE, O0E, OF,
+ +
Ox dy 0z

que implicam em:
k:I?EOLE + kyEOy + szOz .

(2.5) Agora suponha que levamos L, — oo, de forma que nao estamos mais considerando uma
cavidade, e sim uma espécie de guia de onda quadrada que foi “tampada” em z = 0. Encontre os
campos elétrico e magnético da onda que pode existir dentro dessa “guia tampada”. Verifique que
as condigoes de contorno estao satisfeitas (EII =0e B, =0nas superficies). Verifique também

que todas as equacoes de Maxwell estao satisfeitas por esses campos.

R: Tomando L, — oo, temos k, — 0, e nesse caso resta apenas uma componente nao-nula:
E, = Ey, sen(kyz) sen(kyy) e ™" .

(Nota: vocé poderia também tentar solugoes com valores continuos de k., mas nesse caso aparecem

outros modos dos campos elétrico e magnético, e a solugdo do problema fica um pouco mais longa.)



E evidente que esse campo obedece V-E = 0. Pela Lei de Faraday, temos V x E = —9Bot = iwB.

Isso significa que as componentes do campo magnético sao:

E. 0LE, .

iwB, = aay o = Eos kysen(kyx) cos(kyy) e ™"
0FE, OF, i

iwBy = 5 o —Eo; k, cos(kyx) sen(kyy) e "

Esses campos satisfazem By (z = 0) = By(x = L;) = By(y = 0) = By(y = L,) = 0. Também ¢é facil

checar que V-B =0, e que V x B = c_QBE/at.

2 [6.0] — Uma onda plana escalar se propaga na direcao = e é espalhada por um fio de cabelo
muito longo, de raio a, orientado ao longo do eixo z (veja figura na lousa). Nesse problema vamos,
naturalmente, utilizar coordenadas cilindricas, (p, ¢, z), porém assumiremos simetria na dire¢ao z — ou

seja, que nao hé dependéncia alguma em z. Isso torna o problema essencialmente bi-dimensional.

Preparagao do problema
Seja uma onda escalar ¥ = 1) ¢’!, com 9 a parte espacial dessa onda. Em coordenadas cilindricas,

e assumindo simetria na direcao z, 1) obedece a equacao de Helmholtz:
V3 + k=0,

onde k =w/ce:
1 1 0?
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Uma solucao geral dessa equagao pode ser expressa na seguinte base de auto-fungoes radiais e angulares:

= AZ [am )(kp) + by H? )(kp)] eme (1)

onde H,%)(u) = Jn(u) +iYp(u) e Hg)(u) = Jm(u) — Yy (u) s@o as chamadas func¢oes de Hankel do
primeiro e do segundo tipo. Apesar delas serem apenas combinagoes das funcoes de Bessel, é preferivel

utilizar as funcoes de Hankel devido aos seus limites assintéticos quando u — oo, que sao dados por:

HO (1) — (|2 eilu=(m+1/2)m/2
m T ’
2
H(2) (u) SN lips ilu—(m+1/2)7/2]
m V 7z ’

Ou seja, se houver uma onda espalhada pelo fio de cabelo (centrado em p = 0), de “dentro” (p = 0)
para “fora” (p — 00), essa onda espalhada devera ser do tipo W, ~ elilkp—wt) /+/P, e essa dependéncia

(1)

s6 ocorre com as fungoes Hyy,

A onda incidente

Uma onda plana se propagando na dire¢ao x pode ser escrita como:

U, = Aei(ka}—wt) - Q/)m _ Aeikpcosqb ]



Felizmente, essa onda plana pode ser escrita em termos das func¢oes de Hankel (e de Bessel) como:

ehr — gikpoosd — Z i T (kp)e™® = % Z e [H,g%)(k:p) + H? )(kp)]eim¢ .

m m

Sabendo de tudo isso, responda:

(a) (1.0) Escrevendo a funcao espalhada (“out”) como:
YVout = AZ CmHﬁy%)eimqﬁ ,
m

e lembrando que a onda “total” é ¥ = ¥y, + Yout, mostre que as constantes que definem a onda

total segundo a equacao (1) podem ser escritas como a,, = ¢, +1"™/2 € by, = —i"™ /2.

R: Escrevemos a onda “out”como ¥y = ¥ — Yin:
wout = AZ Qm — lzm H(l) (k?p) + bm - llm H(2) (kp) eim¢ .

No limite p — 0o devemos obter uma expressao que contém apenas H,(,P, e portanto b, =i™/2. O

coeficiente que resta é justamente ¢, = a,, — "™ /2.

(b) (2.0) Agora imponha as condigbes de contorno do tipo Dirichlet — ou seja, exija que ¥ = 0 em
p = a. Encontre a expressao para os coeficientes ¢, (eles vao ficar em termos das fungoes de

Hankel mesmo, nao se assuste).

R: Como 9 (p =) = 0, cada termo da série deve ser zero. Ou seja:

H m )
0= anHD (ka) + b HD (kp) =  am = —bm# - —Z—# .
Hy, (ka) 2 Hy'(ka)

Desse modo,

m H? (ka) o Tm(ka)
Cm = —— 1 + ? = —1 T .
2 Hyy) (ka) Y (ka)

(¢) (2.0) A segao de choque desse espalhamento (que, voltando para as trés dimensdes originais do fio
de cabelo, pode ser interpretada como a secao de choque por unidade de comprimento do fio de
cabelo) depende apenas do angulo ¢. Podemos escrever:

do _ . P [You(p)?

dp — p=oo [Pl

Obtenha a expressao dessa secao de choque diferencial, e depois integre essa expressao, mostrando

que ela resulta na seguinte secao de choque total:

4 J2 Z J2 k:a
Tk — |H(1) )2 "k J2 (ka) —|—Y2(kza)

[Dica: Para calcular essa se¢ao de choque total € dtil lembrar que f027r d¢ etlm=—m")¢ — 270 -]



R: No limite p — 0o, usando a propriedade da funcao de Hankel temos que:
[ & z[kp (m+1/2)7r/2]eim¢

2

2

do(¢) _ p

(1 zm¢
o Jim, ZcmH (kp)e

que, devido ao médulo quadrado, resulta em:

—imm/2 eime

Z Im (ka) —zmﬂ/Qeimqb
HY (ka)

2
T Tk

Para obter a secao de choque total, integramos sobre o angulo ¢, de 0 a 2w. Nesse momento ¢é

melhor escrever a expressao acima como:

dU((ﬁ) _ 2 Im (ka> —imm /2 _im. Jm'(’“”) im/m/2 im/
i (] (e

onde lembre-se que [HT(,})}* = [Hgf)]

Agora, na integral o = 02” d¢do /d¢ note que a integral angular é simplesmente:

2
/ do ilm'=m)é 270 ! -
0

Isso simplifica as duas somas, tornando-as uma s6. Temos entao:

2%2

H<2>(ka)
que é o resultado do enunciado.

(d) (1.0) Agora, sabendo que no limite u > 1 a soma ) | Iin (W) W u/2, o resultado dessa se¢ao

m J2 ( )JrYT,Qqb u

de choque é o que vocé esperaria? Por qué?

R: O resultado é que a secao de choque se tornar o = 2a, que é justamente o didmetro do fio de
cabelo. Esse diametro corresponde a “sombra” que o fio de cabelo faz. Em outras palavras, essa é

a “secao de choque geométrica”!



