Anidlise de erros simples: aleatdrios ou sistematicos?

o A média é uma estatistica muito comum; é o que fazemos o tempo todo, por
exemplo ao ‘fazer uma integragdo’ de um objeto fraco (i.e. efetuando uma exposi¢io
com tempo finito com um telescépio+instrumento). A varidncia da média é:
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@ o que, apds alguma manipulagdo é igual a:
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@ Ignorando o segundo termo por agora, o primeiro expressa uma crenga bem
estabelecida, de que o erro de uma média é inversamente proporcional a v .

@ Agora, sobre o segundo termo, distribuicdes com variancia infinita a parte, o familiar
resultado v/ N sé se mantém se esse termo for zero. Esse termo contém a
covaridncia que é definida como:

cov[Xi, Xj] = E[(Xi — pi)(Xj — )]
e esta fortemente relacionado com o coeficiente de correlagdo entre x; e x; que
veremos mais adiante.
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Anidlise de erros simples: aleatdrios ou sistematicos?

@ Quando os dados sdo todos independentes entre si (ou seja, ndo ha correlagdo entre
o ruido de um dado e do préximo) o termo da covarianga desaparece. Nesse caso os
erros sdo chamados de puramente aleatdrios e decrescem com v/ N.

@ Frequentemente esse n3o é o caso. Tome como exemplo uma série temporal de
medida do fluxo de uma estrela qualquer. Num dado momento um nuvem passa em
frente a estrela e as contagens diminuem. E muito provavel que os proximos dados
sofram o mesmo problema.
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Anidlise de erros simples: aleatdrios ou sistematicos?

@ Nesse caso a distribuicdo probabilistica se torna multivariada e fatoriza¢bes simples
ndo podem ser feitas:

EIX — 1) — ) = / / (6 — 1) — 1) (i 1. )b

de modo que é necessdrio entender melhor os erros observacionais (ou seja escrever
a distribui¢do conjunta g(xi, x;j|...)

@ Nesses casos mais complexos o erro da média converge muito mais lentamente do

que VN

@ A distingdo que fazemos entre erros aleatérios e sistematicos em termos estatisticos
sdo um continuo, com a covaridncia sendo zero em um dos extremos (erros
aleatérios).
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Anélise de erros simples: propagacao de erros

o Frequentemente o que queremos saber é uma funcdo dos dados coletados.
Conhecendo os erros nos dados como estimamos o erro na quantidade desejada?

@ Se os erros sdo pequenos, o modo mas facil é através da expans3o de Taylor.
Supondo as varidveis x, y, z, com erros independentes 6X,0Y,5Z e estamos

interessados nas fungdes f(x, y, z,...).

@ A mudanca em f causada pelo erros é, em primeira ordem:

of of of
5f7 a‘xzxéx + @L‘,:y(sy + $|z:252 + ..

@ Como a variincia de uma soma é a soma das variancias (e a variincia é a
expectativa do erro ao quadrado):

of of of
var[f] = <8x> leex 02 + (8y) ly=y o y + <8 ) lez o2 + ...
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Anélise de erros simples: propagacao de erros

@ Essas consideragbes levam a um resultado muito conhecido para a combinag3o de
medidas: dadas n estimativas independentes Xj, cada qual tendo erros o;, a melhor
estimativa combinada é a seguinte média ponderada:

Xuw =Y _Xjlo7/> 1/o}
j=1 j=1

@ A variancia de X,, é:

n
on =1/ 1/0;
j=1

Exemplo W&J P. 63
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Aniélise de erros simples: combinando distribuicdes

o Frequentemente esse método n3o é bom o suficiente. Precisamos, provavelmente
saber detalhes a distribuicdo probabilistica da quantidade derivada. O caso mais
simples é o de transformacdo da quantidade medida x, com distribuicdo g para uma
quantidade derivada f(x), cuja distribuicdo probabilistica é dada por h.

@ Como a probabilidade se conserva e lembrando que essas sdo distribuicdes sio
densidades de probabilidade temos:

h(f) df = g(x) dx

de modo que h envolve a derivada df /dx. Cuidados devem ser tomados se f n3o for
monotdnica.
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Analise de erros simples: combinando distribuicoes

Exemplo W&J P. 64
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o Essa técnica rapidamente se torna dificil de aplicar para mais de uma varidvel.
Seguem alguns resultados dteis
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Aniélise de erros simples: combinando distribuicdes

@ Suponha que temos duas varidveis x e y, identicamente distribuidas seguindo a
funcdo g. Qual a distribuicdo da sua soma: z = x + y? Para cada x devemos somar
as probabilidades de todos os niimeros y = z — x, que resultam no z de interesse. A
distribui¢do probabilistica h(z) é ent3o:

h(z) = / g(z — x)g(x) dx,

onde as probabilidades foram simplesmente multiplicadas pela hipétese da
independéncia.

A func3o h é chamada de func¢3o de autocorrelagcdo de g.

Esse resultado é generalizdvel para a soma de vérias varidveis.

@ Frequentemente precisamos da distribuicdo do produto ou razdo de duas varidveis.
Sem maiores detalhes o resultado é o que se segue.
Para z = xy, a distribuicdo de z é:

)= [ ree(z/x)
edez=x/y é
hz) = [ Ixlg(x)e(ax) o

Em quase todos os caso de interesse, essas integrais sdo muito dificeis para ser
calculadas analiticamente.
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Andlise de erros simples: algumas estatisticas Uteis e suas distribuicoes

o Para N dados X; algumas estatisticas (teis sio a média a varidncia amostral (5°%)e
estatisticas de ordem. Se os X; sdo independentes e varidveis gaussiana
identicamente distribuidas, onde a gaussiana tem média j e varidncia o2, ent3o:

@ O valor médio X segue uma distribuicio gaussiana ao redor de  ,e com varidncia
o2 /N (TVC!)

@ A variancia amostral o2 ¢ distribuida como o2x?/(N — 1), onde a variavel
“qui-quadrado” tem N — 1 graus de liberdade.

© A razéo .
VN(X — )
o3
é distribuida como uma a funcdo t de Student, com N — 1 graus de liberdade. Essa
raz3o é de grande utilidade pois estima o qu3o longe da média verdadeira estd a média
dos dados.

@ Se nés temos duas amostras independentes de tamanhos N e M, geradas a partir da
mesma distribuicdo gaussiana, ent3o a razdo da varidncia amostral afl e 052 segue
uma distribuigdo F (veremos mais sobre esses pontos no capitulo 5).
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Andlise de erros simples: algumas estatisticas Uteis e suas distribuicoes

o Estatisticas de ordem s3o simplesmente os resultados do rearranjo dos dado X;, em
ordem crescente de valor, renomeados como Y1, Y2, .... Valores maximos e minimos
sdo de interesse e a mediana Yy, (N impar) é um indicador robusto de localizagéo.

@ Podemos também formar estimativas robustas de espalhamento usando estatistica
de ordem, por exemplo o intervalo que contém 50% dos dados. Por isso ambas

distribuicdes, de densidade e cumulativa sdo de interesse.

@ suponha que a distribuicdo de x é f(x), como distribuigdo cumulativa F(x). Assim,

a distribui¢do g, da estatistica de i-ésima ordem (Y;) é:
N! i-1 N—i

&ily Fly 1=FWI" fly

)= Gy FO ™ L= FO" ()

e sua distribuicdo cumulativa é

Z() VL= FOuN"

J=
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Andlise de erros simples: algumas estatisticas Uteis e suas distribuicoes

°
Exemplo W&J P. 67
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@ Fim da aula 4
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