Prova 1 — PMR3201 Computacao para Automacao lo. semestre 2017
Prof. Thiago de Castro Martins

Instrugoes: Coloque seu nome e NUSP na primeira folha de papel almago. Numere as paginas de sua prova
e coloque o numero total de paginas na primeira. Quando escrever cédigo em Python use sempre linhas
verticais para explicitar as delimitacoes de escopo. As questoes podem ser resolvidas em qualquer ordem.

1. (2,5 pontos) Uma sequéncia A = {ag,...aa,—1} € dita supercrescente se:
i—1
a; > Zaj
§=0

a; >0

Ou seja, cada elemento é positivo e estritamente maior que a soma dos seus anteriores. Por exem-
plo, a sequéncia [1,2,3] ndo é supercrescente, enquanto que a sequéncia [2,3,6] é. Escreva em
Python uma funcao que verifica se uma dada seqiiencia é supercrescente. Use a seguinte assinatura:
supercrescente (a), onde a é a sequéncia. A funcdo deve retornar True se a é supercrescente e
False caso contrario. Explique o comportamento da sua funcdo no caso de uma sequéncia nula. Uma
funcao com complexidade O(N), onde N é o tamanho da sequéncia, vale 2,5 pontos, complexidades

piores valem 1,5.

Resposta:

def supercrescente(a):
soma = 0
for i in a:
if soma > i:
return False
soma += i
return a[0]>0

Note a necessidade de se verificar se o ultimo elemento é positivo ao final. Esta fungao retorna
True para sequéncias nulas.

2. (2,5 pontos) Seja A = {ao,...a2,—1} uma sequéncia com nimero par de elementos. Chamemos de
operagao de redugao de pares a operacao em que cada par de elementos consecutivos (a;,a;+1) €
substituido por a; se a; = a;11 ou é eliminado se (a; # a;+1). Por exemplo, esta operagdo aplicada &
sequéncia [1,2,2,1,1,1,3,3,3,1] transforma-a na sequéncia [1, 3] (verifique!).

(a) (0,5 pontos) Seja N o tamanho original da sequéncia. O tamanho mdximo da sequéncia obtida
pela operacio de redugao de pares é N/2, e o tamanho minimo é 0 (uma sequéncia nula). Fornega
exemplos de ambos os casos com sequéncias de 6 elementos.

Resposta: O tamanho méximo é obtido quando todos os pares de elementos sao formados
por dois elementos iguais e sao reduzido a um elemento, o que produz uma lista com tamanho
N/2. Exemplo: [1,1,2,2,3,3], com comprimento 6, que produz a sequéncia [1,2,3].

O tamanho minimo é obtido quando todos os pares de elementos sao formados por dois
elementos diferentes e sdo eliminado, o que produz uma sequéncia nula. Exemplo: [1,2,3,4,5, 6]

(b) (1,0 pontos) Escreva em Python a fungdo reduz que recebe uma sequéncia com um ntmero par
de elementos e transforma-a (substituindo os elementos originais!) pela sequéncia resultante da



(oI N

operacao de reducao de pares sem uso de espago auziliar. Vocé deve modificar a sequéncia recebida,
inclusive no seu tamanho e s6 deve usar um ntumero fixo de variaveis escalares. Use a seguinte
assinatura:

def reduz(a):

Onde a é a sequéncia sobre a qual deve-se fazer a operagao. Lembrete: Em Python, o tamanho
de um vetor a pode ser reduzido a um tamanho n em tempo constante com o comando (com

n < len(a)):
del a[n:]
Resposta:
def reduz(a):
n =20
for i in range (0, len(a), 2): # dois em dois
if al[il==a[i+1l]:
aln] = afi]
n +=1

del a[n:] # Mantem somente os n primeiros elementos

(¢) (1,0 pontos) Escreva em notacao Big Oh a complexidade do seu algoritmo em fung¢ao do tamanho
da sequéncia original N.

Resposta: A complexidade desta implementagao é O(N).

(2,5 pontos) O problema da Soma de Subconjuntos é o problema de se determinar se em uma sequéncia
A ={aqg,...as,—1} existe uma subsequéncia cuja soma é exatamente um dado valor z. Por exemplo,
existe uma subsequéncia em [1, 3, 6, 2] cuja soma é exatamente 5 e ndo existe subsequéncia em [1, 3, 6, 4]
que some exatamente 12. Este é um problema computacional notoriamente dificil, para o qual nao
se conhecem algoritmos com complexidade sub-exponencial. Existe no entanto uma forma simples de
resové-lo quando a sequéncia A é supercrescente (vide questao 1):

def ExisteSubSoma (a, x) :
for v in reversed(a): # Do fim para o comego
if x >= v: x —-= v
return x==

(a) (0,5 pontos) Seja N o tamanho da sequéncia a. Qual a complexidade do Algoritmo em funcao de
N?

Resposta: O unico lago do algoritmo percorre a sequéncia a em ordem reversa, consequente-
mente faz exatamente N iteracoes. Assim a complexidade do algoritmo é O(N).

(b) (2,0 pontos) Mostre que o algoritmo esta correto, ou seja, ele retorna True se e somente se héa
uma subsequéncia de a cuja soma é exatamente x.

Resposta: O algoritmo trivialmente termina em tempo finito (vide item anterior). Seja
A ={aop,...an} asequéncia em a (note que neste cason =N —1) e A;; ={a;,...a;} i< ja
subsequéncia de a iniciada no indice i e terminada no indice j. Seja n o ultimo indice valido de




a (ou seja, N —1). Seja x; o valor da varidvel a na i-gésima iteracao do lago, apds a execugao
da linha 3, com xg = x. A lei de recorréncia do algoritmo é:

" Z; se, T; < Ap—;
i+l =
Ti— Qp—j S€ Tj 2> Ap—j

Mostra-se que vale sempre a propriedade:

Lema 3.1 Euxiste subsequéncia de A que soma exatamente xo se e somente se existe sub-
sequéncia de Ag.(,—;) que soma exatamente ;.

Esta propriedade é trivialmente verdadeira para ¢ = 0. Vamos dividir esta afirmagao em 3
sub-casos:

1. Existe uma subsequéncia S qualquer de Ag.,—; cuja soma é exatamente x;:

(a) x; < an—;: Evidentemente a,,—; ¢ S (pois a; > 0, assim qualquer soma que inclua
@p—; Serd maior que ;). e assim existe uma subsequéncia de Ag.,—(;+1) cuja soma
¢é exatamente x; = x;11

(b) z; > an—;: Neste caso a,—; € S, pois, pela definicdo de supercrescente, qualquer
soma de subsequéncia que nao contém este valor serd menor do que a,,_1. Novamente,
existe uma subsequéncia de Ao.,—(;+1) cuja soma é exatamente x; — an_; = Ti11

2. Nao existe subsequéncia S qualquer de Ag.,,_; cuja soma é exatamente x;: Entdo nao
pode existir subsequéncia de Ag.,—; cuja soma seja exatamente x; nem x; — a,—; (caso
contrério seria trivial construir a sequéncia desejada). Assim, nao existe subsequéncia de
Apin—i S€ja Tiy1-

Ora, mas na condigao de saida, i = n e Agp—it1 = {}, cuja soma é 0. Assim, existe
subsequéncia de A cuja soma é exatamente x( se e somente se x,, = 0.

4. (2,5 pontos) Nota: O enunciado publicado na prova contém um erro na listagem abaixo. Aqui estd
publicada a versdo correta. Infelizmente este erro afeta a resposta do item (c). Vide solugdo deste item
para mais detalhes.

Uma sequéncia A = {ag,...an—1} possui um elemento dominante se exite um elemento que se repete
em mais da metade das posigoes de A (ou seja, existe x tal que |{i € N|a; = z}| > n/2). Por exemplo, a
lista {1,2,3,2} ndo possui elemento dominante (o elemento 2 se repete apenas duas vezes e a seqiiencia
possui 4 elementos). J& a lista {1, 2,2} possui elemento dominante (o elemento 2 se repete duas vezes e
a sequéncia possui 3 elementos).

(a) (0,5 pontos) Seja Ay uma sequéncia com nimero par de elementos, e Ay o resultado da operagao
de redugdo de pares (vide questao 2) aplicada a A . Vale a seguinte propriedade: se x é elemento
dominante de Ag, entdo z também é elemento dominante de A;. A implicagdo reversa, no entanto,
nao é valida, ou seja, existem sequéncias resultantes A; que possuem um elemento dominante
x que nao é elemento dominante de Ag. Forneca um exemplo deste iltimo caso, ou seja, uma
sequéncia que ndo possui elemento dominante, mas que, submetida & operacao de redugao, produz
uma sequéncia com elemento dominante.

Resposta: A sequéncia [1,2,3,3], sob a operagdo de redugdo, gera a sequéncia [3]. 3 é
trivialmente elemento dominante da segunda sequéncia, mas nao é da primeira.

(b) (1,0 pontos) Considere a funcao:



def ExisteElementoDominante (a) :
v = list (a) # Copia: Complexidade O(len(a))

n = len(a)
def TestaRecursivamente () :
if len(v) == 0: # Ndo hd mais candidato!

return False
if len(v)%2!=0: # se v tem numero Impar de elementos...
# Verifica se o ultimo elemento €& dominante

if v.count(v([-1])*2 > len(v): # Contagem: Complexidade O(len(v))
return a.count (v[-1]1)*2 > n # Complexidade O (len(a))
v.pop () # Retira o ultimo elemento: Complexidade O (1)

reduz (v) # Presuma aqui complexidade O (len(v))
return TestaRecursivamente ()
return TestaRecursivamente ()

Esta é uma funcao recursiva que usa internamente uma funcao reduz (a), similar a descrita na
questao 2. Mostre que a funcao ExisteElementoDominante (a) termina em tempo finito e
retorna True se a sequéncia em a possui elemento dominante, False caso contrario.

Sugestao: Vocé pode usar as propriedades do item (a) da questao 2 e do item (a) desta mesma
questao. Note que é preciso mostrar que a chamada a reduz (v) é sempre valida.

Resposta: A funcdo recursiva verifica se a sequéncia é nula e retorna verdadeiro neste caso.
Em seguida ela verifica se a sequéncia tem um nimero impar de elementos. Caso tenha, ela
verifica se o seu ultimo elemento é dominante da sequéncia original. Finalmente ela chama
reduz sobre a sequéncia e a si mesma.

Esta funcao recursiva tem dois casos-base:

1. A sequéncia recebida é nula, situacdo em que a fungéo retorna False.

2. A sequéncia recebida tem ntmero impar de elementos e seu tltimo elemento é elemento
dominante da sequéncia v, situacao em que a fungao retorna True caso o elemento
também seja, False caso contrario.

O primeiro caso base é correto, pois pela propriedade do item (a), se alguma sequéncia v nao
tem elemento dominante, a sequéncia original a também nao pode ter. O segundo caso-base
também é, pois se o iltimo elemento de v é dominante em v, ele é o inico candidato possivel
a dominancia de a.

A chamada a reduz é sempre vélida, pois se o vetor v tem inicialmente nimero impar de
elementos, o seu dltimo elemento é retirado. Ora, mas a chamada a reduz garante que o
tamanho do vetor v na préxima chamada estard entre 0 e |len(v)/2]. Assim, algum caso-base
é sempre atingido.

Ora, mas a chamada recursiva retorna o valor correto, entao necessariamente a funcao retorna
o valor correto (de fato, trata-se de um tail call).

(¢) (1,0 pontos) Escreva a equagcao de recorréncia da complexidade da chamada a ExisteElementoDominante (a)
em funcao do comprimento da sequéncia a N. Resolva a equacao e obtenha a complexidade da
fungao.
Aten¢do: Aqui vocé deve adotar uma complexidade da chamada & fun¢ao reduz (v) O(N), onde
N é o comprimento da sequéncia v.



Resposta: O pior caso da fungao recursiva é o no qual o vetor v é sempre impar e nao possui
elemento dominante. Neste caso a fungao recursiva faz O(N) operagoes e chama a si mesma
com no méximo N/2 elementos, onde N é o tamanho de v. Assim, a equagdo recursiva é:

TWW:T<g>+WN)

Cuja solucao é:

T (N) = O (N)

O enunciado original nao faz a verificagdo final sobre o vetor a, o que torna o algoritmo
incorreto. Durante a prova pediu-se aos alunos que substituissem o teste v.count (v[-1]) *2
> len(v) pora.count (v[-1])*2 > len(v). Este teste tem complexidade len (a), que
ndo depende do tamanho de v. A equagao resultante é:

N
T(N)=T <2> + O(1len(a))
Cuja solucao é O (log N (14 O(len(a))) = O (Nlog N) Em virtude do erro no enunciado,

ambas as respostas serao consideradas corretas.

Formulario
Somas de sequéncias:
= an-1 ‘= o n® n? L n — 5 nt nd N n?
i = 1= — — — 4+ — 17 = — = — 4+ —
2 T 3 2 6 4 2 4’
=0 =0 1=0
n—1 n—1
} 1-a’ 01— a)
i=0(a#1) i=0(a#1)

Solucao de equagoes de recorréncia pelo Master Theorem:
A equagao:
N L
T(N)=A-T (= | +cNE,
B
com T'(1) = O(1), tem solugao

@ (NlogB A) se A > BE
T(N)=4 O(NtlogN) se A= B~
O (N%) se A < Br

Equivaléncia de recursao por tail call a lago:



function F(X)
if C'(X) then
return F (X)
else
return F (G (X))
end if
end function

Versao recursiva

function F(X)
while NOT C (X) do
X+ G(X)
end while
return F (X)
end function

Versao iterativa com lago



