Estimagcdao pontual, estimagao intervalar e
tamanho de amostras

Inferéncia: por meio das amostras, conhecer informagdes gerais da
populagdo. Problemas de inferéncia, em geral, se dividem em estimagdo de
parametros e testes de hipdteses.

Neste curso consideraremos problemas de inferéncia envolvendo estimagdo
de parametros

Estimacdo de parametros: A estimacdo é o processo que consiste no uso de
dados da amostra (dados amostrais) para estimar valores de parametros
populacionais desconhecidos, tais como média, desvio padrdo, proporgdes,
etc.

Estimador: é uma fun¢do dos elementos da amostra, que sera usada no
processo de estimagdo do parametro desejado. O estimador é, como vemos,
uma estatistica. Serd, portanto, uma variavel aleatéria caracterizada por uma
distribuicdo de probabilidade e seus respectivos parametros préprios.

Estimativa: cada valor particular assumido por um estimador.




ESTIMATIVA PONTUAL: é uma estimativa de um unico valor
para um parametro populacional.

ESTIMATIVA INTERVALAR: ¢é um intervalo de valores usado
para estimar um parametro populacional.

Exemplo: Considere um amostra aleatéria das alturas, em cm, de meninos de 15
anos: 165, 170, 170, 168, 178, 180, 168, 150, 172, 170

Perguntas tipicas de estimagdo de parametros em relagdo a estes dados sdo:

A partir dos dados amostrais e considerando que a amostra foi retirada de uma
populagdo com média p desconhecida:

(a) Estime um Unico valor representando o parametro desconhecido p. —>
estimagao pontual

(b) Estime um intervalo de possiveis valores para p.—> estimagao intervalar.

Estimagdo Pontual de um parametro

0 : parametro (valor numérico constante ¢ desconhecido da populagio)

A

0 : estimador pontual ( estatistica visando estimar o parametro)

Um estimador 6 é uma fungio dos valores amostrais que € usado para
estimar o valor de um parametro desconhecido 6. O estimador ¢ uma
variavel aleatoria com uma distribuic a0 de probabilid ade. Quando uma
amostra aleatoria ¢ selecionada de uma populagao e ¢ calculado a

partir dos dados, o valor numérico obtido ¢ chamado uma estimativa de

da amostra considerada.




Alguns estimadores pontuais:

Parametro da populagio (0 ) Estimador (@)
Média () Média amostral ( x )
Proporgao (p ) Proporgdo amostral ( P )
Desvio-padrdo (o) Desvio-padrao amostral ( S)

Como escolher um estimador?

(1) Deve ser ndo enviesado (nao tendencioso)

Um estimador 6 é nio enviesado para o parametro 0
se E(é) = 0, qualquer que seja o verdadeiro valor de 0.

Se esta propriedade nao ¢ satisfeita , 6 ¢ um estimador

enviesado.

Lembre-se: E (x) é o valor esperado de x.




(2) Selecione o estimador que tem menor variancia

Selecione o estimador ndo enviesado de O que tem menor
variancia, qualquer que seja o valor de 0. Se ele existir, ele é
chamando de estimador ndao tendencioso de minima

variancia.

O desvio - padrao (DP) do estimador 0 & chamado

erro padrao e sera denotado :s(é) =DP (é)

llustrando a idéia de enviesamento

Considere a variancia de uma populacdo de tamanho N:

> (6, -

o’ :MT' onde U é é a méa populacional.

Vamos supor que temos uma amostra aleatéria de tamanho
n e gueremos estimar, a partir da amostra, a variancia da populagdo.

Consideremos duas situagdes:

(a) A média populacional pnalonhecida.

> —n)

Vamos definir o estimador § ==
n




Vamos verificar se o estimador definido é oundo enviesado :

portantose conhecermos amédiapopulacional

n 2

2% —p)

i=1

~

oestimador 0= nao enviesado.

n

(b) Considere que ndo conhecemos amédia populacional.

Podemos estimar amédia populacional pelamédiaamostral

e definir, por analogia, o estimador davarianciacomo:

e vamos testar se este estimador é oundo enviesado.




n 2

(Xi _i)
Temos: E(©)=F =-——
n

n 2, 2
e vamos usar a identidade: ) (x,—X) =Y (x,—p) —n(x —p)’

i=1 i=1

n

Sl -wf)-ne(®-wf) Soron®
Entdo: E(é)z i=1 _ = n _ (n—1)o g
n n n

n 2
. Z(Xi _l—l)
e portanto o estimador da varidncia 6= =L—— ¢ enviesado.

n

Dai a definigdo vista no inicio do curso para a variancia amostral:
2
n

Z(Xi _i)

6=5"= '2171 que é n3o enviesado.
n_

Note que: nao enviesamento nao deve ser considerado um
critério excessivamente importante para julgar um estimador na
medida em que, o valor esperado é apenas uma das possiveis
medidas de centro. Existem exemplos de estimadores
enviesados que tem concentracdo de probabilidade proximo do
parametro maior do que o estimador ndo enviesado de minima
variancia. Entretanto, neste curso, o0s estimadores mais
comumente utilizados sdo nao enviesados.




Estimagdo pontual da média populacional ()

parametro: W (média populacional)

dados: X, X,,....X, (amostra aleatéria de tamanho n)

n

estimador: X (média amostral)

erro padrdo da média: € (x) =

e

- P _ 6 [N—-n
amostragem sem reposicdo de populagdo finita: g(x) = T" N1
n f—

se ndo conhecer o, estime o erro usando desvio amostral S

Estimagdo pontual da proporgdo populacional (p ):

parametro: p (proporgdo populacional)
dados: x: nUmero de ocorréncias de uma certa caracteristica

numa amostra aleatdria de tamanho n

. . X
estimador: p=—
n

p(1-p)
n

. / 1- /N -
amostragem sem reposi¢do de populagdo finita: €(p)= p=p) N—:
n J—

se ndo conhecer p, estime o erro usando a propor¢do amostral p

erro padrdo da proporcdo: £(p)=




Note que o erro padrao da proporg¢ao depende da proporgao
populacional, ou de alguma estimativa dela como por exemplo a
propria proporcdo amostral.

Entretanto, se ndo for possivel obter alguma estimativa de p, e
como para qualquer valor de p temos a desigualdade p(1-p)<1/4,
o erro padrao é limitado por

p) < ——

24/n

Estimacgao intervalar de um parametro populacional

Um estimador intervalar de um parametro é
um intervalo que é previsto para conter o
parametro. A confiangca que atribuimos ao
intervalo é a probabilidade de que ele ira
conter o parametro.




Considere oparametro 6.

Seja (1-a) umaprobabilidade especificada e L e U

fung¢des dos valores amostrais X, ,..., X, demodo que
P(L<OB<U) =1-a

Entdoointervalo (L,U)échamado intervalode confianca

de 100(1-0.)% paraoparametro0, e (1-a) chamadode

nivel de confianca associado ao intervalo.

O nivel de confianca (NC) € a probabilidade 1-a, que é a
proporcao de vezes que o intervalo de confianga realmente
contém o parametro populacional, supondo que o0 processo
seja repetido um numero grande de vezes.

Alguns niveis de confianca geralmente usados.

Para NC = 0,90 ou (90%) a=0,1
Para NC = 0,95 ou (95%) o =0,05
Para NC = 0,99 ou (99%) a=0,01




Vamos considerar primeiro a estimativa intervalar para a
proporgao populacional

Exemplo de uma estimativa intervalar:
A estimativa de IC de 95% para a propor¢ao populacional p é
0,381<p<0,497.

Interpretacdo: Ha uma interpretagao correta e muitas erradas,
diferentes e criativas para o IC.

Correta: Estamos 95% confiantes de que o intervalo de 0,381
a 0,497 realmente contém o verdadeiro valor de p.

Errada: Ha uma chance de 95% de que o verdadeiro valor de p
esteja entre 0,381 e 0,497

Para estabelecer um IC sao utilizados valores criticos.
O uso do escore padréao Z.

O escore padrdo Z pode ser usado para de distinguir entre
estatisticas amostrais que tém chance de ocorrer e aquelas
que nao tém.

Sob certas condi¢des a distribuicdo amostral das proporcoes
amostrais pode ser aproximada por uma distribuicdo normal.

Ha uma probabilidade 1-o de que uma propor¢do amostral
caia numa regido limitada por dois valores de Z, para os quais
uma area de a /2 seja definida na cauda esquerda e uma area
de o /2 seja definida na cauda direita.
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Valores criticos.

Um valor critico € um numero na fronteira que separa
estatisticas amostrais que tém uma chance de ocorrer
daquelas que n&o tém.

O numero Z,, € um valor critico, que € um escore Z com
a propriedade de separar uma area de o /2 na cauda direita
da distribuicdo normal padronizada.

Vamos considerar um exemplo onde temos um intervalo
de confianca de 90%, ou seja, (1-a)=0,90

Valores Criticos

0,5

0,4
0,3
a/2
0,2 1

0,1 1

0,05

Densidade de Probabilidade

0

-40 30 -20 10 00 1,0 \2.0 30 40

Nivel de confianga: NC = 1-o. | Valores criticos: * Z, = * 1,6449
Por exemplo, NC = 90%

}

a=1-NC=01 —— 0/2=0,05

Z,, = 1,6449
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Margem de erro E

Quando os dados sao usados para estimar um
parametro populacional &, a margem de erro (ou
erro maximo da estimativa), representada por E,
pode ser encontrada pela multiplicagao do valor
critico pelo erro padrao do estimador (que é o
desvio padrao) conforme a expressao:

E=Z,,,€(6)

Margem de erro E para a proporgao

Quando os dados sdao usados para estimar uma proporcao
populacional p, a margem de erro (ou erro maximo da estimativa),
representada por E, pode ser encontrada pela multiplicacdo do valor
critico pelo desvio padrao das propor¢des amostrais conforme a
expressao:

6(1 — If,) (margem de erro para proporc¢des)
E=Z, . —
n
Note que: na férmula original para E, é o valor da proporgao populacional p
que aparece. Entretanto, ndo conhecemos p, e usamos uma estimativa
conhecida de p, que funciona bem para n grande . E se lembramos que
p(1-p)<1/4, o limite um superior para E é dado por:

E< Za/z

~2vn
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Intervalo de Confian¢a (ou Estimativa Intervalar)
para a Propor¢ao Populacional p

p—E<p<p+E

ou p+E

ou (p—E,p+E)

Procedimento para construgao de um IC para a proporgao
(1) Verifique os requisitos (amostra aleatdria, tamanho grande,...)
(2) Estabelecido o NC, recorra a Tabela da Normal e encontre Zos2

(3) Calcule a margem de erro: £y p(1-p)

n
(4) Usando E e p, ache os valores de p—E e p+E.

(5) Substitua estes valores em um formato especifico do intervalo
de confianca: P—E<p<p+E
ou p=E

ou (5—E,p+E)
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Determinagao do Tamanho Amostral

Suponha que queremos coletar dados amostrais com o
objetivo de estimar alguma proporgao populacional.

Quantos itens amostrais (n) devem ser obtidos?

Com base na expressao do erro:

-Quando uma estimativa p ¢ conhecida:  _ (Za/z)zpq
N A 2
q=1-p E

-Quando ndo se conhece P : (za/z)z

T

Arredonde o resultado para o préximo inteiro.

Amostragem sem reposi¢cao de Populagao Finita de tamanho N:

Erro:

g [N —n
EF=z /2 [ —+/ -
e \; n v N —1
Definigao do Tamanho Amostral

— N glza el
50+ (N —1) E?

1

Arredonde o resultado para o préximo inteiro.
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Intervalo de confianga para a média populacional (p)
(o é conhecido)

Requisitos:

- O desvio padrao da populacgao é conhecido.

- A amostra é aleatdria simples (todas as amostras de mesmo
tamanho tem igual chance de serem selecionadas).

- Uma ou ambas as condi¢des seguintes sao satisfeitas: A
populacdo é normalmente distribuida ou n > 30.

Intervalo de confianga para Média Populacional: o conhecido

Vimos que a média amostral X é a melhor estimativa pontual
da média populacional L.
Intervalos de confianga:

Estimativa de intervalo de confiangca para a média
populacional 1z (com o conhecido):

X-E<u<x+E ou (X—E,X+E) ou X*E

Margem de erro: Tamanho amostral:
o} 2 Arredondar
E=Z,,— c e
\/ﬁ n=1\2 e para o inteiro
/2 E maior mais
préximo
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Amostragem sem reposicdao dePopulacao Finita
tamanho N: .
o |N—n

PN T

Margem de Erro: ' = -,

Definicdo do Tamanho Amostral
\" CT ( o /2 )_)
(N =1)E= + 0%(z,/2)"

o

de

Arredonde o resultado para o inteiro maior mais préximo.

Intervalos de de 95% de confianga para 10 amostras de tamanhon =7
retiradas de uma populagdo com p =100e o =10.

10 10
neste caso ;| Xx-1.96x—,%X -1.96 x— | para cada amostra
V7' V7
No
Yes Yes
110 — Yes Yes
Yes
Yes Yes Yes Yes
=100 |- — ——g4—-1—-+-
9 |-

Yes: Interval contains u
No: Interval does not contain

L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sample number
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Intervalo de confianga da Média Populacional: o Desconhecido

Se conhecemos o desvio - padrdo populacional 6, vimos que

a variavel padronizada Z = , do estimador pontual

X -
G/\/E

da média X tem distribuicdo normal padronizada.

Em geral, 6 ndo € conhecido, e ¢ natural usar como estimativa para o,

o desvio - padrao amostral S. Neste caso introduzimos variavel

William Sealy Gosset (Conhecido como :Student) mostrou que:

Se a amostra ¢ obtida de uma populacdo com distribui¢cdo normal, entdo

a varidvel t ¢édistribuida segundo a conhecida "distribui¢do de Student".

Distribuicao t-Student

Quimico e Matematico (New College, Oxford). Foi trabalhar William Sealy Gosset
para a destilaria de Arthur Guinness & Son. Conhecido como: Student

Gosset iria aplicar os seus conhecimentos de estatistica na
cervejaria - para a selecdo das melhores amostras de
cevada. Gosset adquiriu o seu conhecimento no Laboratério
Biométrico Karl Pearson. Pearson dava pouca importancia
aos resultados obtidos por Gosset, pois eram baseados em
pequenas amostras na cervejeira, ele (Pearson) por norma
tinha centenas de observagcdes e nao via urgéncia em
desenvolver um método que tratasse com pequenas
amostras

Para prevenir fugas de informacao e futuras revelagbes dos
"segredos" da marca, a Guinness proibiu que os seus
empregados pudessem publicar quaisquer trabalhos inde-

pendente do contelido. Gosset ndo tinha como publicar os trabalhos com o seu nome.
Entdo, usou o pseudonimo Student para as suas publicaces evitando ser detectado
pela entidade empregadora. Seu feito mais conhecido, € hoje conhecido com a
Distribuicdo t-Student, que noutras circunstancias seria conhecida como a
Distribuigéo t-Gosset.




Distribuicdo-t de Student com gl = (n-1) graus de liberdade

Distribuicao simétrica em torno de zero
Para cada valor de gl existe uma distribuicdo-t

0.4 7
/ N — N(0.1) Normal padronizada
\ ................. t(n=3)
----------- t(n=5)
oal| N e t(n=10)
A medida que n aumenta a
o0 distribuicdo de t se aproxima
da distribuicdo de Z (normal)
(n>30)
0.1
0 T T T T T 1
—4 -2 0 2 4

«
d.f 5 ni A5 025 il (I0RES AMIEZS s a e a prObabIIIdade
3| oo w0 we7 (3rea) na cauda direita
/15 KRG 9925
f 5347 5 Ha
4 741 4315 4.604
5 s 3.E10 4.032
6 718 3.5321 3707
7 711 3335 3,408
8 TG 3206 E
g T3 3.111
10 F00 3.038 3169
1 647 2,361 3.106
2 605 2934 3055 o
94 2.ROh 30z
4 qa? 2 A6 2077 |
1
s 691 0 “
B 6ha0
7 (-]
8 6HER
g (]
20 637 2.744
2 hEh 2,732
22 636 2720
3 635 270
24 683 2700
25 CEE) 1708 2AES 2602
26 (3.0 1706 2479 FX-1.2
27 634 1.703 7473 2876
28 633 1701 2467 Y
29 (5] 1.65% 2462 2541
633 1.697 2042 2457
631 1.684 2021 2423
67y LE7] 2.000 2380
i 1.B5E 1.280 2358
w 674 1.645 1.260 2326
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Estimativa intervalar da Média Populacional: o Desconhecido

Para populagdo com distribuicdo normal e com o
desconhecido, um intervalo de confianga com (1-a).100% para
a média populacional p é

=
I+
try

X-E<u<x+Eou (Xx—E,X+E) ou

a margem de erro: E=t >
' - OL/ZT
n

Valor de t: obtido da
distribuicao-f de student

afd ol?

X - p S s
T—a = P{*?mz < < fmfz] = P[*fmz = =X - op =t

S/n n vn
— S 1
rix lypo— < p<X+it,pnp— | =1-a
\n n

interpretagdo : (1-a) € a probabilidade de que o
intervalo (X - E, X + E) contenha a média




Intervalos de de 95% de confianca para 10 amostras de tamanho n = 7
retiradas de uma populag@o com distribui¢do normal com
n=100ec =10.Nocaso,a =0.05¢et; 5 =2.447 (dist.t comgl =n-1=06).

Neste caso: (i -2.447x% i,i +2.447x %) para cada amostra,
7

V7

onde s ¢ o desvio padrdo de cada amostra

=1
T

Yes Yes
11 Yes Ves TCS

90

Yes: Interval contains .
Mo: Interval does not contain u.

[ [
o 1 2 3 4 5 B 7 & 9 10
Sample numkter

A Estimativa intervalar é a mais utilizada.
Note que:

Numa estimativa intervalar, o centro do intervalo
de confianga nao é visto como o melhor estimador
pontual, o intervalo é a estimativa. Ele é obtido de modo
gue temos uma % de confianga dele conter o parametro e
nenhuma preferéncia é atribuida a algum de seus pontos.
Devido a simetria da distribuicdo aproximada de X, ocorre
que o centro do intervalo de confianga para p é X.
Entretanto, se a distribuicdo amostral ndo é simétrica, o
ponto médio do intervalo ndao necessariamente coincide
com a melhor estimativa pontual do parametro.
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Estimacao da Média Populacional: Resumo

( Inicio }

A A
populagao & populacan é
normamerte normalmente
distribu’da ? distribuida ?

ré Use métodes ! Use metodes
¥ Use a distiouizao nao-paramstricos ¥ Use a distribuizao nac-parametricos
notmal ou koeistrap t de Student ou boctstrap
)
Distribuigdo

Seja x4, X5, ..., X,, uma amostra aleatdria de uma populag@o normal

N(u(o). A distribuicao de

n

D x-%’ )

32 =l _(n=Ds
62 62

¢ chamada distribuicao Xz com (n-1) graus de liberdade .

2 Xz X2

e B3
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A 9 a8 s 5o A0 i s 023 o

1 202 4R
2 a8 921
3 035 113
1 Nz 13w
s 128 150
& WAs 1881
7 1601 148
& 1755 00
o 2167

0 20048

1 2192

12 7334

13 2474

14 212

15 7740 3058

15 /35 3z

17 300 3341 2

18 3153 3481 X,

19 3285 3819

n 3757

21 380%

e 4029

pR 4154

24 4208

S 4231

26 45.54

27 4696

24 1828

0 4959
kil

40

50

&0 s

70 100,43

80 11233

au 12412

100 13551

Intervalo de (1-a)% de confianga para o

(n—1) (n—1)
R W
X ¥, X (194

S

Estimativas de o usando a distribuicdo x? sdo muito afetadas
(ndo confidveis) para amostras de popula¢des ndo normais.
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« A Stewart Aviation Products Company vem
fabricando altimetros de avides com erros
distribuidos normalmente com média 0 (obtida por
calibragem) e desvio padrao de 43,7 pés. Apés a
instalagdo da nova producdo de equipamentos
selecionaram-se aleatoriamente 30 altimetros da
nova linha de producdo. Esta amostra acusou erros
com desvio padrdo de 54,7 pés. Baseado na
amostra, vamos fazer uma estimativa intervalar com
95% de confianga para o desvio-padrao dos erros
dos altimetros

n=30 amostras retiradas de populacdo normal
com desvio- padrao s= 54,7 pés.

95% de confidnga significa 0/2=0.025

Temos que encontrar na distribuicdo x? com gl=n-1=29
Os valores correspondentes a

Xz% = X20.025 =45.72

2 2
X (1-94) =X 0975 =16.4




43
df 99 475 95 an 50 0 03 075 0
1 S
2
3 ;
4 £1 14
5 1243
6 1445
7 Hidil
8 PPAA
a g
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20 8.26 1085 1244 841 314l
21 8.00 1158 13.24 062 3267
22 49.54 12.34 14.04 3051 338z
23 10.20 13.08 14.95 3z 3507
24 10.86 1385 1566 3320 3642
23 1152 1461 1647 3438 3765
26 12.20 1538 17.20 3556 3480
27 12.88 16.15 367 40.11
ki 13 56 16493 Tuz 4174
el P43 3o 47,54

O intervalo de 95% de confianca para o desvio

padraosera:| s T

ty

ouseja: [ 43.6, 72.7)

(-1

=D || sa7 -2 547,22
% 45.72 164
(-%%)
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