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68 Capitulo 5. Introdugio ao CQC

da légica classica, Gottlob Frege, estava originalmente preocupado
com o uso da légica na fundamentagiio da mateméatica — basica-
mente, buscando tornar mais precisa a nogdo de prova ou demons-
tragdo matemdtica. Ora, proposicdes matemadticas sio normalmente
entendidas como verdadeiras independentemente do tempo e lugar,
do falante etc., ou seja, livres de qualquer contexto. Dito de outra
forma, uma sentenga matematica expressa uma e somente uma pro-
posicdo — ao contririo, como vimos, de sentencas como ‘Eu estou
com fome’, que podem ser usadas por diferentes pessoas em diferentes
ocasides para expressar diferentes proposicoes.

Assim, dado esse cardter particular das proposicdes matemadticas,
temos a razio pela qual se fez, na l6gica classica, a simplificaggo de
que falamos anteriormente: trabalhar com sentencas dirctamente,
em vez de proposi¢es. Essa decisio, como vimos, poupa trabalho,
pois nos libera de fazer uma teoria das proposicdes € nos permite ficar
no nivel das sentengas, objetos que, por exemplo, tém uma estrutura
facilmente reconhecivel.

Note que essa decis@io deixa de fora aspectos (como o tempo) que
podem ser importantes em outras aplicacdes que nfo na matemdtica.
O universo da figura 5.1 é um universo estitico: nio hd um momen-
to posterior aquele representado, em que Miau esteja mais perto de
Tweety, ou em que Tweety tenha voado embora. Se vocé quiser, um
tal universo € um recorte do universo real, restrito a um pequeno
lugar e a um certo instante — como uma fotografia.

Dessa maneira, para utilizar o CQC para formalizar conhecimento
e fazer inferéncias sobre um dominio de estudo, um universo, um as-
sunto, ou mesmo para formalizar um argumento (i.e, traduzi-lo para
uma linguagem artificial da 16gica), precisamos primeiro fazer uma
“modelagem matemdtica” deste: coisas como tempo, imprecisies,
ambigiiidades sfo todas eliminadas. Podemos entio usar a légica clés-
sica para raciocinar sobre esse modelo resultante.

Note que isso ndo € uma decisfio tho dréastica e arbitriria quanto
parece: virias outras ciéncias fazem a mesma coisa. Na matemdtica,
falamos de entidades como pontos sem dimensgo, linhas sem largura;
na mecinica temos superficies sem atrito, e assim por diante. Mode-
los 30 sempre aproximagées ou idealizagdes da realidade, e mesmo
assim (ou talvez justarmente por isto) extremamente tGteis.

CAPITULO 6

A SINTAXE DO CALCULO DE PREDICADOS
(D)

Este capitulo tem por objetivo apresentar a linguagem artificial
utilizada pelo cdleulo de predicados de primeira ordem. Vamos primeira-
mente introduzi-la de modo mais informal, tratando-a com mais rigor
no proximo capitulo.

6.1 Simbolos individuais

Como vocé recorda, para caracterizar uma linguagem formal ne-
cessitamos, primeiro, especificar seu alfabeto, ou conjunto de simbo-
los basicos; depois, especificar ainda uma gramdtica para definir que
expressbes {ou seja, seqliéncias finitas de stmbolos da linguagem) sdo
bem-formadas. Recorde que uma expressio de uma linguagem & qual-
quer seqiiéncia finita de simbolos dessa linguagem, mas nem todas
elas sfdo bem-formadas. (Assim, ‘<+2x’ e ‘2 < 5’ sdo expressdes de
uma linguagem da aritmética, mas apenas a segunda é bem-formada.)

O alfabeto do CQC ¢é o seguinte conjunto de 65 caracteres:

a b ¢ d e f g h i j k I m
n o p ¢ ¥ 5 ¢t # v w x Yy ¥
A B CD E F GHTUIJKULM
N O P Q R 5§ T

- v oA = e ¥V 3T ()
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A partir deste alfabeto, deste conjunto de caracteres, € que <m5.5m

construir as expressoes da linguagem — comegando pelas expressoes
4sicas.

i O primeiro grupo de expressdes basicas da linguagem do A.uDO
sio as chamadas constantes individuais, que tém a fungdo de designar
individuos. Usaremos as letras mintsculas a,...,t como constantes
individuais, admitindo também o uso de subscritos: por exemplo, a,
g1y etc. {Subscritos serdo numerais ardbicos para os ndmeros naturais
positivos.) A possibilidade do use de subscritos nos garante que va-
mos ter um conjunto infinito, enumerdvel, de constantes En_:;m.:ma.
Vamos apresenté-las segundo uma ordem candnica, que € a seguinte:

mu@_n_._.unun?w_T...unTQm,...

Seguindo esta ordem, a € a primeira constante, b é a segunda, e
assim por diante. Note que hé uma diferenga entre um caractere da
linguagem (um elemento do alfabeto, que é um conjunto m.E.ﬁo de
caracteres) e uma expressio basica como uma constatite _Eﬂ_ﬁm:mr
de que temos um ndmero infinito. Uma expressio bésica, m_\smm que
bésica, j4 & construida a partir dos caracteres do alfabeto. (E 4 mes-
ma diferenca que vocé encontra, no portugués, entre a letra ‘o’ e a
palavra — o artigo definido — ‘o’.) o

Vamos relembrar o argumento {Al), apresentado no infcio do ca-
pitulo anterior:

(A1) P, Cleo & um peixe.
P; Miau & um gato.
p Cleo & um peixe e Miau é um gato.

Poderfamos usar a letra ¢ para simbolizar ‘Cleo’, e a primeira pre-
missa do argumento, meio traduzida para a linguagem do CQC, fica-

ria assim:
¢ é um peixe.

Constantes individuais funcionam como nomes. Isso, contudo,
nAo se restringe apenas aos nomes proprios em portugués (como ‘Joao’,
‘Maria’, ‘Cleo’ etc.), mas pode incluir também o que onEmg.om mw
descrigpes definidas. Por exemplo, a expressio ‘o autor de D. Quixote’,

0.1, Simbolos individuais

embora nio seja um nome préprio, designa univocamente um indivi-
duo — bem como a expressdo ‘o navegador portugués cue descobrin
o Brasil’. Assim, uma frase como

O autor de D. Quixote & espanhol
seria traduzida, para comegart, por
a é espanhol,

em que usamos a para ‘o autor de D. Quixote’. (Veremos, mais tar-
de, que descrigdes definidas também podem ser analisadas e repre-
sentadas de outras maneiras, mas, por enquanto, vamos fazer uso de
constantes individuais para isso.)

E importante notar, uma vez que constantes individuais funcio-
iam como nomes, que vocé ndo pode usar a mesma constante para
dois individuos diferentes. Por exemplo, se voc estiver formalizando
um argumento envolvendo Jofio e José, ndo é permitido usar a letra
J para indicar a ambos. Mas vocé pode, claro, usar j1 e j2. Por outro
lado, é possivel {e permitido) que um individuo tenha varios nomes
— correspondendo s diferentes descri¢des que podemos ter de uma
mesma pessoa, como ‘Machado de Assis’, ‘o aucor de Dom Casmurrg’
etc. Dessa forma, podemos usar vérias constantes para fazer referén-
cia a um mesmo individuo.

O segundo grupo de expressées bésicas da linguagem que vamos
ver agora sao as varidveis individuais. Usaremos as letras mindsculas
Uy- .« 2, COM OU sem subscritos, para as varidveis. Da mesma forma
que as constantes, temos um conjunto enumerivel de variaveis, e
uma ordem canénica, a saber:

ﬁvCVS-RquNvﬁ.HUGHu. ves UL,

As varidveis individuais funcionam, gramaticalmente, como as
constantes, isto é, como nomes. Porém, obviamente, clas nio sio
nomes de individuos especificos, mas tém associado a si urmn dominio
de variagdo. Como vimos no capitulo 3, precisamos especificar quais
sd0 os substituendos e quais sdo os valores das varidveis, Os substitu-
endos — as coisas pelas quais podemos substituir uma ocorréncia de
varidvel em uma expressio da linguagem — serso (por enquanto) as
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constantes individuais da linguagem, e os valores, todos os individuos
do universo que estivermos investigando. Assim, se nosso universo
for um conjunto de peixinhos dourados, o valor que uma varidvel
como, digamos, x pode tomar serd algum desses peixinhos.

Da mesma forma em que escrevemos ‘c é um peixe’ para indicar
que o individuo (determinado) cujo nome é ¢ é um peixe, podemos
também escrever, usando uma varidvel,

x € um peixe,

que afirma, de algum individuo nio especificado ainda, que ele & um
peixe.
Se vocé quiser um andlogo em portugués de varidveis, compare a

sentencga
Cleo é um peixe. {1

com a seguinte, tomada fora de qualquer conrexto:
cla € linda,

Enquanto ‘Cleo’ (supostamente) se refere univocamente a um in-
dividuo, que dizer de um pronome como ‘ela’? Podemos considerar
um pronome {alids, ¢ de onde vem essa denominagia) como “marca-
dor” do lugar de wm nome. No caso, a palavra ‘ela’ nio se refere a
um individuo especifico, da mesma forma que

X é um namero

nfao se refere a um nidmero especifico. Enquanto (1) expressa uma
proposicio, e &, entio, verdadeira ou falsa, ‘x é um nimero’ ndo pode
ser dita simplesmente verdadeira ou falsa; isso depende do valor que
x tomar num determinado contexto. Da mesma maneira, s6 ﬁo&ogom
dizer se a sentenga ‘ela € linda’ é verdadeira ou falsa se soubermos a
quem o pronome ‘ela’ se refere.

As constantes individuais e varidveis individuais da linguagem do
CQC sdo denominadas termos dessa linguagem. Constantes e varif-
veis 5sd0 também comumente chamadas de simbolos individuais, mas,
por favor, nfo confunda esse uso de ‘simbolo’ com o de ‘simbolos
da linguagem’ — isto &, os caracteres da linguagem. Mais uma vez,
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temos um conjunto finito de caracteres da linguagem do CQC (o
alfabeto), e um conjunto infinito de, por exemplo, constantes, Cons-
tantes ja ndo sdo parte do alfabeto da linguagem, mas sio expressdes
formadas a pardr deste; elas envolvem a0 menos uma letra mindscu-
la, e eventualmente um subscrito.

Exercicio 6.1 Diga, de cada uma das expressdes abaixo, s ela & ou nio

uma expressio da linguagem do CQC. Cuso seja, diga também se ela & yma
constante, ou uma varigvel:

(a) a &) ¢ G wos
b = B b Gy pg
() ayy € 9 (k) g
() h) -« Ok

6.2  Constantes de predicado e férmulas
atOmicas

Nosso préximo passo serd introduzir stmbolos para propriedades e
relagdes. Como vimos, ser um pdssaro € uma propriedade que Tweety
tem, e € necessdrio também poder representi-la na linguagem. Mas
precisamos primeiro conversar um pouco sobre o que sio proprie-
dades.

Como vocé recorda, uma suposicAo bdsica que estamos fazendo &
a de que os individuos de que falamos tém propriedades e estdo em
certas relagBes com outros individuos. Até agora, estivemos falan-
do informalinente sobre propriedades e relagdes — por exemplo, ac
falarmos de conjuntos — e talvez fosse esta a Ocasifio para precisar
um pouco mais o que séo essas coisas. Porém, nfio pretendo entrar
aqui em questOes metafisicas sobre a existéncia (ou ndo) de proprie-
_mm_n_mm no mundo; vou simplesmente supor que existam. Para nds, o
Importante € que uma propriedade — também chamada de predicado
de grau 1, ou predicado de 1 lugar, ou ainda predicado undrio —, seja l4
o que for, possa ser especificada como se scgue:

x € um gato,

x & um fil&sofo.
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Ou scja, por meio de uma expressio do portugués, na qual aparecem
varidvels — no caso acima, x — tais que, se as substituirmos pelo
nome de algum individuo, o resultado ¢ una sentenga declarativa.
As varidveis tém aqui a fung@o de “marcadores de lugar”, isto €, in-
dicam as posicdes, dentro da expressdo lingiifstica, onde podem ser
colocados nomes para formar uma sentenga declarativa. (Para sim-
plificar, usaremos as varidveis do CQC como marcadores de lugar ao
especificar predicados, mas niio deve haver confusio sobre essas suas
duas fungdes.) Expressdes do portugués (ou de qualquer lingua) que
contém varidveis, ¢ que podem ser transformadas em sentengas de-
clarativas pela substituigio das varidveis por nomes, sdo usualmente
chamadas de formas sentenciais ou fungdes proposiciondis.

Ter propriedades nos leva, entdo, a nosso tercciro grupo de expres-
stes basicas, as constantes de predicado (fambém denominadas ‘simbo-
los de predicado’). Para elas, usaremos letras maidsculas A,...,T; na-
turalmente podendo admitir subscritos, como Ay, Ryq etc. A ordem
candmica é a seguinte:

A,B,C,....T,A;,By,.... T, Az, ..

Assim, se usarmos a letra P para representar a propriedade ‘x é um
peixe’, a primeira premissa de (A1), ‘Cleo é um peixe’, seria formali-
zada da seguinte maneira (onde ¢ é Cleo, lembra?):

Pe.

Note que o simbolo de predicado é escrito antes da constante in-
dividual. Nada nos impede de fazer o contririo, desde gue usemos
a notagdo de modo homogéneo. O usual, contudo, é colocar a cons-
tante de predicado primeiro, e & o que faremos aqui. De maneira si-
milar, se utilizarmos G para simbolizar *x € um gato’, e m para ‘Miau’,
teriamos a segunda premissa do argumento assim:

Gm.

Expressdes como Pc e Gm acima sdo chamadas de formulas. Na
verdade, sdo as férmulas mais simples que temos e, por correspon-
derem a sentengas atémicas, vamos chamé-las de férmudas aémi-
cas. Nos dois casos exemplificados, uma férmula atdmica foi obti-
da aplicando-se um simbolo de propriedade a uma constante indivi-

F}
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dual. Podemos obter também férmulas atémicas com varidveis —
por exemplo, Px, o que corresponde A forma sentencial ‘x é um pei-
xe’. (Isto nos serd util logo mais adiante.)

Lembre-se de que uma das caracteristicas do CQC € que, ao tra-
duzir uma sentenga para a sua linguagem, abstrafinos o tempo verbal.
Por exemplo, se tivermas o simholo F representando a propriedade “x
é um filésofo’, e s representando Sécrates, a sentenga ‘Sécrates foi um
fildsofo’ serin escrita da seguinte maneira:

Fs,

0 que, se “retraduzido” para o portugués, significaria que Sécrates
¢ um filésofo. Resumindo: antes de formalizar sentencas no CQC
precisamos passar todos os tempos verbais para o presente.

Antes de nos ocuparmos da conclusdo de (Al), vamos falar um
pouco mais sobre as constantes de predicado. Como vocé vé, se elas
sio chamadas ‘constantes de predicado’, em vez de ‘constantes de pro-
priedade’, é porque deve haver mais a ser dito a este respeito. De fato,
mMﬁSE predicados que ndo sdo propriedades. Considere a sentcnga
abaixo:

’

Jodo € mais alto que Maria. (2)

Enquanto, com “Tweety € um pdssaro’, diziamos que o individuo
cujo nome € “Tweety’ tem a propriedade de ser um péssaro, aqui pre-
cisamos usar uma outra terminologia. O que dizemos é que Jodo e
Maria se encontram numa certa relacdo. Nio podemos dizer que um
deles, individualmente, tenha a propriedade de ser mais alto que —
ficaria esquisito afirmar ‘Jo3o é mais alto que’. Poderfamos, é claro,
dizer que Jodo tem a propriedade ‘x é mais alto que Maria’, mas isso
esconde a existéncia do individuo Maria. Além do mais, suponhamos
que vocé tivesse que formalizar também a sentenca

Jodo € mais alto que Carlos.

Se vocé fosse formalizd-la também com sfmbolos de propriedade, vo-
cg teria que ter um novo simbolo para a propriedade ‘x ¢ mais alto
] . . . .
que Carlos” — que € uma propriedade diferente de “x é mais alto que

Maria’,
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Assim, o mais natural é usar um segundo tipo de simbolo de pre-
dicado: simbolos para relagbes entre dois individuos: as relacdes bi-
ndrias, ou predicados de grau 2 — tambéin chamados de predicados
de 2 lugares, ou bindrios. Com respeito & sentenga (2}, poderfamos
representd-la da seguinte maneira, utilizando o sfmbolo H para re-
presentar a relagfo ‘x é mais alto que y', e j e m para denotar, tespec-
tivamente, Jodo ¢ Maria:

Hjm.

Temos, entdo, um segundo tipo de formula atémica, que consiste

em tomar uma constante de predicado bindrio (de relacio bindria, -

portanto} e acrescentar-lhe dois simbolos individuais {constantes ou
varidveis). Note que, tendo agora dois termos escritos apds a cons-
tante de predicado, temos que cuidar da ordem em que eles apare-

cem. As férmulas Hym e Hmj dizem coisas diferentes: a primeira, que -

Jodo é mais alto que Maria; a segunda, que Maria é mais alta que
Jodo. (Obviamente, se uma delas for verdadeira, a outra serd falsa.)
As varidveis que estamos usando como marcadores de lugar indicam
também a ordem em que os termos devem ser colocados depois da
constante de predicado, o que é possivel, ji que elas foram introdu-
zidas em wna ordem padrio (ou candnica). Qu seja, como x precede
vy na ordem candnica, o x que ocorre em ‘x é mais alto que ¥y’ diz que
o primerro simbolo individual depois da constante de predicado — j,
em Hjm — se refere ao individuo, Jodo, que € mais alto que o outro
individuo, Maria.

Resumindo, temos um tipo de constante de predicado que é um
sitmbolo de propriedade: propriedades aplicam-se a individuos isola-
damente. E temos simbolos de relagdes entre dois individuos. Mas
serd que nao poderia haver uma relagfio entre trés individuos? Claro.
Um exemplo seria:

Jodo estd sentado entre Maria e Claudia. K)]

Neste caso, poderiamos introduzir a constante de predicado E para
denotar a relagho ternaria ‘x estd sentado entre y e 2', 0 que nos daria,
supondo que j, m e ¢ denotem os individuos em questéo:

Ejme.
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Ainda a respeito desse exemplo, gostaria de mencionar que as va-
ridveis que indicam os lugares a preencher nio precisam aparecer
necessariamente na ordem padrio quando especificamos um predi-
cado. A sentenga (3) pode ser também adequadamente formalizada
usando-se um simbolo S que represente a relacio ‘y estd sentado en-
tre x e z'. O resultado seria

Smje,

que tem a vantagem visual de colocar j entre m e ¢. Isso acontece
porque y vem depois de x na ordem candnica; assim, como temos as
varidveis x, ¥ e g, x marca o primeiro lugar depois da constante de
predicado, y 0 segundo, e 7 o terceiro. Enfim, ha védrias maneiras de
especificar um predicado, e o importante é que, uma vez fixado um
stmbolo e o que ele representa, voc o use de modo coerente.

Note também que o nimero de lugares de um predicado sera in-
dicado pelo nimero de marcadores de lugar diferentes. Assim, se
tivermos o seguinte predicado:

x bateu o carro de y, que ficou irritado e deu uma surra em x,

fica facil ver que este € um predicado de grau dois (ainda que x ocorra
duas vezes, temos apenas dois individuos envolvidos).

Como vocé viu, constantes de predicados podem representar rela-
¢es envolvendo n individuos, para algum n. No geral, dizemos que
temos: simbolos de predicados undrios (propriedades), bindrios (rela-
¢oes entre dois individuos), terndrios (relages entre trés individuos),
v+, N-drios ou endrios (relagdes entre n individuos, para algum nime-
ro natural n). Todos eles sao chamados de constantes (ou simbolos)
de predicado. Se desejarmos — e alguns autores fazem isso ——, pode-
mos convencionar que os simbolos de predicados sdo constituidos de
uma letra maitscula seguida de um fndice superior, como A', F?, R?
ete., indicando o seu grau. Isto é, indicando que se trata, respectiva-
mente, de predicados unarios, bindrios, terndrios etc. Nio usatemos
essa convengiio aqui, esperando ficar sempre claro, pelo contexto, a
quantos individuos nossos simbolos de predicado se aplicam.

Resta ainda um caso a considerar: se temos simbolos de predicados
n-arios, para qualquer ntimero natural n, isso significa que n pode ser
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igual a zero? Pode. Um predicado zere-drio nada mais € do que uma
letra maitiscula isolada, que usamos principalmente para representar
sentencas como

Estd chovendo,

que, na verdade, sfio oragbes sem sujeito, isto €, ndo atribuem algo a
alguém.

Constantes de predicado zero-drias sdo também chamadas de le-
tras sentenciais. Contudo, ha outros usos para elas, além de simbolizar
oragdes sem sujeito. Em principio, vocé pode usar uma letra sen-
tencial para formalizar qualquer sentenga. Por exemplo, seria correto

- usar A para formalizar a sentenga ‘S6crates é um. filésofo’ — assim
como, em principio, nada impede que formalizemos ‘Jodo é mais alto
que Maria’ usando um simbolo para a propriedade ‘x é mais alto que
Maria’. Ninguém ¢é obrigado a formalizar ‘Sécrates é um filésofo’ co-
mo Fs, ou ‘Jofo € mais alto que Maria’ como Hjm. Por exemplo, se
quiséssemos formalizar essa tltima sentenca no CPC (que &, como
falei, um subsistema do CQQC), irfamos fazé-lo usando apenas uma
letra sentencial. (A linguagem do CPC, como vocé terd ocasido de
ver depois, € mais fraca.) Acontece apenas que Mmuitos argumentos
que seriam intuitivamente validos podem acabar sendo considerados
invélidos se a traducfio para a linguagem formal nao for detalhada o
suficiente.

Voltaremos mais tarde a falar disso. Agora, antes de encerrar es-
ta seciio, vamos caracterizar de modo preciso o que sfo as fSrmulas
atomicas da linguagem do CQC. Para recordar, o primeire passo ao
se definir a linguagem de uma teoria ldgica é especificar o conjun-
to de simbolos que serdo utilizados — é o que fizemos até aqui {mas
nfo terminamos ainda). O segundo passo, como foi mencionado no
inicio deste capitulo, € dizer, a respeito das expressties formadas por
esses simbolos, quais sdo bem-formadus, € quais nao sfo. Pot exemplo,
tanto ‘gato’ como ‘existem gatos pretos’ como ‘xrtga’ sA0 expressdes
do portugués, Entretanto, somente as duas primeiras sdo ditas “bem-
formadas” — ou seja, correspondem, respectivamente, a uma palavra
e a uma sentenga do portuguds. A terceira, ‘xrtga’, nfo € nem palavra
nem sentenca.
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Contudo, critérios para decidir se algo é uma palavra, ou uma sen-
tenga, em uma linguagem natural, 3s vezes podem ser imprecisos.
Isso ocorre porque as linguas evoluem, e demora sempre um pouco
até que, digamos, uma nova expressio ache o caminho do dicionério.
Em uma linguagem artificial, por outro lado, o objetivo é eliminar
qualquer inexatiddo; logo, a caracterizacio de uma expressio bem-
formada ¢ feita por meio de uma definigio rigorosa. A linguagem do
CQC que vimos até agora estd longe de ser completa, mas vamos
fazer uma pausa aqui e comegar a definir o que sdo suas expressdes
bem-formadas.

O primeiro grupo de expressdes bem-formadas, claro, nés ja vimos:
880 os termos, isto &, as constantes e varidveis individuais. O segundo
grupo, que comegaremos a definir agora, sdo as chamadas férmulas
bem-formadus, ou, simplesmente, férmulas.

A definicdo de férmula que teremos aqui & indutiva. Isso consiste
em apresentar elementos iniciais do conjunto a ser definido, e depois
listar regras que permitem obter novos elementos a partir daqueles ja
existentes. No caso de nossa definigio de férmula, comegarei apre-
sentando a base de tudo, as férmulas atdmicas. Mais tarde, vou mos-
trar como férmulas complexas podem ser construidas a partir delas.

As férmulas atdmicas sio definidas por meio da seguinte cldusula:

(1) Se P é um simbolo de predicado n-drio, para algum nimero
naturaln, e if,...,t, sdo termos, entdo Pt; ... t, é uma Grmula.

Vejamos alguns comentérios sobre isso. Primeiro, note que o sitbolo
P’ {que estd em negrito) nfo faz parte da linguagem do CQC: €
wma varidvel metalingiifstica (ou varidvel sintdtica) que representa uma
constante de predicado qualquer — que pode ser A, B, C ete. (Note
que as letras que fazem parte do alfabeto do CQC estéio sendo escritas
em itdlico.} Do mesmo modo, ‘ty’,...,t,’ também sio metavaridveis
que indicam. termos (constantes ou varidveis individuais) quaisquer.
A cldusula acima, como foi dito, define as férmulas atGmicas: elas
consistemn em um simbolo de predicado n-drio seguido de n termos
— notando-se que n pode ser zero, claro. Assim, se o simbolo de
predicado €, por exemplo, terndrio, deve ser scguido de exatamente
trés termos, nem mais, nem menos. Se for zero-ario, zero termos {ou
seja, nenhum). Se for unério, um termo. E assim por diante.
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{n)  Paulo comprou em Curitiba um quadro de Matisse para presentear
Denise. (m: Matisse; C: x comprou em y um quadro de z para pre-
sentear w)

(0)  Alberto comprou em Sao Paulo um quadro de van Gogh para presen-
tear Beatriz. (gr van Gogh)

Resta-nos considerar o caso da conclusio do argumento (A1), que
afirma que Cleo € um peixe e Miau é um gato. Este ¢ um caso mais
complicado, e vamos tratd-lo na préxima secio, depois de alguns
exercicios.

Exercicio 6.2 Usando a notagéo sugerida, traduza as sentencas abaixo pa-
ra & linguagem do CQC.

c: Cleo; m: Miau; £: Tweety; F: x é um peixe; P: x é um péssaro; G: x é um
gato; M: x & maior do que y; L: x gosta mais de y da que de z.

6.3 Operadores e f6rmulas moleculares

Voltemos agora a considerar a conclusdo do argumento (A1) an-
tetiormente apresentado, a saber, ‘Cleo € um peixe e Miau € um gato’.
Como vimos, essa € uma sentenca molecular ou complexa, e contém
as duas premissas do argumento como partes. Um outro exemplo de
sentenga molecular é:

{a) Cleo é um péssaro,

(b)  Miau é um peixe.

{c)  Miau & maior que Cleo.

(d} Tweety € um gato.

(e}  Tweety é maior que Miau.

()  Miau é maior que Tweety.

{&) Miau gosta mais de Cleo do que de Tiveety.
(h) Tweety gosta mais de Miau do que de Cleo.
it  Cleo gosta mais de si mesma do que de Miau.

Jodo é masico ou Jodo ¢ pintor.

Aqui a expressio que faz a composicio das sentencas ‘Jofio & mii-
sico’ ¢ ‘Jodio € pintor’ é a conjungio ‘ou’. A esse tipo de expressdo do
portugués, que forma sentengas a partir de sentencas mais simples,
damos o nome de operador ldgico ou conectivo. Como exemplos de

mxmw.-..ﬁmnmo m-u .H;Hm-ﬁwﬁ_n.m_. as mﬂmc,mﬁ.ﬁﬁm sentencas para a :ﬂm‘—ummmg n_O ODO» OHUWH.WQOHWW__ temos 0s mmmﬂ.mﬂrﬂ@m Am.m Hmﬁnﬂmn.,ﬂﬁu.m_um mHu.n.._Hﬁm.m.Hﬂ Q —:.WN—H ad SEr
usando a notacio sugerida: ocupado por uma sentencga):

nio é verdade que ... cer Bl

m {a) Carla é pintora. (¢: Carla; P: x & pintora) £ °

. se... cntio ... e ¢ impossivel que...
L]
L

| (b)  Paulo € jogador de futebol. (p: Paulo; J: x & jogadoer de futebol)
, () Carla é mais alta que Paulo. {(A: x é mais alto que y)
\ {d) Paulo é irmio de Carla. {I: x € irm#io de y)
{e)  Paulo ama Denise. (d: Denise; A: x ama y)
(i  Denise ama Paulo.
(g)  Carla gosta de si propria. (G: x posta de v)
(b) A Lua ¢ um satélite da Terra. (I: a Lua; ¢ a Terra; 5: x é um saeélite
de v}
(iy  Carla deu a Paulo o liveo de Dendse. (I: xdd ay o livro de 2
(i)  Paulo deu a Carla o livro de Denise.
(k) Paulo é filho de Alberto e Beatriz. (2: Alberto; b: Beatriz; F: x é filho Cleo ndo é um peixe. ()
devyez) ‘ o o . .
(I} Floriandpolis fica entre Porto Alegre e Curitiba. (f: Flodandpolis; p: Qutras maneiras de indicar a negagfio mmmu possiveis por meio do
Porto Alegre; ¢: Curitiba; E: x fica cntre y e 2) uso de expressbes como ‘ndo é verdade que’, ‘¢ falso que’, ou por cer-

o 5 LI 1 -
{m} Churitiba fica entre Floriandpolis e Sao Paulo. (s: Szo Paula) tos prefixos, como 'in-’, ‘a-" etc. Por exemplo, se dizemos algo como

nem. .. nem... Dharth Vader acredita que . ..
ou...ou.., serd o casoque ...

Existe um nimero muito grande de operadores nas linguagens na-
turais: a lista acima € apenas uma pequena amostra. Contudo, nem
todos eles vao ser de interesse para o CQC. Entre aqueles que sio
formalizados no CQC, temos o operador de negacdo, em portugués
) geralmente indicado pela expressio ‘nio’. Dada uma sentenca como
‘Cleo & um peixe’, podemos formar sua negacao, dizendo
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‘Sua afirmacfo € incorreta’, estamos, de fato, dizendo ‘Sua afirmagic
n#o é correta’. Nem sempre, contudo, h4 uma equivaléncia entre as
duas versoes. Se dissermos, por um lado, ‘Sécrates ndo é feliz’ e, por
outro, ‘Sécrates é infeliz’, queremos dizer exatamente a mesma coisa
com as duas sentengas? Hé quem defenda que nio ser feliz ndo im-
plica necessatiamente ser infeliz — haveria um meio rermo, neutro,
entre felicidade e infelicidade. Portanto, vocé deve tomar um certo
cuidado ac formalizar prefixos negativos usando o operador.de ne-
gagio, pois uma formalizagio deve procurar, obviamente, ser o mais
fiel possivel ao texto original. Dito de outra forma, com a formaliza-
¢io pretendemos fazer uma traducfo do portugués para a linguagem
artificial do CQC — e, claro, gostarfamos portanto de preservar ao
maximo o significado da expressio original.

Para representar o opetador de negagio vamos utilizar o simbolo
—. Assim, a sentenga (4) acima poderia ser formalizada no CQC da
seguinte maneira (lembrando que ¢ representa Cleo, e F a proprieda-
de 'x é um peixe’):

—Pe.

Note que o simbolo de negagio apareccu antes da sentenga nepa-
da, enquanto, na versao em portugués, ele ocorre “dentro” dela, por
assim dizer. Se quiser, vocé pode ler —Pc como ‘Nao é verdade que
Cleo é um peixe’.

Uma férmula como —Pc é chamada de férmula molecular. E facil
ver que ela nfo € atdmica: ela contém outra férmula — a saber, Pc —
como uma parte propria. Esse tipo de construgio pode ser repetido.
Por exemplo, se quisermos agora fazer a negagio da férmula —Fc,
basta colocar — na frente dela: ——Pc.

Note que ——Pc e Pc sio férmulas diferentes. E claro que elas pare-
cem ser a mesma coisa; afinal, negar duas vezes ndo € 0 mesmo que
afirmar? Afirmar ‘ndo ¢é verdade que a Terra ndo é redonda’ ndo € o
mesmo que afirmar ‘a Terra é redonda’? Em certo sentido, claro que
sim, mas note que sdo duas sentengas distintas em portugués (uma
comega com ‘D&0’, a outra com ‘@a’). Do mesmo modo, as férmulas
sdo distintas: Uma comega com ‘—'; a outta, com ‘P'.

O operador de negagio tem uma caracteristica interessante: con-
figura 0 que chamamos de uma fungdo de verdude. No caso da ne-
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gagho, isso quer dizer que podemos determinar se uma sentenca ne-
gativa, como —Pc, € verdadeira ou falsa se soubermos se a sentenga
Pc, que estd sendo negada, é verdadeira ou falsa. Por exemplo, se &
verdade que Cleo & um peixe, entfio a sentenca ‘Cleo nio é um pei-
xe’ setd falsa. Por outro lado, se é falso que Cleo & um peixe, entdo
a sentenga ‘Cleo nio & um peixe’ serd verdadeira. Assim, a negagio
¢ uma fungfo de verdade, como os outros operadores que V3o nos
interessar no CQC. Nem todo operador, contudo, tem essa caracte-
ristica: os Gltimos trés operadores na lista apresentada anteriormente
nio sio fungdes de verdade. Tome um operador como Jodo acredi-
ta que ...”. O fato de uma proposigio ser verdadeira nfo acarreta
que JoZo acredite nela — e Jodo bem pode acreditar em proposigdes
falsas. (Falaremos mais sobre fungdes de verdade, caracterizando-as
corm mais precisdo, num dos préximos capitulos.)

O operador de negagio é o que se chama de um operador und-
rio, pois € aplicado a uma sentenca apenas, para gerar uma sentenca
nova. Os demais operadores que vamos considerar sio bindrios, ou
seja, aplicam-se a duas sentengas para formar uma terceira. Vamos
comegar pelo ‘e’ mencionado acima, que tem o nome de CONJUNGan.
A conjungio € expressa em portugués por locugdes como ‘e’, ‘mas’,
‘todavia’ ete. Claro que ‘e’ e ‘mas’ nfio tém exatamente o mesmo sen-
tido em portuguds, mas ambas as expressdes £ém em comum a carac-
teristica de ligar duas sentengas, afirmando ambas. Se dizemos ‘Pedro
¢ inteligente e preguigoso’, ou ‘Pedro & inteligente, mas preguicoso’,
em ambos 0s casos estamos afirmando duas coisas de Pedro: que é
inteligente e também que é preguigoso. Ou seja, em ambos os casos,
temos uma conjungio. Como vocé vé, a linguagem do CQC faz uma
certa idealizagdo com respeito 2 linguagem natural — as nuanees de
sentido diferenciando ‘mas’ e ‘e’ ficam, infelizmente, perdidas.

Q simbolo que usaremos para a conjungio seré A. Podemos, enfim,
escrever a conclusio do argumento (A1) na linguagem do CQC da
seguinte maneira:

(PcAGm).

Cada um dos elementos de uma conjungio chama-se um conjun-
two, ou comjunto. (Nota: ndo confundir com os conjuntos da teoria
de conjuntos — e nem a palavra ‘conjuncio’ com as conjungdes da
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gramatica!) Vocé deve ter notado que 2 férmula acima inclui pa-
rénteses: estes serao nossos sinais de pontuagdo, e falaremos logo a
seguir a respeito da razio de seu uso. Mas vamos ver, antes, quais sdo
os demais operadores.

Um outro operador que aparece no CQC € o de dispungdo, que
corresponde a ‘ou’ em portugués. O simbolo que vamos utilizar & v.
Assim, a frase Jodo gosta de Maria ou Maria gosta de Jodo’ poderia
ser simbolizada da seguinte forma:

(Gim v Gmy),

em que G simboliza ‘x gostade y', ejem, obviamente, denotam Jofo
e Maria. Outras locugdes em portugués usadas para indicar disjungho
530 ‘U ... Ou ..., ‘ora... ora ...’ ¢ até mesmo ‘... ¢/ou...’. Os
elementos de uma disjungao sao chamados de disjuntivos, ou disjuntos.

Talvez vocé estranhe o fato de incluirmos a expressio ‘e/fou’ en-
tre os modos de expressar uma disjungiio em portugués. E que ha
um sentido da disjungdo, em portugués, que admite que ambas as al-
ternativas se verifiquem. {Quando dizemos, por exemplo, ‘chove ou
faz sol', admitimos que possa acontecer as duas coisas. Isto €, uma
sentenca disjuntiva serd verdadeira quando pelo menos uma das al-
ternativas o for, e, se as duas sio verdadeiras, € 6bvio que pelo menos
uma o & Mas falaremos disto mais tarde, e com mais detalbes, quan-
do estudarmos a seméntica para o CQC.

O préximo operador é conhecido como implicagdo (material), e
pretende-se que corresponda ao ‘se... entdo..." em portugués. Uma
sentenga do tipo ‘se ... entfio ...” ¢ também chamada de senten-
ca condicional, ou, simplesmente, de um condicional. (Como veremos
mais tarde, o nome ‘implicagio’ para esse operador ndo é nada apro-
priado.) O sfmbolo que utilizaremos para a implicagéo é —. Desta
forma, se usarmos a leira sentencial N para indicar Neva’, ¢ F pa-
ra ‘Faz muito frio’, a sentenga ‘Se neva, entao faz muito frio” seria
formalizada assim:

(N — F).

Dado um condicional, chamamos de antecedente 4 sentenga que
ocorre 3 esquerda de —, ou seja, aquela que estd com a particula

~

‘se’: ‘meva’, no exemplo acima. A sentenga que ocorre 2 direita de
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—, ou seja, vinculada a particula ‘entao’, chamamos de consegiente:
‘faz muito frio’ lo aci .

o 1o, no exemplo acima. Nem sempre, contudo, o an-
tecedente ¢ dito primeiro em portugués: uma versdo costumeira da
sentenga anterior seria ‘Faz muito frio, se neva’, em que temos pri-
meiro o conseqiiente e s6 depois o antecedente. Outras maneiras em
portugués que indicam o condicional ‘Se neva, entfio faz muito frio’
sertam (usando N e F como acima):

se N, F,

N somente se F,

F,se N,

N é condi¢ao suficiente para F,
F é condicho necesséria para N.

Vamos falar um pouco sobre isto. Intuitivamente, temos um con-
dicional verdadeiro quando, se o antecedente for verdadeiro, o con-
seqiiente também o &. Ou seja, nfio acontece que o antecedente seja
verdadeiro ¢ o conseqiiente falso. Note que nio estamos pretenden-
do que haja uma conexio causal ou temporal entre o antecedente e
o conseqliente — recorde que, no CQC, fazemos abstracdo de con-
sideragéies temporais. Néo pretendemos dizer, com ‘se H.J.QE, entao
faz muito frio’, que o fato de estar nevando seja uma causa do fazer
frio. O que queremos dizer € que, se é verdade que neva, isto & sufi-
clente para que possamos afirmar que faz muito frio. Por outro lado,
dissemos que fazer muito [rio é uma condigio necessaria para que es-
teja nevando. Mais uma vesz, isso ndo significa que primeiro esteja
fazendo muito frio para depois nevar; queremos dizer apenas que nio
acontece que esteja nevando, mas que ndo esteja muito frio. Este é
o sentido: vocé nio pode ter neve sem ter muito frio. As mesmas
ohservagdes se aplicam a ‘neva somente se faz muito frio’.

Q dltimo operador que nos falta considerar é a bi-implicacdo. Uma
proposi¢do em que aparece uma bi-implicagio € chamada bicondicio-
nal. Como o nome ja sugere, & um condicional nas duas direcdes, cor-
respondendo &s expressdes ‘... se ¢ somente se ...’ e ‘... & equiva-
lente a...". O simbolo que usamos & <. Portanto, (N ¢ F) formaliza
a sentenga ‘Neva se e somente se faz muito frio’.

A razio de ‘N se e somente se F* ser um bicondicional é que, se
olharmos bem, hd dois condicionais envolvidos. Isto cotresponde a:
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[N, se F] e [N somente se F].

Ora, ‘N, se F’ é a mesma coisa que ‘se F, entdo N'. Igualmente,
‘N somente se F’ é o mesmo que ‘se N, entfo ', Portanto, ‘N se e
somente se F’ equivale a

[se F, entdo N] e [se N, entdo F],

o que caracteriza uma implicagio nas duas diregdes: uma bi-implica-
Gho. ,

Concluindo esta secio, além das constantes individuais e de predi-
cado, temos na linguagem do CQC os cinco simbolos de operadores,
com 0s quais formamos as férmulas moleculares: —, A, v, =, ¢ ©.
Além disso, temos os parénteses, que funcionam como sinais de pon-
tuagdo.

Vamos continuar agora com nossa defini¢do de férmula, apresen-
tando a segunda cldusula, que trata das férmulas moleculares:

(2) Se ot e B sao férmulas, entdo —ax, (oA f), (@ v ), (00— M, e
{0 <> B) sdo férmulas.

Aqui aparccem outra vez metavaridveis: ‘o’ e ‘7 sfo usadas para
indicar uma férmula qualquer. Note que isso tanto pode se referir a
férmulas atémicas, quanto a formulas moleculares; assim, se & € a
formula Pe e B a formula (Gmx < —Km), a conjungdo de o e 8, por
exemplo, é (Pc A{Gmx &> —Km)).

Neste livro vamos adotar a convengdo de usar as letras gregas mi-
nisculas o, 8, ¥ e 8 como metavaridveis para formulas (eventual-
mente, usando subscritos também, se necessdrio; ¢, por exemplo).
E importante lembrar que elas sdo varidveis metalingiisticas, isto €,
elas ndo fazem parte da nguagem do CQC. Assim, se alguém per-
guntar a vocé se a expressio ‘(—a — ) ¢ uma formula do CQC,
vocé pode dizer trangiiilamente que ndo. Ela €, no méximo, um es-
guema de formula; algo que podemos transformar em uma formula
substituindo ‘e’ e ‘B’ por férmulas.

Vocé notou que, no caso dos operadores bindrios, as férmulas sio
escritas entre parénteses. Isso garante que ndo haja ambigtiidades: se
dois operadores bindrios ocorrem numa formula, sempre haverd pa-
ténteses para indicar qual dos dois é o principal. Vamos falar sobre

isso agora.
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6.4 Sinais de pontuacio

Os exemplos de sentenga que vocé viu até agora eram bascan-
te simples, envolvendo, em sua maioria, apenas um operador (além,
claro, de constantes individuais e de predicado). Contudo, o usual é
que tenhamos sentengas de maior complexidade, onde um operador
¢ aplicado a sentengas que ja sdo complexas para formar sentengas
mats complexas ainda. Considere o exemplo abaixo:

Se Séerates é um filésofo e ¢é grego, entio Sécrates é mortal.

Obviamente, essa sentenga é um condicional, e seu antecedente
uma conjungio. Veja:

Se [(Sécrates é um filésofo) e (6 grego)], entdo {Sécrates € mortal].

Adinitindo que usemos s para designar Sécrates, e F, G e M para
simbolizar as propriedades ‘x é um filésofo’, *x & grego’, e ‘x é mortal’,
terfamos:

((Fs AGs) — Ms).

Note que a férmula acima também & um condicional e que cor-
responde ao condicional em portugués: o antecedente € a férmula
(Fs AGs), € 0 conseqiiente, a férmula Ms,

Imagine agora que ndo tivéssemos os parénteses como sinais de pon-
tuagfo. A férmula anterior seria entiio escrita como

Fs AGs — Ms.

Contudo, a expressdo acima é ambigua, pois ela pode ser lida de
duas maneiras, que distinguimos pela colocacio de parénteses:

((FsnGs) > Ms) ou (Fsa (Gs — Ms)).

No primeiro caso temos o condicional que querfamos, enquanto,
no segundo, temos uma conjungdo: o conjuntivo da esquerda é Fs, ¢
o da direita, o condicional (Gs — Ms).

Uma situagio parecida acontece na matemdtica. Se alguém lhe
pedisse para calcular o valor da expressao 2x3+5, vocé provavel-
mente diria que é 11 — mas por qué? Bem, vocé deve ter aprendido
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na escola alguma regra parccida com “primeiro a multiplicagao, de-
pois a soma”. Essa repra é que diferencia o caso anterior de 2X(3+5):
aqui, vocé tem que usar parénteses para indicar que 2 multiplica o
valor da expressao 3+5, e o resultado final € entdo 16,

Na l6gica, temos! que fazer a mesma coisa. Nada indica, a pri-
meira vista, que Fs AGs — Ms deva ser lida como pretendfamos —
‘Se Sécrates € um fildsofo e é grego, entio Sécrates é mortal’ — em
vez de ‘Sécrates é um fildsofo ¢, se Sécrates € grego, entao Socrates €
mortal’. Note que sdo duas sentengas diferentes, como mencionamos
acima: uma é um condicional {cujo antecedente é uma conjungio);
a outra ¢ uma conjuncio {onde um dos conjuntivos € um condicio-
nal). Assim, devermos rambém, neste caso, utilizar parénteses para
indicar qual é a leitura desejada. Parénteses sao sinais de pontuagdo e
constituem mais um tipo de simbolo que faz parte da linguagem do
CQC.

Para encerrar, uma observagio importante: todas as férmulas mo-
leculares tém parénteses ao redor — exceto as negacdes. Parénteses
56 s30 necessarios quando temos operadores bindrios, Assim, para ca-
da operador bindrio que ocorrer em uma férmula, deverd haver nela
o par de parénteses correspondente a ele.

Antes de passarmos aos exercicios, vamos ver mais um exemplo
de como traduzir uma sentenga para a linguagem do CQC. Digamos
que vocé queira formalizar o seguinte:

Salma Hayek é morena, mas Claudia Schiffer e Cameron Diaz
nAo o 530,

Como proceder! Bem, obviamente a sentenga acima (ou a propo-
sicdo que ela expressa) envolve trés individuos —— as trés damas em
questdo. Portanto, seria bom ter uma constante individual para ca-
da uma delas. Por exemplo, s, c, e d, respectivamente. Agora, quais
sio os predicados envolvidos na histéria? De Salma Hayek, estamos

‘Na verdade, ndo temos. Existe um tipe de notagfo, a netagdo polonesa, que
dispensa o uso de parénreses. Basicamente, consiste em escrever o simbolo de ope-
rador primeiro, sepuido entdo da ou das expressdes a que ele esta sendo aplicado.
Pur exemplo, em vez de escrevermos (Fs — Ms), escrevemos —»FsMs, E facil entdo
ver a diferenga entre ((Fs A Gs) — Ms) e (Fs A (Gs ~» Ms)). A primeira seria escrita
assim: —=aFsGsMs. A sepunda, por outro lado, ficaria assim: AFs—GsMs.
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dizendo que é morena; logo, precisamos de uma constante de Proprie-
dade, M por exemplo, para ‘x é morena’. Algo mais? Aparentemente
ndo, vocé concorda! O que estamos dizendo tanto de Claudia como
de Cameron € que ndo sdo morenas. Assim, nenhuma constante de
predicado, além de M, é necesséria.

Escolhido esse conjunto de simbolos (constantes individuais e de
predicado), vamos entfio tentar escrever a férmula. Se olharmos bem

para a estrutura da sentenga em questdo, veremos que ela é assim
{(usando colchetes para indicar os agrupamentos):

[Salma Hayek ¢ morena] mas [Claudia Schiffer ¢ Cameron
Diaz ndo o sdo),

ou seja,

[Salma Hayek é morena] mas [Claudia Schiffer ndo é morena
e Cameron Diaz nfo € morena].

Trocando agora ‘Salma Hayek é morena' etc. pelas formulas cor-
respondentes, ficamos com _

Ms mas [ndo Mc e nao Md].
Finalmente, s6 precisamos dos operadores e parénteses:

ﬁzm A A..Jgﬂ A Jz&vv

Exercicio 6.4 Diga, das expressdes abaixo, se sdo férmulas ou nio, e por
que, supondo que A é um simbolo de predicado zero-drio, P e J sio simbo-
los de propriedade, ¢ R, de relacio bindria:

{a} Rab () {(—Rxa & Qb)~Pc)

(by —Px 0 (av-fP)

() aRb @  ((-Rxy—Qc) A—(Pbv A))
() (Ra— Qb) (h) (A — PbvRc)

Exercicio 6.5 Usando a notagfio sugerida, transcreva as sentencas abaixo
para a linguagem do CQC.

¢t Cleo; m: Miau; ©: Tweety; F: x € um peixe; P: x é um péssaro; G: x ¢ um
gato; M: x é maior do que y; L: x gosta mais de v do que de 2.
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{2) Cleo nio é um passaro.

()  Miau nfio é um peixe.

{c) Miau é um gato ou é um péssaro.

(d) Miau & um gato e é maior que Cleo.

(e) Tweety nio € um gato.

() Ou Tweety é maior que Miau, ou Miau & maior que Hémm%. .

() Se Miau é maior que Tveety, entio Tweety nfo é maior .n:m ,Z:u:.

(h)  Miau é maior que Tiveety, se Tweety néo é maior que Miau.

(i)  Se Miau é um gato, entio nio & um peixe. \

(i)  Miau gosta mais de Cleo do que de Tweety se e somente se Tweety ¢
um pdssaro. .

(k) Tweety gosta mais de Miau do que de Cleo, mas Miau ndo gosta mais
de Cleo do que Tweety.

{),  Nem Miau nem Cleo sio pdssaros.

{m) Tweety nao é um gato ou nio ¢ um peige.

(n) N3o é verdade que Tweety € um gato e um peixe.

(o} Naio é o caso que, se Miau é um gato, entio & um peixe,

Exercicio 6.6 Formalize as sentengas abaixo, usando a notagfio sugerida:

(a)  Carla & pintora, mas Paulo ¢ jogador de futebol. (c: Carla; p: Paulo;
P: x é pintora; J: x & jogador de futebol) :

()  Ou Paulo é um engenheiro, ou Carla o &. (E: x & engenheiro)

{(c) Carla ¢ pintora, mas Paulo é engenheiro ou jogador de ?Swo_.

{d) Se S6crates é o mestre de Platdo, entdo Platdo é um filésofo. (s:
Sécrates; p: Platio; M: x é o mestre de y; F: x € um filésofo)

(e}  Paulo ama Denise, que ama Ricardo. (d: Denise; : Ricardo; A: x
ama y) .

() Paulo ama a si préprio se e somente se ele é narcisista. {A: x ama y;
N: x & narcisista}

() Chove ou faz sol. (C: chove; 8: faz sol)

(h} Nao chove, mas nem faz sol nem esta frio. (F: estd frio) o

(i)  Jodo vai i praia, se o tempo estiver bom. {j: Jofio; P: x vai & praia; T:
o tempo estd bom) .

(i) Se o tempo estiver bom, ¢ no fizer muito frio, Jodo ird a praia. (F:
faz muito fric) o

(k)  Se o tempo ndo estiver bom, entdo, se fizer muito {rio, Jodo nie ird 4
praia.
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() ATerra é um planeta, e a Lua gira em tormo da Terra. (& a Terr [ 2
Lua; P: x € um planeta; G: x gira em tomo de )

(m) Saturno é um planeta, mas nio gira em torno de Alfa Cenrtauri. (s:
Saturno; a: Alfa Centauri)

{n) A Luando ¢ um planeta, nem gira em torno de Saturno.

{(0)  Miau é um gato preto. (m: Miau; G: x & um gato; P: x é preta)

(P} Miau é um gato angord que ndo & preto. {A: x € angori)

{g)  Carla ¢ mais alta que Paulo somente sc Paulo & mais baixo que Carla.
{A: x € mais alto que y; B: x & mais baixo que y)

(r}  Carla ndo & mais alta que Faulo somente se for mais baixa ou tiver a
mesma altura que ele, (T x tern a mesma alcura que y)

Exercicio 6.7 Traduzir as formulas abaixo da linguagem do CQC para o
portuguds, sendo que:

a: Antonio; b: Bernardo; ¢ Claudia; d: Débora;

F: x & um filésofo; G: x gosta de y; D: x deresta v,

(a) Ghd H  (=Gcbv-Gbc)

{by (FbAEd) (8 (Gbb—s Dch)

(c)  (Fba—Fa) (h)  (Ghd <> Ded)

(d}  (FaaGac) 1)  (Dbd — (FbvFd))

(e} (GbdADdb) (i) ((FaAFc)— (Gac AGea))

6.5 Quantificadores e férmulas gerais

Com o que vimos até agora da linguagem do CQC, podemos for-
malizar um grande nimero de argumentos. Mas que isso ainda ¢
pouco vocé pode ver pelo exemplo abaixo:

(AZ) P Axisiételes ¢ um fldsofo.
» Alpuém ¢ um fildsofo.

A premissa do argumento nio oferece problema: podemos forma-
lizd-la por Fa, onde F representa a propriedade % ¢ um filésofo’, e
a designa AristSteles. Porém, que fazer com a conclusdo? Estamos
afirmando que alguém & um filésofo; logo, a simbolizagdo deveria ser
alpo como

E...
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Porém, o que vamos colocar no lugar das reticéncias? Obviamente
ndo podemos colocar af a constante a, pois Fa significa que Aristéte-
les é um filésofo, o que ndo é a mesma coisa que dizer que alguém é
um filésofo. E facil ver que também nio podemos colocar uma ou-
tra constante individual, tal como b, para preencher as reticéncias.
Lembre-se de que as constantes funcionam como nomes de indivi-
duos determinados; assim, b estaria designando, digamos, Beatriz, e
Fb estaria dizendo que Beatriz € uma fildsofa. Note que, com a sen-
tenca ‘alguém ¢ um filésofe’, estamos falando, sim, de algum indivi-
duo, mas nio sabemos qual; sabemos que ele existe, mas ndo sabemos
seu nome.

A solugiio para esse pequeno impasse € a utilizagio de varidveis,
claro. Contudo, escrever somente

Fx

para representar a conclusio do argumento apresentado ainda nfo é
o suficiente. Essa formula diz apenas que

x é um fldsofo,

0 que ndo parece afirmar que haja alguém que o seja. Para entender
melhor esse ponto, considere a expressio aritmética x < 2. Suponha
que estejamos falando dos niimeros naturais: fica dificil dizer se essa
expressao é verdadeira ou falsa, nfio é mesmo? O problema € que nio
sabemos o que € x; ndo sabemos se estamos falando de um certo x, ou
de qualquer x. Compare isso agora com as duas afirmagdes abaixo:

existe a0 menos um x tal que x < 2, (5)

qualquer que sejax, x < 2. (6)

Nesses dois casos, podemos decidir sobre a verdade ou falsidade
das afirmacdes. A primeira é verdadeira, pois existe, de fato, um nd-
mero natural menor do que 2 (o ndmero 1, por exemplo), enguanto
a segunda ¢ falsa: nem todo nimero natural é menor que 2 (o ndme-
ro 4, por exemplo, é maior que 2). O que fizemos em (5) e (6), ao
contrério do caso x < 2 anterior, foi introduzir um quantificador para
agir sobre a varidvel.
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O quantificador em (5) é chamado quantificador existencidl, e cor-
responde, em portuguds, s expressoes ‘existe pelo menos umy’, ‘al-
guns’, ‘algum’, ‘alguém’ etc. (E claro que, em portuguds, a palavra
‘alguns’, estando no plural, d4 a entender que ha mais de um indivi-
duo envolvido, mas, de qualquer forma, ests garantido que ha pelo
menos um — ¢ ¢ assim que entendemos o quantificador existencial,)
Agora, como vocé vé em (5) acima, a expressio ‘existe a0 menos um'
vem associada a uma varidvel: ‘existe a0 menos um x tal que’. Pa-
ra representar o quantificador existencial, portanto, vamos utilizar o
simbolo 3, que sempre empregamos seguido de uma variével: 3x, por
exemplo, ou Jy. Dito de outra forma, um quantificador existencial
¢é uma expressio da forma Jx, em que x é uma varidve! individual.
{(Usaremos ‘%', 'y, e ‘z’, em negrito, como metavaridveis para as va-
tidveis da linguagem do CQC.)

Disponde do quantificador existencial, a conclusiio do argumento
(A2) pode ser formalizada assim:

JxFx,

que afltma que existe a0 menos um x no universo de discurso que tem
a propriedade de ser filésofo. Ou seja, alguém é filésofo.

O outro tipo de quantificador, aquele que aparece em (6), € o
quantificador universal, que corresponde 3s locuges ‘para todo’, ‘qual-
quer que seja’, ‘todos’, 'cada’, ¢ assim por diante. Para representi-lo,
usaremos o simbolo V — naturalmente, seguido de uma varidvel. Ou
sefa, um quantificador universal € uma expresséo da forma Vx, onde
x € uma varidvel individual. Assim, se quisermos formalizar a senten-
ga “Todos sio fildsofos’, teremos

VxFx.
Uma variante disso pode ser
WyFy.

Essas duas férmulas dizem a mesma coisa: ndo importa se usamos”
a varidvel x, ou y, estamos afirmando que todo individuo do universo
tem a propriedade de ser filésofo.



94 Capitule 6. A Sintaxe do Cilculo de Predicados (1)

Com a introdugde de quantificadores temos, entfo, um terceiro
tipo de férmula, além das atdmicas e moleculares que j4 vimos no
capitulo anterior: as f6rmulas gerais, que sdo, naturalmente, aquelas
que se iniciam por um quantificador. A clusula correspondente, em
nossa definigao de férmula, € a seguinte:

(3) Se x é uma varidvel e o é uma férmula na qual x ocorre, entio
Vxo e dxo sdo fsrmulas.

Dizendo de outra forma o que esté escrito acima, basta tomar uma
férmula ¢ qualquer e prefixd-la com um quantificador universal ou
existencial {ou seja, uma expressido da forma Vx ou Jx) para obter
uma férmula geral — claro, com a restricio de que a varidvel x do
quantificador ocorra na férmula. Por exemplo, se tomarmos a férmula
(Px — Qy) e colocarmos um quantificador 4 frente dela, como em
Wx(Px — ), teremos uma férmula geral. E se preftxarmos agora
essa formula com um quantificador existencial como Ty, ficamos com
Iy Vx(Px — Qy), que, obviamente, também é uma férmula geral.

Note agora que, segundo a defini¢io acima, expressdes como JxFu
e Vx(Py v (Qy) nio sdo férmulas gerais. Em ambos os casos, claro, o
quantificador é desnecessirio; mas a razio pela qual nao sao f6rmulas
& que a varidvel do quantificador, x no caso, nao ocotre na férmula
sendo quantificada: x ndo ocorre nem em Pa, nem em PywvQy. Por
outro lado, é claro que Vy(Pyv (QJy) € uma férmula geral, Como (Pyv
(2v) é uma férmula (molecular), e v é uma variavel que ocorre nela,
Vy(Py v (Jy) também € férmula.

A nossa definigio de férmula geral, contudo, ndo elimina alguns
casos estranhos de quantifticadores supérfluos. Por exemplo, estd cla-
10 que (VxPx v ¥x(Jx) é uma férmula — molecular, no caso. O que
aconteceria agora se prefixssemos essa férmula com um quantifica-
dor, ficando com, digamos, Ix(VaPx v Vx(Qx). Vocé diria que o resul-
tado ¢ uma [Brmula?

Pensando bem, €, pois (VxPx v ¥x(Jx) é formula na qual x ocorre,
e dx é um Dcmbﬁmnmaon Mas é claro que, nesse caso, o quantificador
para x nio vai ter influéncia alguma sobre o restante da férmula: ele é
supérfluo. (Existem, de fato, outras maneiras de definir {rmula que
climinam casos como esses, porém, s custas de uma definigio um
pouco mais complicada.)
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Como vocé viu pela definigio, podemos classificar as f6rmulas em
trés grandes grupos: as atGmicas, as moleculares e as gerais. Vocé po-
Qn dizer que as formulas atdmicas sio aquelas cujo primeiro stmbolo

¢ um stmbolo de predicado (ou tinico simbolo, no caso de um predi-
cado zero-4rio). J4 as moleculares iniciam com — ou com o paréntese
esquerdo (, como em —Fx ou (Fa — Qb). As férmulas gerais, entao,
s&o aquelas cujo primeiro stmbolo é ¥ ou 3.

Para encerrar este capitulo, vamos ver mais alguns exemplos sim-
ples de como formalizar no CQC sentengas envolvendo quantifica-
gdo. Usando L para a relago binfria ‘x gosta de y', vamos formalizar
a sentenga ‘alguém gosta de Miau’. O resultado é

AxLxm.

Ou scja, existe algum individuo, x, tal que x gosta de m, Miau. Por
outro lado, se quisermos escrever na linguagem do CQC que todos
gostam de Miau, podemos fazé-lo através de

VxLxm,

ou seja, qualquer que seja x, x gosta de Miau, Note que isso é dife-
rente de

VxLmax,

pois essa férmula afirma que, qualquer quer seja x, Miau gosta de x.
Em outras palavras, Miau gosta de todos. De modo andlogo, ‘Miau
gosta de alguém’ corna-se

FxLmx.

E como farfamos com ‘Se alguém gosta de Miau, entio Miau gosta
de alguém’? E simples. Obviamente remos um condicional (usando
colchetes para indicar seus elementos):

Se [alguém gosta de Miau], entéo [Miau gosta de alguém].

Assim, basta transcrever o antecedente e o conseqiiente, colocan-
do — entre ambos, e parénteses ao redor:

(FxLxm — IxLmx).




2] Capitulo 6. A Sintaxe do Cilculo de Predicados (T)

Se agora combinarmos um quantificador com o operador de nega-
¢A0, poderemos transcrever para a linguagem do CQC outras expres-
sdes que também envolvem quantificagio — expressées como ‘nin-
guém’, ‘nem todos’, ‘nada’, e assim por diante. Para dar um exempilo,
vamos simbolizar a sentenga

Ninguém & um filésofo.

Obviamente, ao dizer que ninguém é um filésofo estamos negando
que alguém o seja. Portanto:

JMHMHH

Isto é, ndo hd nenhum x no universo que tenha a propriedade de
ser filésofo. Porém, isso também pode ser dito usando o quantificador
universal: se ninguém é um filésofo (isto €, se nao existem fildso-
fos), entdo qualquer que seja o individuo x no universo, x ndo ¢ um
filésofo. Assim:

Wx—Fx.

Ou seja, dizer que ninguém ¢é um filésofo € a mesma coisa que dizer
que todos néo sao fil6sofos.

Agora, € claro que existe uma diferenga entre dizer que ninguém &
filésofo e que nem todos sao filésofos. Afirmar *nem todos sio filésofos’
€ negar que todos sejam fildsofos, isto &, estamos fazendo a negacio
de ‘todos sfio filésofos’, o que pode ser formalizado assim:

—VxFx.

Ou entdo, ja que afirmar que nem todos sio fildsofos é aftrmar que
existe alguém que nio &, assim:

Jx—Fx.

Espero que esses exemplos iniciais tenham dado a vocé uma pe-
quena idéta do que se pode fazer com os quantificadores, Mais tarde
veremos como formalizar algumas sentencas bem mais complicadas.
Por enquanto, tente ir resolvendo os exercicios a seguir.
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Exercicio 6.8 Supondo que C ¢ um predicado zero-drio, que P e (Q sdo
predicados undrios, e que T ¢ R sfo predicados bindrios, diga quais das ex-
pressdes abaixo sio férmulas e, caso sejam, se &0 atdmicas, moleculares, ou
gerais. -

(&) Vx(PxvTay) () 3ARax <> Pab
(b}  (FxQx) (&)  (-Rax & Tab)
{©) (—C—VxC) ) —Vw(—=Rxy = (Qxv Trw))

Exercicio 6.9 Transcreva as sentengas abaixo para a linguagem do CQC,
usando a notagio sugerida:

(a)  Alpo é branco. (B: x & branco)

(b}  Tudo é azul. (A: x & azul)

(c)  Alguna coisa ndio é azul. (A: x & azul)

(d)  Algo é bonito. (B: x & bonito)

(e)  Todos sfio mortais. (M: x é mortal)

(f!  Nada & insubstitufvel. (I: x & insubstitufvel)

(g) Nem rudo dura para sempre. (D: x dura para sempre)

(h)  Centauros nfio existem. (C: x & um centauro)

(i) Alguma coisa nio é verde., (G: x & verde)

(i) Cada objeto € igual a si mesmo. (I: x é igual ay)

(k)  H4 objetos que nio so iguais a si mesmos.

() Nem tudo & cor-de-rosa. (R: x é cor-de-rosa)

(m) Nada é cor-de-rosa,

(n)  Alguém é mais velho que Pedio. {p: Pedro; O: x & mais velho que +)

(o)  Ninguém & mais velho que Pedro.

(p)  Matusalém & mais velho que alguém. (m: Matusalém)

(q)  Marcusalém é mais velho que todos.

(1) Nio é verdade que Matusalém é mais velho que todos.

(s)  Alguém gosta de si mesmo. (G: x gosta de y)

(1  Todos gostam de si mesmos.

()  Ninguém gosta de Miau. (m: Miau)

(v} Alguém nio gosta de si mesmo.

(w)  Nao existe alguém que goste de si mesmo.

(x)  Néo existe alguém que néio poste de si mesmo.

(v)  Ninguém gosta mais de Paulo do que de Denise. (p: Paulo; d: Denise;
L: x gosta mais de y do que de z)

{z  Nem todos gostam mais de Paulo do que de Denise.



CAPITULO 7

A SINTAXE DO CALCULO DE PREDICADOS
(I)

Neste capftulo, vamos nos ocupar, de forma mais sistemdtica, da
linguagem do calculo de predicados de primeira ordem.

7.1 Linguagens de primeira ordem

Vamos comegar relembrando como € constituida a linguagem do

CQC.

Definicao 7.1 A linguagem geral do cdlculo de predicados de primeira
ordem consiste em:

(1) um conjunto enumerdvel de constantes individuais;
(2)  para cada niimero natural n > Q, um conjunto enumerdvel de cons-
tantes de predicado n-drias;
(3)  um conjunto enumerdvel de varidveis individuas;
(4)  operadores;
(5) quantificadores;
(6)  sinais de pontuacdo.

As expressdes em (3), (4), (5) e (6) sdo chamadas simbolos K%\
cos, enquanto aquelas em (1) e (2) sio chamadas simbolos :mo\a_ﬁnw.,..
Observe que temos um ntimero infinito de varidveis e constantes in-
dividuais: isso nos garante um suptimento inesgotével delas, caso

7.1. Linguagens de primeira ardem g

precisemos. Jemos também um nimero infinito de simbolos de pre-
dicado. Na verdade, para cada niimero natural n > 0, temos infinitos
predicados n-drios. A intengfio disso & também a de ter tantos sfm-
bolos quantos possamos eventualmente precisar, sejam eles simbo-
los de propriedades, relagdes bindrias, relagdes terndrias, e assim por
diante. .

Vocé poderia objetar que, na prética {por exemplo, nos exercicios
feitos até agora), sempre acabamos usando nio mais que uma ddzia
de constantes individuais e de predicado. Por que insistir em ter um
niimero infinito delas?

Bem, a definigo acima é da linguagem geral do CQC. O que acon-
tece € que usualmente trabalhamos apenas com algum subconjunto
dessa linguagem geral — e a esses subconjuntos (que, a propésito,
incluem todos os stmbolos légicos) chamamos de wma linguagem de
primeira ordem.

Defini¢io 7.2 Uma linguagem de primeira ordem é qualquer subcon-
junto da linguagem geral do CQC que inclua todos os simbolos lagicos e
pelo menos uma constante de predicado.

A restrigio colocada acima de que tenhamos ao menos uma cons-
tante de predicado tem a seguinte razio de ser: ainda que voce nfo
disponha de constantes individuais, vocé pode construir formulas se
dispuser de pelo menos um simbolo de predicado. Por exemplo, se o
tnico sfmbolo ndo-I6gico for o simbolo de propriedade F, ainda assim
vocé pode gerar as férmulas Fx, (—Fx v VyFy) etc. Contudo, mesmo
dispondo de constantes individuais, sem simbolos de predicado ne-
nhuma férmula pode ser gerada: lembre-se de que as férmulas mo-
leculares sdo construfdas a partir das atémicas, e que estas comecam
com um simbolo de predicado.

Vamos ver agora um exemplo de uma linguagem de primeira or-
dem. Suponha que estamos formalizando sentengas € argumentos
que falam de gatos, peixes e estrelas, e de alguns deles em particular,
como Miau, Cleo ¢ Alfa Centauri. Assim, precisamos ter simbolos
para propriedades como ‘x é um gato’ {urn peixe, uma estrela), para o
que podemos usar G, P, e E, bem como constantes para os individuos
mencionados: digamos, m, ¢ e a. Mas, se tudo o que pretendemos
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dizer a respeito desses individuos pode ser dito usando os simbolos
acima, € claro que nfdo vamos precisar de outros. Deste modo, nos-
sa linguagem — vamos chami-la de 'L’ — se resume ao sepuinte
conjunto:

h; = ﬁ&“nuavovmqﬁwv

que inclui, além desses stmbolos, todos os simbolos légicos (que nio
vamos repetir aqui). Por outro lado, se estivermos formalizando, por
exemplo, demonstragbes aritméticas, envolvendo nimeros naturais,
entfio introduziremos simbolos para relag6es entre ndmeros, como M
para ‘x é menor que ¥, ou P para ‘% € um niimero par’ etc. Além disso,
provavelmente gostarfamos de ter constantes individuais para deno-
tar cada um dos niimeros; digamos, a para 0, a; para 1, ou seja, no
geral, @, para um nimero n. (Note que nio podemos usar 0, 1 etc.,
como constantes individuais, pois convencionamos que nossas cons-
tantes t&m que ser letras mintisculas, eventualmente com subscritos.)
Teremos entdo a linguagem

h..N = .ﬁgwhﬁu.w. e uguwuawﬁ+~u. " .uZuHUM.-

Desse modo, em cada dominio de investigagio em que estejamos
pretendendo trabalhar — em cada teoria que fazemos —, usamos um
subconjunto da linguagem geral de primeira ordem definida ante-
riormente. Conforme foi acima observado, esses subconjuntos devem
incluir obrigatoriamente todos os simbolos légicos: variveis, opera-
dores, quantificadores e parénteses. No entante, como todas as lin-
puagens de primeira ordem incluem os simbolos [6gicos, ao especificar
uma delas basta que indiquemos quais sao seus simbolos néo-ldgicos.
o que fizemos acima com as linguagens L7 e £.!

Uma ditima observagio: claro que uma das linguagens de primeira
ordem possiveis é justamente a linguagem peral; aquela que contém
todos os simbolos ndo-légicos que podemos especificar. Mas, como eu

1Pade parecer um abuso usar o termo ‘Hnguagem' para designar simplesmente
um conjunto de simbolos — afinal, nfo havlamos dito que, pata especificar uma
linguagem formal, precisamos do alfabeto e de wma gramdtica? Mas, claro, no caso
de linguagens de primeita ordem, a gramética ji estd dada: as definigdes de ‘termo’
e 'formula’,
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disse, na prética, dificilmente precisaremos de mais que algum ndme-
ro pequeno de simbolos nao-légicos.

Uma expressdo de uma linguagem de primeira ordem ¢ qualquer
seqliéncia finita de simbolos do alfabeto dessa linguagem: por exem-
plo, tanto (—Ex v Ea) quanto m——V— sfo expressies de L1 acima
{i.e., expressdes construidas a partir dos simbolos de L. 1}. Porém, nem
todas as expressdes de uma linguagem sio bem-formadas, ou seja, no
n0ss0 aso, termos e férmulas. Vamos recordar primeiro o que sdo os
termos de uma linguagem.

Definigio 7.3 Os termos de uma linguagem de primeira ordem sio suas
varidveis e constantes individuais.

E, a seguir, a defini¢io das férmulas de uma linguagem:

Defini¢io 7.4 Seja L uma linguagem de primeira ovdem. Dizemos que:

(1) SeP éum simbolo de predicado n-drio, para um niimero natural n >
0, e t1,... .ty sd@0 termos, entéo Pty ... t, 6 uma formula {atémica);

(2)  Se e B sdo formulas, entdo —ax, (ev B), (A f), (o — B, e
(x © B) sao formulas (moleculares);

(3)  Se x é uma varidvel e o é uma férmula na qual x ocorre, entdo
Vxor e Ixax sdo formulas (gerais):

(4) Nada mais é wuma formula.

Essa definigdo repete as trés clausulas que ja haviamos visto, e
acrescenta uma nova. Note, primeiramente, que, na cliusula (1)
o valor de n pode ser igual a zero, caso em que teremos uma letra
sentencial. A cldusula (4), por outro lado, garante que apenas as
expressdes que sdo definidas pelas clausulas (1)-(3) sejam férmulas;
tudo o mais nfo. Isto evita que, eventualmente, pudéssemos ter ou-
tras expressGes que fossem férmulas, mas cuja regra de formacio nio
conhecemos. Por exemplo, serd que x3xP é uma férmula? Bem, basta
verificar se essa expressdo se enquadra em alguma das tvés primet-
ras cliusulas da definigdo acima. Ela certamente nio é uma férmula
atdmica, pois o primeiro caractere de uma f6rmula atdmica tem que
ser uma letra maitscula. Ela nio é uma férmula molecular, pois o
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primeiro caractere de uma formula molecular é ou o mwdgmo mmm ne-
gagio, —, ou o paréntese csquerdo (. Finalmente, x3xP nfio € uma
f6rmula geral, pois o primeiro caractere de uma férmula geral aoa“o
ser ou V ou 3. Assim, se ela nio se enquadra em nenhuma das trés
primeiras cldusulas da definigdo, ela poderia ser uma férmula? Nao:
a clausula (4) proibe isso explicitamente. .

Como eu havia mencionado, o tipo de defini¢io que demos para
as férmulas chama-se deftnicdo indutiva, ou recursiva. Temos um caso-
base — as férmulas atdmicas — e as demais férmulas sio >o_uzmmm
a partir destas, usando-se operaderes, quantificadores e parénteses.
Isso nos permite construir férmulas bastante longas e complexas —
nio ha limite para o tamanho que uma férmula possa ter (embora,
claro, todas elas tenham um comprimento finito). \

Nocdes relacionadas & nogio de férmula sdo as de subférmula e
subférmula imediata. Vamos ilustrar isso tomando ((—2b A Vx(Px —

Qx)) = —Pb) como exemplo.

((—Qb A Vx(Px — Qx)) = —Pb)
>
(—Qb A ¥x(Px — Qx)) ;_ww
J@\/ Wx(Px — {x) Pb
D_@ (Px ‘_,v ()

FIGURA 7.1 — ((—Qb A ¥x(Px — Qx)) > —Pb) e suas subférmulas.

Na figura 7.1, temos essa f6rmula, que € um condicional, na parte
de cima, e imediatamente abaixo dela, seus componentes esquerdo
¢ direito — que chamamos de suas subformulas imediatas, a sabet,
(—Qb A Vx(Px — (2x)) e =Pb. Para cada uma dessas m:mm.mons.:_mm
temnos também suas subférmulas imediatas (ou subférmula imediata,
se for s6 uma: no caso, —Pb tem apenas um componente, que é Pb).
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Repetindo esse procedimento, vocé vé que chegamos a um nivel bi-
sico, onde temos as fdrmulas atdmicas.

Vamos aproveitar a ocasiio e definit, do modo seguinte, o que 530
as subfdrmulas imediatas de uma férmula qualquer:

(i) férmulas atémicas nfo tém subférmulas imediatas;
(if) a subférmula imediata de —a € o;

(iii) as subformulas imediatas de (ot A B), (av) (=), elxe
B)sio o e B;

(iv) asubférmula imediata de Vxo e de Ixcx & g,

De modo andlogo, podemos definir o conjunto de todas as subfir-
mulas de o isso inclui as subférmulas imediatas de ¢, as subférmu-
las imediatas destas, e assim por diante, até chegarmos as férmulas
atdmicas. Dito de outra forma, o conjunto das subférmulas de o in-
clui sua(s) subférmula(s) imediata(s), hem como todas subférmulas
dela(s). A figura 7.1, portanto, apresenta todas as subformulas de
((=Qb A Vx(Px — Qx)) — —Pb). Nessa figura temos o que se cha-
ma a drvore de formagdo da férmula. Ela mostra como a formula foi
construida a partir das férmulas atémicas que a compoem.

Além de atdmicas, moleculares, gerais, hd uma outra maneira de
classificar as férmulas: por mieio daquelas que sio abertas, e das que
sdo fechadas. Mas, para definir isso, precisamos primeiro falar sobre
escopo de quantificadores ¢ sobre ocorréncias livies e ligudas de va-
ridveis.

Os quantificadores agem apenas sobre a férmula que inicia ime-
diatamente apds a varidvel do quantificador. O ambito de agdo de
um quantificador é chamado de escopo do quantificador, e pode ser
definido da seguinte maneira: numa frmula da forma Vxer ou Ixa,
0 escopo do quantificador ¢ ¢e. Em outras palavras, o escopo de um
quantiftcador € apenas a férmula que o segue, aquela cujo primei-
ro simbolo ocorre imediatamente apés o quantificador. Vamos ver
alguns exemplos, comecando por

Vax(Px - Qx). (1)
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Nesse caso, o escopo do quantificador Vx € a férmula que se inicia
imediatamente apds a ocorréncia de Vx, ou seja, a férmula cujo pri-
meiro simbolo é o paréntese esquerdo: (Px — Qx).

Considere agora a seguinte férmula:

(¥xPx — Vy3zFry). ; (2)

Nesse caso, o escopo de Vx -— a férmula que s inicia imedtatamente
ap6s a variavel — & Px. E apenas isto: VyTdzFzy jé estd fora do escopo
de V. Note que (2) pdo é uma férmula geral: seu primeiro simbolo
é o paréntese esquerdo, logo, € uma férmula molecular. Com relagéo
a0 escopo de Tz, na formula acima, ele € claramente a férmula Fzy. E
o escopo de ¥y? Obviamente, a férmula que se inicia imediatamente
ap6s Yy, ou seja, a férmula cujo primeiro simbolo € 3: a formula
TxFzy.

Dizemos agora que uma ocorréncia de uma varidvel x € ligada,
numa férmula ¢, se x ou faz parte de um quantificador, ou estd no
escopo de um quantificador para x em . Isto &, se x ocorre em
alpuma parte de o que é da forma Vxf ou Ixf. Por exemplo, na
formula .

(VxVelaz ALQ2) S)

temos duas ocorréncias da varidvel x: a primeira faz parte do quan-
dificador, ¢ a segunda, apds o L, em Lxz. Ambas as ocorréncias de
x sdo ligadas: a primeira, por ser a varidvel do quantificador, e a se-
punda, por estar dentro de seu escopo. Dito de outra forma, porque
ocorre em uma parte de (VxVzLxx A{Jz) que é da forma Vxf3, a saber,
VxWVzlxz {onde B = Vzlxy).

Por outra lado, qualquer ocorréncia de alguma varidvel x numa
férmula o que esteja fora do escopo de qualquer quantificador para
x é chamada de uma ocorréncia livre dessa varidvel em . A dltima
ocorréncia da variavel z na férmula (3) acima, portanto, é livre, pois
o guantificador ¥z nio estd agindo sobre ela (a férmula é molecular,
o operador principal & A, e o escopo de ¥z € apenas a f6rmula Lxz).

E preciso mencionar que uma ocorréncia de varidvel é sempre livre
ou ligada relativamente a alguma férmula. Por exemplo, embora todas
as ocorréncias de x em Vx—Lxx sejam ligadas, as ocorréncias de x em

—Lxx sdo livres.
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Uma férmula é chamada aberta se possui pelo menos uma ocorrén-
cia livre de alguma varigvel, como ¥a3z0xyz ou (Fw — VwFuw), nas
quais as varidveis y e w, respectivamente, ocorrem livres. Note que
as outras duas ocorréncias de w em (Fw — VwFw) estio ligadas —
mas isto nfo importa; basta uma ocorréncia livre, seja de que varigvel
for, e a férmula € aberta.

De medo andlogo, uma férmula é chamada de fechada caso nao
possua nenhuma ocorréncia livre de varidvel, como (Vx(Px — Qx) A
JwRw). As f6tmulas fechadas sdo chamadas ainda de sentengas.

Antes de passarmos aos exercicios, introduziremos uma pequena
convengio para facilitar um pouquinho na escrita das férmulas. Con-
forme vimos no capitulo anterior, o uso de parénteses elimina as am-
bigiiidades. Contudo, como vocé 4 deve ter notado, um excesso de
parénteses pode acabar prejudicando a facilidade em ler uma formu-
la. Em razdo disso, ¢ usual introduzir-se uma série de abreviagoes,
ou seja, convengdes que nos permitem, em alguns casos, eliminar pa-
rénteses “desnecessrios”. Por exemplo, a primeira coisa que se pode
fazer ¢ dispensar os parénteses externos de uma f6rmula molecular, se

ela estd escrita isoladamente. Assim, podemos escrever

(Fs AGs) - Ms

como uma abreviagao de

((Fs AGs) = Ms),

VxVyRxy A3z(Qz v P

como uma abreviacio de

(VxVyRxy A dz(Qz v P2)).

Essa vai ser nossa primeira convengio com respeito a abreviatu-
ras. Por enquanto, ela serd a tnica; bem mais tarde veremos algumas
outras.

Uma dltima observacdo. Suponha que tenhamos escrito uma for-
mula sem os parénteses externos; digamos, Rab — (Px A Qx). Se qui-
sermos agora tomar essa formula e negi-la (por exemplo), teremos
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que recolocar os parénteses: —(Rab — (Px A Qx)). Se ndo fizermos is-
50, a auséncia de parénteses deixaria — como o operador principal da
férmula. Qu seja, —Rab — (Px A QJx) é obviamente um. condicional.
Por qué? Betn, como os tnicos parénteses que deixamos de escrever,
pela nossa convengio, sio os externos, se féssemos Hmmﬁﬂomcﬁ-yom em
—Rab — (Px AQx) terfamos (—Rab —» (Px A{2x)) ~— um condicional.

De modo similar, se quisermos quantificar universalmente a fér-
mula Rab — (Px A Qx), ela deve obviamente ser recolocada entre
parénteses. O resultado seria a férmula Vx(Rab — (Px AQx)). Re-
sumindo, se quisermos tomar Rab — (Px A (Qx) para fazer com ela
qualquer operacio, primeiro recolocamos os parénteses. Lembre-se
de que ela ndo é uma férmula verdadeira, apenas a abreviagdo de uma
férmula. Os parénreses externos, embora ndo aparecam mais, devem
ser entendidos como ainda “estando 14”, escondidos.

A partir dos exercicios abaixo essa convengfo ji estd em uso.

Exercicio 7.1 Construa a drvore de formagio para cada uma das férmulas
abaixo, e faca a lista de suas subférmulas:

ﬁmv —Fan(Gb AnC A{Hm_u‘m.ﬂm A% :Jm.nv e I_WDW
(b} —(Faa{—Gb— Rah)) (&) —(FanGb) — —(Rbc AGh)
{c) Rtp > Vx{Rex ~AdyRxy) (f  ——Vx3yRxy A (Fua — Rbc)

Exercicio 7.2 Diga se as formulas abaixo s3o sentengas ou nfo, qual é o
escopo de cada quantificador e quais sfio vatidiveis que ocorrem livres ou

ligadas nelas.

(a) Fx (h}y FxvyGxy - VyIxGyx

b VxPx (i} WxPFxv—Fx

© Pa () Pa—s (Pa—s Pa)

(d)  ¥y=Py () Ax-— VxAx

(e) —VxFxvGa ) Gx(Qae Qx) e Qa)— (X
fy VxPx—0b (m) —Fa~—0b

(g)  Vx(VyRxy = Ryx) M) VaIy¥a((Sxyz A Szya) — Cx)

7.2 ProposigOes categdricas

No restante deste capitulo, vamos ver alguns exemplos mais com-
plicados de como traduzir, para a linguagem do CQC, sentengas que
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envolvem quantificagio. Alguns desses exemplos, cléssicos na hist6-
ria da l6gica, dizem respeito as proposiches (ou sentencas) categiricas,
da teoria do silogismo de Aristételes. As proposicdes categéricas sio
aquelas que correspondem a uma das quatro formas seguintes:

o TodoAéR (universal afirmativa)
e Nenhum AéBRB {universal negativa)
e Aloum AéB (particular afirmativa)
* Algum AndoéB (particular negativa)

em que as letras A e B funcionam como varidveis para expressdes
que especificam classes, como ‘homem’, ‘gato’, ‘mamifero aquatico’,
‘professor de violine que mora no Canto da Lagoa’ etc. Como tais
proposigdes sio o material de que os silogismos sdo construidos, e
como a teoria do silogismo era considerada a l6gica até meados do
século passado, seria interessante ver como dar conta delas usando a
linguagem do CQC.

A propdsito, hd virias maneiras em portugués de expressar uma
proposigao categérica. Por exemplo, no caso de uma universal afirma-
tiva como “Todo gato é mamifero’, poderfamos dizer também: “Todos
s gatos sdo marmiferos’, ‘Os gatos séo mamiferos’, ‘Gatos sdo sempre
mamiferos’, ‘Somente (s6, apenas) os mamfferos sdo gatos’, ‘Se algo é
um gato, entfo € um mamifero’ etc. Variagoes estilisticas semelhantes
séo também possiveis para os outros casos,

Vocé pode estar se perguntando se ndo houve um erro a respeito

- de uma das variacdes acima. ‘Somente os mamiferos sio gatos’ diz a

mesma coisa que ‘todos os gatos siio mamiferos'? E isso mesmo?

E isso mesmo. Veja, hd uma diferenga entre dizer que somente os
mamiferos sao gatos e que todos os mamiferos sdo gatos, concorda? A
segunda afirmagfo é falsa, pois nem todos os mamiferos sao gatos (ha
0s morcegos e ornitorrincos, por exemplo). Por outro lado, que dizer
de ‘somente os mamiferos sfo gatos’? Parafraseando isso, chegamas a
algo como ‘ndo existe algo que ndo seja mamifero, mas que scja um
gato’. Ou seja, se algo € um gato, tem que ser um mamifero. Ou seja,
mats uma vez, tados os gatos sio mamiferos.

Vamos entfo ver como traduzir proposicdes categdricas para a nos-
sa linguagem artificial, comegando pelas particulares afirmativas. Por
exemplo, digamos que queremos formalizar a sentenca ‘alguns peixes
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s80 azuis’ — ou, de modo equivalente em portugués, ‘algum peixe
¢ azul’, ou ‘alguma coisa € um peixe azul’. Bem, se quiséssemos for-
malizar ‘Cleo é um peixe azul’, terfamos, como vocé se recorda do
capitulo anterior,

Pc A Ac

i

{(ja tendo eliminado os parénteses externos). Mas como ficaria, entho,
‘alguns peixes sdo azuis’? Obviamente teremos que utilizar varidveis
e o quantificador existencial. Parafrascando a sentenga em questio,
temos alpo assim:

H4 a0 menos um x que é um peixe e é azul,
ou sgja,
H4 ao menos um x tal que: x é um peixe e x é azul.
O resultado final, portanto, é

Jx(Px A Ax),

que diz que existe ao menos um x que temn as duas propriedades: ser
peixe € ser azul.

Note que, na férmula acima, os parénteses nio podem ser esque-
cidos! Vocé ainda recorda a distingfio entre, digamos, —-PcAAc ¢
=1(Pc A Ac)! No primeiro caso, temos uma conjuncio; no segundo, a
negagdo de uma conjuncgio. Assim, se escrevermos

3xPx A Ax,
apenas a varidvel em Px estd sendo quantificada; a ocorréncia de x
em Ax estd fora do escopo do quantificador e, portanto, livre.
Se quiséssemos agora formalizar a sentenca a seguir:

Algo é um cachorro, e algo é um peixe. 4

terfamos
FxCox A JxPx. ()]
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Note, primeiro, que a sentenga (4) acima nfo é categérica. De-
pois, as duas ocorréncias de 3x acima sdo completamente indepern-
dentes: de um lado estamos afirmando que alguma coisa é um ca-
chorro, IxCx, enquanto, de outro, afirmamos que algo é um peixe:
F¢Px. E esscs individuos podem ser (no caso de peixes e cachorros,
certamente s40) distintos. Observe que a férmula acima ¢ diferente
de

Fx(Cx A Px).

Esta, sim, diz que hd um individuo que tem as duas propriedades:
a de ser um cachorro e a de ser um peixe, 0 que no mundo real nfo
é verdade. Se quiser enfatizar a possibilidade de que os individuos
sejam distintos, vocé poderia ter formalizado a sentenca {4) por meio
de
AxeCx A Ty Py,

mas isso ndo altera muita coisa, uma vez que as duas férmulas sao
equivalentes. Como eu disse, as duas ocorréncias de 3x em (5) sdo
independentes uma da outra, e tanto faz que varidvel vocé utiliza ——
o uso de varidveis distintas nao quer dizer que haja dois individuos
diferentes envolvidos na histéria.

Vejamos agora um exemplo de uma proposigio categérica do tipo
particular negativa, como ‘algum pingiiim nio mora na Antartida’.
O que queremos dizer com isso € que existe pelo menos um indivi-
duo que tem a propriedade de ser um pingliim, mas que ndo tem a
propriedade de morar na Antdrtida. Parafraseando isso, temos:

Ha pelo menos um x tal que: x € um pingtiim e
% nfio mora na Antdrrida.

QOu seja, usando P para ‘x é um pingiiim, e A para ‘x mora na
Antartida”:
Jx{Px A—Ax).

Mas nem todas as expressdes que representam classes nas propo-
sighes categdricas precisam ser propriedades simples como ‘x € um
peixe’. Podemos ter coisas mais complexas, envolvendo vérios sim-
bolos de predicado. Digamos que pretendemos formalizar a sentenca

-

‘algum pingiiim que mora na Antirtida nio gosta de frio’. Isso € um
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outro exemplo de uma particular negativa: algum A (um pingiiim que
mora na Antirtida) nfo é um B (um individuo que gosta de frio). Ou
seja:

Algum [pingiiim que mora na Antartida) ndo € [um individuo
que posta de frio].

Usando F para “x gosta de frio’, temos entdo:

Ax({Px A Ax) A —Fx).

Vamos agora examinar alguns exemplos com o quantificador uni-
versal, comegando com uma universal afirmativa como ‘todo peixe é
azul’. Tentemos fazer uma paréifrase dessa sentenga. Podemos come-
car com ‘Qualquer peixe é azul’, ou ‘qualquer coisa que seja um peixe
azul’, ou ‘para qualquer coisa, € verdade que, se esta coisa é um peixe,
entfio € azul’.

Esta dltima pardfrase ja nos coloca mais préximos do que deseja-
mos. Note que apareceu nela um operador, o nosso ‘se ... entio..."
Assitn, nossa parifrase ficard mais ou menos como segue, substituin-
do x por ‘esta coisa': .

Para qualquer x, se x é um peixe entdo x & azul.
Isto corresponde a
Wx(x é peixe ~» x € azul),
que € imediatamente formalizédvel da seguinte maneira:
a(Px — Ax).

Note, portanto, que na estrutura da sentenga ‘todo peixe & azul’
estd escondida uma implicagao.

Obviamente, ndo podemos formalizar a sentenga ‘todo peixe &
azul' com

Va(Px A Ax).

Esta férmula, na verdade, estd dizendo que

qualquer que scja o individuo x, x é um peixe e x € azul,
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ou seja, que todos os individuos do universo tém as duas proprieda-
des: ser peixe e ser azul. Isso s6 & verdade, claro, num universo de
peixes azuis — i.e., num universo onde todos os individuos, sem ex-
ceglo, sdo peixes azuis. Contudo, ndo € isso que a sentenga original
afirmava. Vocé percebe a diferenga entre “Todos sio peixes azuis' e
“lodos os peixes s30 azuis', ndo ¢ mesmo? O segundo caso significa
dizer que, para qualquer x, vale o seguinte: se ele for peixe, entdo é
azul. Mas um certo x pode, claro, ndo ser um peixe, e ter outra cor.

De modo andlogo, uma sentenca como ‘nenhum peixe & azul’ po-
de ser parafraseada como ‘se algo é um peixe, entdo ndo é azul’, e
podemos formalizar isso assim:

Vx(Px — —AX).

Ou seja: para qualquer x, se x é um peixe, entdo x ndo é azul.
Alternativamente, poderfamos usar

—3x(Px A Ax),

ou seja, ndo existe algo que seja um peixe azul.

Na teoria classica do silogismo, letras como A e B serviam para
propriedades. Mas como o CQC também nos permite trabalhar com
relagBes, sentengas que as envolvem também podem ser formalizadas.
Por exemplo,

Todos os filhos de Jodo sdo estudantes.

Esta sentenga tem a mesma forma de uma universal afirmativa;
veja:

Todo [filho de Jodo] é [estudante].
Se comegarmos a formalizar isso, teremos
Vx(x é filho de Jodo -~ x ¢ estudante).

Precisamos, agora, apenas de uma constante individual e de cons-
tantes de predicado. Por exemplo, j para Jodo, F para x é filho de v’ e
E para x é estudante’. Assim:

Vx(Fxj — Ex).

Considere agora um exemplo mais complicado:
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Nenhum filho adolescente de Jodo é estudante.

Essa sentenga tem a forma ‘Nenhum A é B', uma universal nega-
tiva:
Nenhum [filho adolescente de Joao] é [estudante].
Como um inicio de formalizagio, temos:

Vx(x é filho adolescente de Jodo — —x € estudante).
QOu seja:
Vx((x é filho de Jofo Ax & adolescente) ~» —x € estudante).
E, usando A para ‘x € adolescente’, temos, finalmente:
Vx((Fxj » Ax) — —Ex).

Como vocé vé, muitas sentengas de estrutura mais complexa po-
dem ser reduzidas a uma das quatro formas bésicas de proposigao
categorica. O quadro seguinte resume o que vimos até agora:

Todo AéB Vx(Ax — Bx)
Nenhum A é B Vx{Ax — —Bx)
Algum A éB Ax(Ax A Bx)
Algum A nao é B | dx(AxA—Bx)

Entretanto, isso é apenas uma pequena parte da historia, pois ha
muitos outros tipos de proposicio {ou sentenga). Antes de passarmos
a0s exercicios, porém, um dltimo exemplo. Tomemos a sentenga

(s gatos ¢ os cachorros a0 animais domésticos.

Obviamente, estamos falando de todos os gatos e cachorros. As-
sitr1, usando os predicados G, C e A, temos:

x((Gx v Cx) — Ax).
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Note, agora, uma coisa curiosa: embora na sentenca em portugués
tenha aparecido uma conjungao — ‘gatos e cachorros’ —, na férmula
usamos v. Para perceber a razdo disso, compare a férmula anterior
com a seguinte:

Vx((Gx A Cx) — Ax).

Essa dltima estd dizendo que qualquer coisa que scja um gato e
wm cachorro é um animal doméstico. Mas certamente nio existe um
individuo que seja gato e cachorro ao mesmo tempo. Assim, para
exprimir corretamente o que estava em portugués, precisamos usar a
disjungfo: qualquer x que seja um gato on que seja um cachorro & um
animal doméstico, o que & justamente o que pretendiamos.

Exercicio 7.3 Traduza as sentengas abaixo para a linguagem do CQC,
usando a notagio sugerida:

{a)  Alguns homens nfo sdo sinceros. (H: x ¢ homem; S: x € sincero)

(b Todas as mulheres sdo lindas. (M: x ¢ mulher; L: x é linda)

{c} Nenhum peixe é anfibio. (P: x & peixe; A: x ¢ anfibio)

(d}  Alguns metais sio liquidos. (M: x ¢ um metal; S: x & liquido)

(e)  Nenhum animal ¢ vegetal. (A: x € um animal; T: x & um vegetal)

() Nem todos os animais sdo invertebrados. (I: x ¢ invertebrado)

()  Alguns papagaios ndo sdo vermelhos. (P: x é um papagaio; R: x &
vermelho)

(h) Nenhum papagaio é vermelho.

(i) U4 ao menos um papagaio vermelho.

()  H4 ao menos um papagaio, e a0 menos uma coisa vermelha.

(k) Alguns niimeros naturais sao impares. (N: x € um néimero natural; I
x ¢ fmpar)

(I} Tudo que & azul & bonito. (A: x & azul; B: x & bonito)

(m) Todo poeta é roméntico. {P: x é um poera; R: x é roméntico)

{(n) Nenhum poeta roméntico vende muitos liveos, (L: x vende muitos
livros)

(0)  Qualquer pessoa que seja persistente pode aprender logica. (P: x é
uma pessoa; Tt x & persistente; L: x pode aprender 16gica)

(p) H4 criancas que gostam de brincar. (C: x é crianga; G: x gosta de
brincar)

(q) Toda crianga osta de brincar.

() Toda crianga travessa gosta de brincar. {T: x ¢ travessa)
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(s)  Toda crianga travessa gosta de brincar e de ir ao cinema. (K: x gosta
de ir ao cinema)

() Qualguer amigo de Pedro & amigo de Jofio. (p: Pedro; j: Jodo; A: x é -

amigo de ¥)

(u)  Nem todos os espides sio mais perigosos do que Boris. (b; Botis; St x

¢ um espiio; D: x é mais perigoso do que ¥)

{v) Nenhum espifio é mais periposo do que Natasha. {(n: Natasha)

(w)  Qualquer um que seja mais perigoso do que Natasha & mais perigoso
de que Boris.

(x) Nenhum espific que seja mais perigoso da que Natasha é mais peri-
goso do que Boris,

vy Alguém é mais perigoso do que Boris e Natasha.

(z}  Ha um espifio que ndo € mais perigoso do que Boris e nem do que
Natasha.

7.3  Quantificacio maltipla

Na segfio anterior, nos restringimos a formalizar principalmente

proposigdes categdricas, que, como vocé notou, envolvem apenas um

-

quantificador (existencial ou universal). No cntanto, é também co-
mum termos sentengas em que aparecem mais de um quantificador.
J4 haviamos visto alguns exemplos na secio anterior (como a tltima
sentenca do exercicio acima). Mas é 6bvio que podemos tomar, di-
gamos, duas proposicdes categiricas quaisquer e fazer sua conjuncio
{ou disjun¢ao etc.):

Os gatos sAo pretos, e os cisnes sio brancos.
A tradugdo para a linguagem do CQC & dbvia:
Vax(Gx ~» Px) A Vx(Cx — Bx)

Deve estar claro também que vocé pode tomar quaisquer senten-
cas gerais e com elas, através de operadores e quantificadores, formar
sentencas mais complexas. Por exemplo, considere a sentenga

Se todos 03 gatos sAo pretos, entio ndo existem gatos cor-de-
laranja.
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Usando G, P e L para as propriedades envolvidas, teremos:
Vx(Gx — Px) — —3x(Gx ALx),

que, claro, nfio € uma férmula geral, mas uma implicagio. Um outro
exemplo:

Nem todos os gatos sdo pretos, nem ha gatos maiores que Miau
que sejam cor-de-laranja.

Usando agora, além do que j tinhamos, M para a relagdo “x é maior
que ¥', obtemos

—Vx(Gx — Px) A—3x((Gx A Mxm) ALx).

Os casos mais interessantes envolvendo quantificadores, porém,
ocorrem quando hd mais de um quandficador e um ocorre dentro do
escopo do outro. Por exemplo, considere a sentenca ‘todos gostam de
alguém’. Ela pode ser parafraseada do seguinte modo: ‘qualquer que
seja x, hd um y do qual ele gosta’, i.e.:

qualquer que seja x, hd um y tal que x gosta de y.
Na linguagem do CQC, usando G para ‘x gosta de y':
VadyGxy,

A propésito, a ordem dos quantificadores é de fundamental im-
porténcia. A férmula seguinte, parecida com a anterior, mas com a
ordem dos quantificadores invertida, diz algo bem diferente:

AyVxGuy.

Isso afirma que existe algum individuo, v, tal que, qualquer que seja
%, x gosta de 3. Em outras palavras (e simbolos), existe algum indivi-
duoy do qual todos gostam: Jodo gosta de y, Maria gosta de yete. O
que ¢é falso, pois, de modo geral, ninguém ¢ uma unanimidade. Por
outro lado, ‘todos gostam de alguém’ é provavelmente verdadeira:
para qualquer pessoa, hd alguém de quem ela gosta, ¢ duas pessoas
diferentes podem bem gostar de outras pessoas distintas: Jodo gosta
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de Maria, Maria gosta de Pedro, Pedro gosta de Etelvina etc. (Basta
acrescentar que Carlos também gosta de Etelvina e ji teremos mate-
rial para uma novela!)

Digamos que queremos agora formalizar as sentengas ‘ha alguém
que nfo gosta de ninguém’ e ‘hé alguém que nao gosta de todos’. A
primeira fica como se segue:

T Vy—Gxy,

que diz que h4 um x tal que, qualquer que seja y, x ndo gosta de y.
[sto &, x ndo gosta de nenhum y mesmo — ndo gosta de ninguém,
Diferentemente disso, a segunda sentenga, que diz que alguém néo
gosta de todos, é ambigua. Por um lado, ela pode cstar significando
que ha alguém que, embora goste de algumas pessoas, no gosta de
todas elas sem excegdo. Isto €, temos o seguinte:

W_RJ{QQRQv

ou seja, para algum x, nio & verdade que ele goste de tedo e qualquer
v. Por outro lado, a sentenga ‘ha alguém gue ndo gosta de todos' pode
rambém significar que h4 alguém que nio gosta de qualquer pessoa
— ou seja, que ndo gosta de ninguém. Neste caso, essa sentenga diz
O mesmo Gue a primeira acima mencionada, e a férmula correspon-
dente é a mesma.

Mais um exemplo, neste caso envolvendo trés quantificadores: da-
dos trés individuos quaisquer, se o primeiro é pai do segundo, e o
segundo € mae do terceiro, entdio o primeiro é avd (materno) do ter-
ceiro. Usando P, M, e A para as relagGes 'x é pai de y’, x é mie de y’
e ‘x é avd materno de y', respectivamente, ficamos cotn

VaVyVz((Pxy A Myz) — Axz).

E algo ligeiramente parccido: se um individuo € avé materno de
outro, entdo ha um terceiro de quem o primeiro € o pai, e que é mie
do segundo. Isto & quaisquer que sejam x e v, se x € av( materno de
v, entdo ha um z tal que x € pai de z e 7 é mae de y. Ou seja:

xVy(Axy — Jz(Pxx AMzy)).
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Para encerrar, vamos tomar uma sentenga bem complicada, e ver
como podemos traduzi-la para a linguagem do CQC. Digamos que
eu pega a vocé para formalizar a sentenga

Todo marciano verde que & rico possui uma casa em Syrtis Major.

Suponhamos também que vocé deva fazer isso utilizando a seguinte
notacio:

M: x € um marciano; C: x € uma casa;
G: x é verde; S: x fica em Syrtis Major;
R: x é rico; P: x possui y.

Parcce complicado, mas na verdade nio é tanto. Para comecar,
note que estamos tratando de uma proposigio categdrica — uma uni-
versal afirmativa:

Todo [marciano verde que é rico] [possui uma casa em Syrtis

Major],
ou seja, o resultado final terd que ter a seguinte estrutura:
Vx(x é marciano, verde e rico —  x possui uma casa
em Syrtis Major). (6)

A primeira parte ¢ ficil, pois ‘x € marciano, verde e rico’ equivale
[ Ed s - R r
A x € marciano e x € verde e x é rico’. Em simbolos: ‘Mx A (Gx ARx)'.
Podemos substituir isso em (6), ficando com:

Vax((Mx A (Gx A Rx)) — x possui uma casa em Syrtis Major).  (7)

Mas como vamos agora representar ‘x possui uma casa em Syreis
o, Lo o
Major’? A resposta é mais ou menos imediata:

ha um y, tal que y é uma casa, y fica em Syrtis Major, e x possui .

Ou seja: Iy(Cy A (Sy APxy)). Substituindo isso em (7), temos a
solugdo:

Vx((Mx A (Gx A Rx)) = Iy(Cy A(Sy APoy))).

Néo € uma beleza? E agora, divirta-se com os exercicios abaixo.
(Afinal, o que vocé faria nas rardes de sgbado se ndo houvesse exer-
cicios de légica, nfio é mesmo?)



118 Capitule 7. A Sintaxe do Célculo de Predicados (11}

Exercicio 7.4 Traduza as sentengas abaixo para a linguagem do CQC,
usando a notagilo sugerida:
m: Miau; G: x gosta de y; A x ama y.

(a) Todos amam alguém.

(b) Alguém ama alguém.

(c) Todos sdo amados por alguém.

(d) Aleguém ¢ amada por tados.

(e) Todos sde amados por tados.

{6  Alguém nao ama todos.

()  Alguém nao &€ amado por tados.

(h)  Se todos gostam de Miau, Miau gosta de todos.

(#  Alguém gosta de alguém, se Miau gosta de todos.

)  Todos gostam de Miau, mas Miau nfio gosta de ninguém.

(k) Todos amam alguém que nfo os ama.

(),  Todos amam alguém que ndo ama ninguém.

{m) Todos amam alpuém, mas ninguém ama a todos.

{n) Ou alguém ¢ amado por todos, ou alguém ama todos e alguém ndo
ama ninguém.

Exercicio 7.5 Tiaduza as sentencas abaixo para a linguagem do CQC,
usando a notagio sugerida:

(a) Nenhum amigo de Pedro é amigo de Jodo. (p: Pedro; j: Jodo; A: x &
amigo de y)

(b) Qualguer amigo de Pedro que ndo seja um politico € amigo de Joao.
(P: x & um politico)

{c) Qualquer amigo de Pedro ou Carlos & amigo de Jodo. (c: Carlos)

() Qualquer amigo de Pedro ¢ amigo de alpum amigo de Jodo.

(e} Qualquer amigo de Pedro ou Carlos ¢ amigo de qualquer amigo de
Jogo.

{0  Nenhuma mulher é feia, mas algumas mulheres nioc sdo bonitas. (M:
x é umna mulher; F: x & feia; B: x € bonita)

{)  Setodos os humanos sfo imortais, entio Sterates € imortal ou Séera-
tes ndo é humano. (s: Sécrates; H: x é humano; I: x & imortal)

() Nem todas as aves voam, se Tweety ndio voa. (t: Tweety; A: x é uma
ave; Fr x voa)

(i) Todofazendeiro tem um burro no qual ele bate. (F: x é um fazendeiro;
B: x é um burro; T: x pertence ay; H: x bate em ¥)
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(7  Algum fazendeiro tem um burro no qual ele nio bate.

(k) Todo homem ama uma mulher que o ama. (H: x & um homem; M: x
€ uma mulher; A: x ama vy)

(I Nem todo homem ama uma mulher que o ama.

{m) Todo homem ama uma mulher que ama alguém.

(n}  Se todos os filésofos espertos sdo cinicos e apenas mulheres sio filo-
sofos espertos, entio, se h algum filésofo esperto, alguma mulher &
cinica, (F: x é um filésofo; M: x é uma mulher; E: x & esperto; C: x é
cinico}

Exercicio 7.6 Traduza as sentengas abaixo (algumas sio um pouco com-

plicadas!) para a linguagem do CQC, usando a notacio sugerida:

a: Alice; b: Beatriz; ¢; Claudia; L: x & um livro; P: x é um psicologo; F: x &

um filésofo; G: x gosta de v; D: x d4 v para z.

(2)  Alice gosta de algum fildsofo que gosta dela.

(b}  Todo filésofo gosta de algum livro.

{c}  Hé& um livro do qual todos os filésofos gostam.

{d)  Os filésofos gostam de todos os livros.

(e)  Haum livro do qual nenhum psicologo gosta.

()  Nenhum psicélogo gosta de livros.

{2)  Filosofos ndo gostam de psicologos.

(h)  Um filésofo deu um liveo para Alice.

(i) Um filésofo deu um liveo para Alice, do qual ela ndo postou,

()  Alice e Beatriz deram um livro para Claudia.

() Um filésofo e um psicélogo deram um livro para Beatriz.

() Nem os filésofos nem os psicélogos gostam de si mesmos.

(m}  Se algum psicélogo gosta de Beatriz, entio algum filésofo também
gosta,

{n}  Se algum psicélogo gosta de alguém, entdo algum filésofo gosta desta
mesma pessoa.

(0)  Se algum psicélogo gosta de alguém, entdo algum filésofo também
gosta de alguém,

() Ou os filésofos gostam de todos os livtes, ou ndo gostam de nenhum,

{q)  Alice e Beatriz gostam de todos os filésofos, se algum fildsofo d4 al-
gum livro para alguém.

(r} Hom_om gostam dos fildsofos, se todo filésofo d4 algum livro para al-
guém,



