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Analise Modal

Sistemas sem amortecimento

MU + KU =0 com U(0)=U, e U(0)=U,

solucao geral U= U;cos(at-6)

(K-=o’M)U0, =0=|K-»’M|=0 parasolugdes néo triviais



Analise Modal

Ortogonalidade dos modos de vibracao nao amortecidos
K® = o’MO. problema quase-estatico equivalente
Teorema de Betti

@] (o!M® ;) = @] (!M®,) = (0} — 0} ) D] MD; =0
20’ =>OMO, =0 etambém o =0’ = ®/K® =0

Generalizagdo: ® M(M'K) @, =0, i=je beZ

Matrizes modais;: M =@ M® e K =®'K®
M;=®/M®, =0, i#]

Ki=®/K® =0, i#]

K, = w?M;



Analise Modal

Sistemas com amortecimento “proporcional”

c=YaM(MK)’, beZ aeR
b

Zaba)fb_l = 2¢,
b
Caso particular: amortecimento de Rayleigh:
C=aM+aK=aM+ K
MU+CU+KU=0 com U(0)=U, e U(0)=U,

solucdo geral U=e""Ucos(wpt—0)
amortecimento subcritico



Analise Modal

Sistemas com amortecimento de Rayleigh

C=aM+ K
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Meétodo das Superposicao Modal

Sistemas com amortecimento proporcional

MU+CU+KU=R(t) com U(0)=U, U(0)=

mudanca de variaveis: U=®Y
O MDY + @' COY + P'KPY =P'R(t)

4
MY+CY+KY=R(t)
4

M,Y+CY+KY=R"(t) mp Y,+250Y +aY,

()



Meétodo das Superposicao Modal

o', =| (M) @™ |U,
_ o J_
®,' MU,

Resposta do oscilador modal

Y. +2EwY, + Y

(t) =V, (1)

Resposta nas coordenadas originais

U=dY=) Y (),

Imposicao das condicoes Iniciais

e Y,=0"'U,=




Meétodo da superposicao Modal

Exemplo

EI =7000Nm?; m = 480kg; a = 1m; k = 31500N/m
c=1000Ns/m

8, 75rad/s 1 1
el e
= 12,37rad/s : 1 i =1



Meétodo da superposicao Modal

Exemplo

8000 0,30 . 0
R:{ 4000 }senl[),ﬁt UO={ 0 }m U0={3}m/s

My =960 K:=73500 C;=2000 & =0,12 wp, = 8,69

My =960 Kj=146898 C5=2000 & =0,08 wp, = 12,33

R* = ®'R = R}sen 10, 6
. 12000
R; = { 4000 }em N

0,15 : 1,5
Y, = m Y,= m/s
0,15 -15



Meétodo da superposicao Modal

Exemplo

Y, (t) =e™ p, cos(wyt —6,) + psen(at - 6)

R 1 @ _ ERB
pi=-D D, = 2 2 pi=— 6, = arctan ——
X V- 57) +(25) . A

Yo — @p,c0SG, + & (YOi + ﬁisengi)jr

Wp;

P = \/(YOi + /Eisené_)i)2 +|:
Yo, — @p,c0S6, + & (YOi + /_)isengi)

6, = arctan —
Wp; (YOi + psend, )




Meétodo da superposicao Modal

0,6

0,4

0,2 -

Y1

0 -

-0,2 -

-0,4

Yl(t)=

Exemplo

—Y1 total

—Y1 regime
0 1 4

t(s)
e™™0,14cos(8,69t —1,50) + 0,30sen (10, 6t + 0,56)

AN A W

Y2 total

4—Y2 regime

v v

+ )
L)

Y, (t) =e%*'0,26c0s(12,33t +0,74) + 0,09sen (10, 6t — 0,49)



Meétodo da superposicao Modal

Exemplo

0,3

ml NN NN NN

0,1

_ /

E L,

S |
/

0,1 0

BGN VARV ARV AR V AR V AR V

-0,3

U, (t) =0,30sen (10,6t +0,56) + 0,09sen (10, 6t — 0,49) = 0,35sen (10, 6t + 0,34)

0,4

0,2

NN
0/,\/,\/\/\/\/\ |
_0,2)/0,5\/1\/1 \ 7 \25/ \s/ \ :
v V Vi

-0,4

U2 (m)

U, (t)=0,30sen (10,6t +0,56) — 0,09sen (10,6t —0,49) = 0, 27sen (10, 6t + 0,85)



Meétodo das Superposicao Modal

k,=nk  pit)
» =K i)
PN

R

m, =m
(o

m, = nm

2
ko = nk e my = nm

n=20,1

Controle Passivo

p(t) = posenwpt

£ = 29 = 0,05

2miwo

p:D(P_O):L(po

k

— k& |k
wﬂ_ ml\/;

. 0,2702
w; = 0,854wy, {Q’h}{ 1 }
. —0,3702
wy = 1, 171wy, {@2}{ 1 }

Amortecimento de Rayleigh ag = 0 e a1 = i_i



Meétodo das Superposicao Modal

Controle Passivo

My = ¢I'Me, =0,17298m
Ki = ¢lKg, =0,12625k
Cr = a K =0, 25250 — 0,01263—
W W
kK =k ky = I}kﬁp{i’} Do sen wot : O
A * T 0 0 _ y .
éw AN R X { 0 } =0, 2702pg sen wot;
Z4— 0
iy
! 1y = m | My =7 V; = ¢rMe, = 0,23702m,
! 2 K; = ¢iKo¢, =0,32475k,
k k
C; = aK;=0, 61950 — 0, 03248 —,
Wo Wo
R = qbg”{ Po Se(‘]lw“t } — 0, 3702p, sen wot.
Vi + 26w Y + w?Y) = —L = 1,56174= sen wol, £ = —1— =0,854308¢ = 0, 0427,
M m 2Mw,
Yo + 26w, Ys + w2Y, = 1 561742 senwyt L = < 170536¢ = 0, 0585
2 awalg 242 = M; = ’ m o, 2 2Mw, ; ’ :



U1

U9

Meétodo das Superposicao Modal

Controle Passivo

k =k k =nk {t)
S 2 = 17 ;/P\,

P
1 =
gwﬁmm— AN
ﬁ [+ Ir
m,=m m, = nm

0,2702Y; — 0,3702Ys, —_, _
le + }/2: Uz

Resposta em regime estacionario

R _ Do _
Y1 = Dy ﬂfl*i-’% sen (wot — 91) = 2, 13983ED1 sen (wot — 91) .
Yo, = Dﬁsen (wt—g):—l 13983@19 sen (wt—g)
2 Qﬂ_’f;w% 0 2 ) Tt 0 2) s
W W2
Dy (51;51) = 2,601 gl (51;51) = —0,263

Dy (52;52) = 3,466 52 (52?52)

0, 353.

— 11,5042 sen (wet +0,263) + 1,46322 sen (wot — 0,353)

k k
— 9827 (%) sen (wot + 0,039) ;
£ pp PO =+ Po o
5, OGGF sen (wpt + 0,263) — 3, 901? sen (wot — 0, 353)

— 3,270 (‘@) sen (wot — 1,036) .

k



Meétodo das Superposicao Modal

Controle Passivo

‘m_m
~ =k

rl‘})

i r_}:

f 1
2] (L2}



Integracao direta no dominio do tempo
MU +CU+KU=R(t) com U(0)=U, U(0)=U,

Meétodo de Runge-Kutta de 42 ordem
X=U e Y=U

{ X=F(Y)=Y
Y=G(XY,t)=M*[R(t)-KX-CY]

— F=F(Y)
At F,=F Yﬁ%Gl
X, =X +E(F1+2F2 +2F, +F,) = o)

F, =F(Y, +AtG;)

— G, =G(Y,.Y,.1)

G, =G(Xi +%|:1,Yi +%Gl,t)

Y, =Y +%(Gl+262+263+64)

c53=c5(xi+%|:2,\/i +%Gz,t]

G, =G(X +AtF,, Y, +AtG,,t)

-



Integracao direta no dominio do tempo

MU+CU+KU=R(t) com U(0)=U,  U(0)=U,
0(0)=M*[R(0)-KU,-CU,]

Método de Euler-Gauss
KUHI — lfl-z'+1:

. 4 2
K=K+-—M+—C

At? At
Rivt = R + M (oo U, + = U, + U, ) +C (20U, + T,
1+1 — 1+1 Ath 1 Af 1 7 At () A
Ui = 555 (Ui - Uy) - U, - U,
At .. At .

U =U, + TU’& + 7U@+1-



Integracao direta no dominio do tempo

MU+CU+KU=R(t) com U(0)=U,  U(0)=U,
0(0)=M*[R(0)-KU,-CU,]

Método de Newmark
IA{I-Iz'jtl — 15{-341;

)
M+ —C.
aAt? * alAt

Rioy+ M (dz Ui+ 550+ (3 -
+C (Uit (G- 1) Ui+ (4 -

K=K +

Ri—l—l —

. 1 1 . 1 y
Ui (Ui = U) - —=U; - (— - 1) U,

‘[._].?:_'_1 — ‘L]-B + (1 — (S) AtU% ‘I— (SAtU.H_l



Integracao direta no dominio do tempo

MU+CU+KU=R(t) com U(0)=U,  U(0)=U,
0(0)=M*[R(0)-KU,-CU,]

Metodo de Newmark é incondicionalmente estavel,
para analise linear, se:

\ 1 | 1 /1 C\ 2
023 a > ;(3+9)
Método de Newmark coincide com o Método de Euler-Gauss se:
1

— 1 — 1
(5—28@—4

Meétodo da aceleracao linear:

1 1
5—26&—6

NAO E INCONDICIONALMENTE ESTAVEL!!!



Integracao direta no dominio do tempo
MU+CU+KU=R(t) com U(0)=U,  U(0)=U,
0(0)=M*[R(0)-KU,-CU,]
Metodo de Wilson-6
KU, = Ry,

6 3

K=K+ M+ ——C,
(0AL)*  OAt

. 6 G . .
Ry = Ry+M|(——U,+ U, +20,
’ ’ ((ewf bAL )

3 . OAL .
C(-—-U,+2U,+ —U,).
+ (QN i+2U; + — )



Integracao direta no dominio do tempo

MU+CU+KU=R(t) com U(0)=U,  U(0)=U,

0(0)=M*[R(0)-KU,-CU,]

Metodo de Wilson-0 € incondicionalmente estavel para 0 > 1,37

_—

Ri+1

R, =R, + 0 (Riy, — R;)

) 6 6 . )
U — U - U.,; - —U-z' - 2Uz
'~ oy Y A ’
Re
Ug;+1 — Uz + Ue _ Uia

At

BAt

0

U, = U, + AU, + % (I"J,g - U,;) ,
(A;)thi ; (%2)2 (0,-0.).

U-i+1 — U'i + AtUt +



Integracao direta no dominio do tempo

Exemplo

mmm) Ry (1) = 1000 senwt (em V)

w=w =32,1rad /s

El =80000Nm?
(=2m
pA=50kgm™

Amortecimento de Rayleigh com ap =0 e a; = 3,12 x 10735



Integracao direta no dominio do tempo

Exemplo

0,080 deslocamento U1
0,060 0,08
0,040 0,06
0,020 0,04
S 0,000 0,02
0,
-0,020 0
0,
-0,040 -0,02
0,060 -0,04
-0,06
-0,080
t -0,08
Runge-Kutta
g Euler-Gauss
deslocamento U1
deslocamento U1
0.08

0,08

0,06
0,06

0,04 0,04

0,02 0.02

-0,02 0,02

-0.04 0,04

-0.06 -0,06

-0,08 0,08

Acel. Linear Wilson-6



