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Análise Modal 

Sistemas sem amortecimento 
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Análise Modal 

Ortogonalidade dos modos de vibração não amortecidos 

* 0,ijM i j  T

i jΦ MΦ

* 0,ijK i j  T

i jΦ KΦ

* 2 *

i i iK M

2

ii i
KΦ MΦ problema quase-estático equivalente 

     2 2 2 2 0T T T

i j j j i i j i i j      Φ MΦ Φ MΦ Φ MΦ

Teorema de Betti 
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Análise Modal 

Sistemas com amortecimento “proporcional” 
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Caso particular: amortecimento de Rayleigh: 
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Análise Modal 

Sistemas com amortecimento de Rayleigh 
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Método das Superposição Modal 

Sistemas com amortecimento proporcional 
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Método das Superposição Modal 

Resposta do oscilador modal 
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Resposta nas coordenadas originais 
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Imposição das condições iniciais 

 
1

1

0 0 0





 
  
 
 

-1* T

Φ

Y Φ U M Φ M U  
1

1

0 0 0





 
  
 
 

-1* T

Φ

Y Φ U M Φ M Ue 

0 *

T

i
i

i

Y
M


 0

MU
0 *

T

i
i

i

Y
M


 0

MU



Método da superposição Modal 

Exemplo 



Método da superposição Modal 

Exemplo 
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Método da superposição Modal 

Exemplo 
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Método da superposição Modal 

Exemplo 
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Método da superposição Modal 

Exemplo 
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Método das Superposição Modal 

Controle Passivo 

Amortecimento de Rayleigh 



Método das Superposição Modal 

Controle Passivo 



Método das Superposição Modal 

Controle Passivo 

Resposta em regime estacionário 



Método das Superposição Modal 

Controle Passivo 



Integração direta no domínio do tempo 

Método de Runge-Kutta de 4ª ordem 
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Integração direta no domínio do tempo 

Método de Euler-Gauss 
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Integração direta no domínio do tempo 

Método de Newmark 
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Integração direta no domínio do tempo 

Método de Newmark é incondicionalmente estável, 

para análise linear, se: 
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Método de Newmark coincide com o Método de Euler-Gauss se: 

Método da aceleração linear: 

NÃO É INCONDICIONALMENTE ESTÁVEL!!! 



Integração direta no domínio do tempo 

Método de Wilson-θ 
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Integração direta no domínio do tempo 

Método de Wilson-θ é incondicionalmente estável para 
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Integração direta no domínio do tempo 

Exemplo 

280000EI Nm

2m
150A kgm 

Amortecimento de Rayleigh com  

1 32,1 /rad s  



Integração direta no domínio do tempo 

Exemplo 

Runge-Kutta 
Euler-Gauss 

Acel. Linear Wilson-θ 


