Transformada Z: definic ao e propriedades

Magno Teofilo Madeira da Silva

EPUSP, 22 de fevereiro de 2010

Transformada Z: definic ao e propriedades p. 1/29



Conhecimentos prévios

Sistemas e sinais de tempo discreto
Resposta em freqUéncia

Série de Fourier Discreta (SFD)

9
9o
o Transf. de Fourier de Tempo Discreto (TFTD)
9
o Transformada de Fourier Discreta (TFD)

Conhecimento sobre transformada de Laplace
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Topicos

1) Motivacao
2) Definicao da transformada z
3) Convergéncia

4) Regiao de Convergéncia de sequéncia lateral a
direita, lateral a esquerda e bilateral

5) Propriedades da regiao de convergéncia
6) Propriedades da transformada z
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1. Transformada Z (TZ) - Motivacao
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1. Transformada Z (TZ) - Motivacao

o Mesmo papel que a transformada de Laplace

» Permite manipulac6es algeébricas simples

o Pode existir para muitas segliéncias em que a
TFTD nao existe

» Funcao de transferéncia de sistemas de tempo
discreto
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2. Transformada Z - Definicao

Define-se a TZ da sequéncia x(n) como

n—=——~oo

sendo 2z € C. Com z = re/¥, pode-se escrever

X(’rejw) = Z aj(n)fr_”e_j””

n—=——~oo

gue pode ser interpretada como a TFTD da
sequéncia x(n)r~". Em particular, se for possivel
tomar r =1,a TZ de x(n) se reduz a TFTD.
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3. Convergéencia

Para gque a transformada z convirja € necessario

[ X(2)] =

Z r(n)z "

n—=——~oo

< OQ.

Como | X (2)| <> 7 |z(n)z™"|, entdo uma
condicao suficiente para a convergéncia € dada por

D e = ) Ja(n)r e | =

n——~oo

n—=——~oo

O
Z lz(n)r~"| < co. Reg. circulares

n=——~oo
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3. Importancia da regiao de Convergéncia

Seja x1(n) = a"u(n) uma sequéncia causal e

ro(n) = —a"u(—n — 1) uma sequéncia nao-causal.
Essas sequéncias tem a mesma TZ, ou seja
1

Xi(z) = Xo(2) = 7/

com diferentes regioes de convergéncia, dadas por
Ry, = {]2] > |al}

e
Ry, = {2 <lal}.

TZ bilateral: diferentes regioes de convergéncia (RC).
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3. Caso particular: TZ do degrau unitario

Seja x1(n) = u(n) o degrau unitario. Usando o
resultado anterior, chega-se a

B 1
01—V

Xl(Z) ‘Z’ > 1

Considerando agora a sequéncia nao-causal
r9(n) = —u(—n — 1), obtém-se

B 1
1 — U

XQ(Z) ‘Z’ <1
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4. Soma de exponenciais - sed. lateral a direita

Calcular a TZ da sequéncia lateral a direita
r1(n) = (1" + asB")u(n — Np)

com a1, as, o € (3 Ctes reais tal que |a| < |3] e Ny
Inteiro positivo ou negativo. Aplicando a definicao

Xi(z) = Z a1 u(n — NO)Z_”+Z asB"u(n — No)z™"
= a Z (z™ )" +  a Z (Bz~H)"
n:No n:NO
e’ S

converge para |z| > |« converge para |z| > |[|
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4. Soma de exponenciais - sed. lateral a direita

—~1\No —~1\No

X1(z) = ai(gzozzzl i ai(fzﬁzzl

Ray = izl > laly 0 ifz] > 18]}
= |z[ > |6

Im(2)

Re(2)
1B
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4. Soma de exponenciais - sed. lateral a direita

Para Ny=0; a=ay=1;, aa=0,2; 5=0,6
22(2—0,4)
2—0,2)(z—0,6)

r1(n) = (0,2" + 0,6")u(n)—X1(2)=

Im(2)

Re(2)
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4. Soma de exponenciais - seq. lateral a esquerda

Calcular a TZ da sequéncia lateral a esquerda

ro(n) = (a1a” + a8 )u(—n — Ny)

Xo(z)= Z aloz”u(—n—No)z_”JrZ asB"u(—n—Ny)z™"
n=-—00 n=-—00
~No ~No
= aq Z oz 4+ as Z gz
n=-—00 n=-—00
= ay Z () Z (57 t2)"
k=N, k=N,
———— N———r

converge para |z| < | converge para |z| < |3
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4. Soma de exponenciais - seq. lateral a esquerda

¥ B ar(atz)No | ay (B 1z)No
2(2) = l—alz  1-—p3"1z
Ru, ={lz] <lal} N {l|z] < B[}
= |z| <o
Im(2)
>Re(z)
152
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4. Soma de exponenciais - sed. bilateral

Calcular a TZ Considerando a sequéncia bilateral
r3(n) = a1 u(n — Ny) + a8 "u(—n — Ny)
ar(az D)Mo ay(B1z)No
1 —az! 1— 071z
Ray = 112 > lal} N{lz] < |5]}
= laf <|z| < |0

Xg(Z) —

Im(2)

Transformada Z: definic &o e propriedades p. 17/29



A
- So
ma
de
exp
on
enciais
- seq
. bila

I

)

2

)

g : N W
..“..r,:.
R : i Iy
5 ...:,;.::: )

: S o e

: . i g

: . ......,...::\ :

: ‘ e i

. A e

, : ity iy

E S i
S ..............A._,,...\\,. ass:.
S it i s
4 i \“\“v\ * %....Q..,.... s
A %9 s:...z: 0 I
: ’ 'n”..._b.......
— l,“,...,,“.“.“.“.“...
» y ‘....:: &
\ ::..::.
i
X
-
|

—
es

do
e
proprie

defini¢

Tral
nsformad
az




4. Transformada z - sequéncia finita a direita

Calcular a transformada z da seqUéncia

(

a*, 0<n<N-—-1

0, caso contrario

N-1 N-1
X(z) = a"z7" =Y (az” )"
n=0 n=0
1= (az7H)N
- 1—az!

Se |a| < oo, entdo a RC é todo o plano z com
excecao da origem (z = 0)
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4. Transformada z - sequéncia finita a esquerda

Calcular a transformada z da seqUéncia

(

a, —N+1<n<0

0, caso contrario

\

0 N-1
X(z) = Z a"z " = Z(a_lz)k
n=—N+1 k=0
1= (a7 )N
- 1—alz

Se |a| # 0, entdo a RC corresponde a |z| < oo ou

(2 # 00)
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5. Regiao de Convergéncia - Sequéncias finitas

Sequéncia Regiao de convergéncia
v Ailm2)  |z]p0
I (z#£0)
-—0—o—0—| T *—o ) O »Re(z)
0 n
v(n) Ajlm(2) | Z|< o0
I (Z # o)
- T Ioo—o—o—o—pn » Re(2)
V) Aim@)  0<|z|<o
(z#£0,z#% )
- ! T , T oo ) O » Re(2)
0d n
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5. Regiao de Convergéncia - Sequéncias infinitas

Sequéncia Regiao de convergéncia
v AjIm(2)
® | Z |> I'-min
®
o o o o T > /> » Re(2)
n

A

[v(n) ) e
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6. Propriedades da Transformada Z

o Deslocamento no tempo

r(n —ng)—z X(2), ze€R,Ex{z=0}%|z| =
Prova:

0.0

Z{x(n —mng)} = Z r(n—ny)z "
= T Z r(n—mngy)z "t =z Z az(n—no)z_(”_”O)

O

=z " Z r(k)z W) = 270 X (2)

k=—00
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6. Propriedades da Transformada Z

o Linearidade

y(n) = axi(n) + Bra(n)—aXi(z) + 6X2(2)
z€R, D (Ry NRL,)
Prova: Segue diretamente da definicao da TZ.




6. Propriedades da Transformada Z

» Convolucao

y(n) = x1(n)*xe(n)—=Xi(2)X2(2), 2 € Ry C (Rs,NR,)
Prova:

Y(z2) = Z le ro(n — k)| 27"

n=—oo Lk=—0o0

= Z xi(k)z " Z ro(n — k)z~ (k)
k=—o0 L n=-—00 -

= Y 2i(k)2 " Xa(2) = X1(2) Xa(2)

k=—00




6. Propriedades da Transformada Z

» Diferenciacao no dominio z

y(n) =nx(n)— zd)éiz), z € R,x{z=0}+t
Prova.
dX(z) - dz™"
= —znz_:ooa:‘(n) -
= —2 _Z z(n) [-nz"""!]

2| = 0



6. Propriedades da Transformada Z

» Mudanca de escala no dominio z

y(n) = zjx(n)—X <§) , 2 € 2R,
0
Prova:
Y(z2) = Z zox(n)z™"

|
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6. Propriedades da Transformada Z

» Inversao do eixo do tempo

y(n) = 2(—n)>X (1> CseRr!

Prova:




6. Propriedades da Transformada Z

» Conjugacao

Prova:
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