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1. (2,5 pontos) A listagem a seguir mostra o c6digo de uma fungéo que converte uma cadeia de caracteres
com a representacao decimal de um niimero em um inteiro com o nimero em questao:
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public static int atoi(String s) {
int r = 0;
for(int i=0;i<s.length();i++) {
r *= 10;
r += (s.charAt(i) - ’0’); // Valor do digito na pos. i
}
return r;

}

A funcao presume que todos os caracteres na cadeia sao digitos entre “0” e “9”.

Sao relevantes os seguintes métodos da classe String:

O método length() retorna um inteiro com a quantidade de caracteres na cadeia.

O método charAt (i) retorna o caractere na i-gésima posigao da cadeia (contando a partir de 0).

(a) (1,0 pontos) Mostre que o cddigo acima termina em tempo finito.

Resposta: O tnico lago do programa é o iniciado na linha 3 e encerrado na linha 6. A
condigdo de permanéncia é i<s.length(). A varidvel i é inicializada com 0 e é incrementada
ao final de cada iteracao, enquanto que s.length() é imutivel. Assim existe um ntmero
finito de iteragoes para o qual a condi¢ao de permanéncia deixa de ser atendida.

(b) (1,0 pontos) Mostre que o c6digo estd correto, ou seja, ele efetivamente retorna o nimero desejado.

Sugestao: Seja S = sg, s1,...,S, a sequéncia de caracteres na cadeia s. Observe que o ntimero
desejado é

n
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Seja r; o valor da variavel r ao final da i-gésima iteragao. Escreva a lei de recorréncia de r; e a
partir desta encontre a expressao para r; em fungao de S e 1.

Resposta: Se a cadeia é vazia, s.length() é 0, o lago nunca é executado e a funcdo retorna
0. Para uma cadeia nao-vazia, seja r; o valor da varidvel r apos a execucao da linha 5 na
i-gésima iteracdo (quando a varidvel i vale 7). Imediatamente, rq = so. Pelas linhas 4 e 5, a
lei de recorréncia para o valor de r; é:

Ti+1 = 10’/‘1' + Si+1
Lema 1.1 r; = E;:o 10t s;

Prova: O lema é trivialmente verdadeiro para i = 0, pois 79 = sg. Mas se existe um 7 para o
qual ele é valido, entao, pela lei de recorréncia,

i i i+1
Tig1 = 102 1077 s; + 841 = Z 100D ~dg, 4 5,4 = Z 106+ -dg,
Jj=0 j=0 j=0

Demonstrando-se por indugao finita o lema.

Ora, mas na condigdo de parada, i = n e entdo o valor retornado é Z?:O 1077 s;.




(¢) (0,5 pontos) Escreva em notagdo big Oh a ordem de complexidade do algoritmo em fungao do
namero de caracteres na cadeia N.

Resposta: O lago executa exatamente N iteragoes, de modo que a complexidade é O (N).

2. (2,5 pontos) E possivel estabelecer uma relacao de ordenacao entre duas cadeias de caracteres, andloga
& ordem alfabética de verbetes em um diciondrio. Sejam as cadeias A = {ag,a1,...,a,} € B =
{bo,b1,...,b;m} e i 0 menor indice tal que a; # b; (se houver). Se a; < b;, entdo A < B e se a; > b;,
entdo A > B. Se nao héa tal indice (ou seja, as cadeias sdo idénticas até a Ultima posigdo da menor),
entdo se n < m entdo A < B e se n > m entdo A > B, ou seja, a menor cadeia vem antes na ordem
estabelecida. Exemplos:

e sc A= “ab” e B = “aa” entao A > B.
e s¢c A= “aa” e B = “aaa” entdo A < B.
e se A= “aaa” e B = “aaa” entdo A = B.

(a) (1,5 pontos) Escreva uma fungdo em java que recebe dois objetos do tipo String, s1 e s2, e retorna
-1 se sl <s2, 0sesl=s2elsesl>s2 Usea seguinte assinatura:

static int CompareStrings(String sl1, String s2)

Vocé deve usar da classe String ezclusivamente os métodos length() e charAt() (vide questao
anterior).

Resposta: A ideia bésica é inspecionar as cadeias um caractere por vez da esquerda para a
direita até achar um ponto de discrepancia, seja por diferenca de caracteres, seja por diferenca
de comprimento. A dificuldade desta abordagem decorre essencialmente do elevado nimero de
condigoes de parada do algoritmo. O lago do algoritmo pode parar quando:

1. A cadeia s1 terminou.
2. A cadeia s2 terminou.

3. Os caracteres considerado nas cadeias diferem entre si.

Nota-se que é possivel que as condigoes 1 e 2 sejam simultaneamente atingidas, caso em que as
cadeias sao idénticas. Uma possivel implementagao é fazer um lago que itera sobre um indice
e testa as 3 condig¢bes acima simultaneamente. Apds o término do laco verifica-se qual das
condigoes foi responsavel pelo término.

static int CompareStrings(String si1, String s2) {
int nl = sl.length();
int n2 = s2.length();
int i = 0; // O valor de % deve ser preservado apds o lago
for(; i<mnl && i<n2 && sl1.charAt(i)==s2.charAt(i); i++);
int r = 0;
if (i>=n1) { // Saiu por término de si
if(i<n2) r = -1; // s2 ndo terminou, de modo que s1<s2
} else {
if(i>=n2) r = 1; // s2 terminou mas sl ndo, de modo que s1>s2
else { // As cadeias ndo terminaram, os caracteres sdo diferentes
if (sl.charAt(i)<s2.charAt(i)) r=-1;
else r=1;

}

return r;




Outra possibilidade menos estruturada é fazer um lago permanente (cuja condi¢ao de saida
é sempre verdadeira) e testar as condigoes, forgando o retorno imediato da funcdo quando
alguma delas é atingida.

static int CompareStrings(String s1, String s2) {
int n1 = sl.length();
int n2 = s2.length();
for(int i = 0; true; i++) {
if (i>=n1)
if (i>=n2) return O0;
else return -1;
if (i>=n2) return 1;
char c1 = sl.charAt(i);
char c2 = s2.charAt(i);
if (c1<c2) return -1;
if (c1>c2) return 1;

(b) (1,0 pontos) Seja N a quantidade de caracteres em s1 e M a quantidade de caracteres em s2.
Escreva em fungao de N e M a quantidade de iteragoes da fungao criada.

Resposta: O pior caso do algoritmo é quando as cadeias sdo idénticas até o término da
menor. Neste caso o niimero total de iteracoes é a quantidade de elementos da menor cadeia,
ou O (min (N, M)).

3. (2,5 pontos) Define-se como repeticao em um vetor a ocorréncia de um elemento idéntico a um elemento
anterior. Por exemplo, o vetor {1,1,1} tem duas repetigoes, o vetor {1, 1,2} tem uma repetigao e o
vetor {1,2,3} ndo tem nenhuma repeticao.

(a) (1,5 pontos) Escreva uma fungao em java que, dado um vetor ordenado em ordem crescente,
retorna a quantidade de repetigdes com complexidade linear (O (INV)). Utilize a seguinte assinatura:

static int repeticoes(int[] a)

Onde a é o vetor em questao.

Resposta: Em um vetor ordenado, cada elemento inspecionado é ou uma repeticao do
elemento anterior ou um elemento novo que ainda nao apareceu. O tnico caso que deve ser
considerado com mais cuidado é o de um vetor com comprimento nulo, mas um teste rapido
no inicio do cédigo resolve o problema:

K
static int repeticoes(int[] a) {

if (a.length==0) return O;

int n = 0;

int ultimo = al[0];

for (int i=1; i<a.length; i++) {
if (alil==ultimo) n++;
else ultimo = al[il;

}

return n;

}

Este cédigo faz exatamente N — 1 iteracoes, onde N é o tamanho do vetor. Alternativamente
é possivel comparar os elementos ali] com a[i-1] (ou al[i] e a[i+1], se o devido cuidado
for tomado com os limites para i), mas é ligeiramente mais rapido usar uma varidvel local.




(b) (1,0 pontos) Explique com o seu conhecimento de algoritmos como é possivel obter o nimero de
repeti¢oes em um vetor nao-ordenado com complexidade O (N log N).

Resposta: O algoritmo mergesort ordena vetores com complexidade O (N log N). Deste modo
a tarefa de se ordenar um vetor e aplicar o algoritmo do item acima é O (Nlog N + N) =
O (NlogN).

4. (2,5 pontos) Considere o problema de se encontrar a maior subsequéncia (com ao menos um elemento)
de um vetor. O algoritmo abaixo resolve este problema de forma recursiva.

static int maxSubSeq(int[] a) {
return maxSubSeq(a, 0, a.length-1);
}

if (e==d) return alel;
int meio = (e+d)/2;
int sl = maxSubSeq(a, e, meio);

1

2

3

4

5 static int maxSubSeq(int[] a, int e, int d) {
6

7

8

9 int s2 = maxSubSeq(a, meio+1, d);

10 // Encontra maior subsequencia que comega
11 // a esquerda do centro e acaba a direita
12 // Maior subsequencia do centro a esquerda
13 int soma = al[meio];

14 int s3e = soma;

15 for(int ee=meio-1; ee>=0; ee——) {

16 soma+=alee] ;

17 if (soma>s3e) s3e = soma;

18 }

19 // Maior subsequencia do centro a direita
20 soma = a[meio+1];

21 int s3d = soma;

22 for(int dd=meio+2;dd<=d;dd++) {

23 soma+=al[dd];

24 if (soma>s3d) s3d = soma;

25 }

26 int s3 = s3e + s3d;

27 // Retorna o maior de sl1, s2 e s3

28 if(s3 > s1) {

29 if (83 > s2) return s3;

30 else return s2;

31 } else if(s2>s1) return s2;

32 return si;

33 }

A funcdo maxSubSeq(int [] a) chamamaxSubSeq(int[] a, int e, int d) com limitesOe a.length-1.
Esta funcao, por sua vez, se o vetor tiver comprimento unitario retorna o unico elemento do vetor. Caso
contrério, divide o vetor em duas partes de tamanho aproximadamente igual (diferem entre si por no
méaximo 1), chama a si mesmo em cada uma e armazena o resultado em s1 e s2. Depois, determina
qual a maior sequéncia que comeca antes da metade do vetor e termina depois por busca sequencial
simples (linhas de cédigo de 13 a 26) e armazena o resultado em s3. Finalmente, retorna o maior valor
entre s1, s2 e s3. Pede-se:



(a) (0,5 pontos) Aponte o caso base do algoritmo recursivo. Mostre que o algoritmo retorna o valor
correto neste caso.

Resposta: O caso base é o de uma sequéncia na qual o limite a esquerda ¢ igual ao limite
a direita, ou seja, o de uma sequéncia unitdria. Naturalmente, a tnica subsequéncia (e
consequentemente a maior) neste caso é a prépria sequéncia, e a soma é o tnico valor contido.

(b) (0,5 pontos) Mostre que o caso base é sempre atingido.

Resposta: Sao feitas duas chamadas recursivas, uma com limites (e, meio) e outra com
limites (meio+1, d). Claramente meio < d e meio+ 1 > e. Do mesmo modo, meio > e
e meio + 1 < d. Assim, os limites nas chamadas sao estritamente decrescentes e limitados
inferiormente por uma sequéncia unitéria. Assim hd um nivel de chamada que leva & sequéncia
unitaria.

(¢) (0,5 pontos) Mostre que o algoritmo estd correto

Resposta: Supondo que as chamadas nas linhas 8 e 9 retornam o valor correto, as variaveis
sl e s2 contém, respectivamente, a maior subsequéncia em (e, meio) e (meio+1, d). Por
busca sequencial direta, a varidvel s3 contém a maior subsequéncia que comeca em (e, meio)
e termina em (meio+1, d). Ora, mas toda subsequéncia possivel do vetor ou comega e acaba
antes da metade, ou comega antes da metade e acaba depois da metade, ou comeca e acaba
depois da metade. Assim, claramente o maior valor entre s1, s3 e s2 e contém o valor da
maior subsequéncia.

(d) (0,5 pontos) Escreva a equagdo de recorréncia que dita a ordem de complexidade do algoritmo no
seu pior caso, em funcao do numero de elementos do vetor N.

Resposta: O algoritmo faz duas chamadas recursivas com vetores com metade do tamanho
do vetor original. A primeira busca sequencial custa O (N/2) e a segunda custa O (N/2). A
equagao é:

T (N)=2T (Z) +O(N)

(e) (0,5 pontos) Resolva a equagio. Compare o desempenho do algoritmo com os vistos em sala por
busca direta (O (N?)) e por programcao dinamica (O (N)).

Resposta: Na notacdo do master theorem, A=2, B=2e L =1, de modo que A = B*. A
solugéo é assim O (Nlog N). O algoritmo é assim melhor do que o de busca direta (O (N?)) e
pior do que o por programagao dindmica (O (N)).

Formulario

Somas de sequéncias:



n—1 1 n n—1

i —a .. a—na"+ (n—1)a"*!
Z a = ’ Z v = (1-a)? :

i=0(a#1) i=0(a1)

Solucao de equagoes de recorréncia pelo Master Theorem:

A equagao:

T(N)=A-T (g) +eNE,

com T'(1) = O(1), tem solugao

O (NlogB A) se A> BE
T(N)=4 O(NtlogN) se A= B~
@) NL) se A < BL

Equivaléncia de recursao por tail call a lago:

function F(X)

function F(X
if C (X) then unction F(X)

while NOT C (X) do

return E (X) X « G(X)
else end while
return F' (G (X))

return F (X)

end if ) end function
end function . )
Versao iterativa com laco

Versao recursiva



