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Propriedades matemadticas

Teorema de Stokes

A integral de linha (circulag@o I'¢) em torno da curva fechada C de um
campo vectorial € igual a integral em qualquer superficie A com contornos
em C da componente normal (fluxo) do rotacional desse campo. Para o caso
do vector velocidade V:

I‘C:wair:/(VxV)~ﬁdA:/w~ﬁdA
c A A

Da defini¢do do vector vorticidade, vemos que w € solenoidal, pois
V-(Vx )=0.
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Propriedades matematicas

Tubo de vorticidade

Considerando um tubo de vorticidade, a circulag¢do da velocidade ao longo
da curva fechada com normal a 4rea lateral resulta:

2 3 4 1
FC:?{V-dr:[/ +/ +/ +/}V~dr:/w-ﬁdA:0
c 1 2 3 4 A

pois w - i = 0 na superficie de um tubo de vorticidade. Quando o ponto 1 se
aproxima do ponto 4 e o ponto 2 se aproxima do ponto 3,

[ f 12 + f;} V . dr — 0. Considerando as normais nas areas transversais
entrando em A; e saindo em A, resulta, pelo teorema de Stokes:

1 3
/V-dr:/w~i1’dA /V-drzf w - itdA
4 Ay 2 Ay

Substituindo e considerando que A; e A, sdo arbitrarios resulta, para
qualquer drea A; transversal do tubo de vorticidade:

w-itdA = wndAf/w indA
A

As linhas de vorticidade ndo podem comegar ou terminar no fluido (teria

vorticidade infinita); devem ser fechadas ou nascer fora do recinto.
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Teoremas de vorticidade

Teorema de Crocco

Considerando um escoamento ndo viscoso, incompressivel, com um campo

de forgas conservativo (G = —VIU), a equacdo de momento linear resulta:
DV 0V 1 1
A S v/ (i /2 ) [ 7 =—_Vp-V
Dt ot (2 > *w P p u

1 ov
—v<i+u+zvz):—gVHE:at—wa

Em um escoamento nao viscoso e incompressivel, a presenca de escoamento
transiente ou de vorticidade viola a conservacdo da constante de Bernoulli.
Para escoamento permanente e irrotacional, a constante de Bernoulli € a
mesma para todo o campo.
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Teoremas de vorticidade

Teorema de Kelvin

‘ T\ Ct+dD
.0 (V + dv)dt
' D
\‘\ -dr + E (d'f‘) dt
S HGR Ve
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Teoremas de vorticidade

Teorema de Kelvin

Para um fluido newtoniano com viscosidade constante e hipétesis de Stokes:

DV 1 sl

Consideremos uma linha fechada C no fluido e identifiquemos as particulas
pertencentes a essa linha. Calculamos a derivada material da circulagdo da
velocidade ao longo de C:

DI'c D D DV D
— == v-drzj{—(v-dr):f—-dﬂrfv-—(dr)
Dt Dr ¢ Dt ¢« Di ¢ Dt

Do diagrama vectorial:

D D
Vi +dr+ o (dr) di = dr + (V +dV) di = = (dr) = dV
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Teoremas de vorticidade

Teorema de Kelvin

D 1
fv-(dr):yfv-dvzfd<v2> =0
pois € a integral de um diferencial em uma linha fechada. Substituindo %‘t/
DI’
C— %Vp dr + j{Gdr—&— ][v dr+u7§— dr
j{—p-dr:/VX <) it dA
c
Vp
V x =V|-) xVp+ M*V x Vp
:>j{— dr —%V() x Vp -itdA
Para escoamento barotrépico (p = p (p)), V (%) | Vp e a circulagéo é nula.
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Teoremas de vorticidade

Teorema de Kelvin

fG-dr:/(VxG)-ﬁdA
C A

Para G = — VU (conservativo), resulta V x VU = 0. Substituindo, resulta:
Dr 1
C:-/V() x Vp - ndA+/(V><G)-t“sz

Dt
%V d+747dr

Para escoamento barotrépico com forcas de volume conservativas:

Dr 2
C— %v dr—l—u?{vvwlr
c P
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Teoremas de vorticidade

Teorema de Kelvin

Para escoamento incompressivel, barotrépico com forcas de volume

conservativas:
DT %V2V dr
VWV=V(VV)-Vxw=-Vxw
D—Fcz—uj{(wa)-dr:—y/[Vx(wa)]oﬁdA
Dt c A

DT’
vzwzww)—vX(va);»thzy/v%.ﬁdA
A

Finalmente, para escoamento nao viscoso, incompressivel, barotrépico com
forcas de volume conservativas, a circulacdo em uma curva fechada no
fluido permanece constante no tempo quando a linha se desloca com as
particulas (teorema de Kelvin):
DI'c
Dt
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Teoremas de vorticidade

Geragdo de circulacao (vorticidade)

Vorticidade pode ser gerada em condigdes nas quais a linhas de presséo
constante ndo sdo paralelas as linhas de massa especifica constante; essa
situag@o aparece em conveccio natural, circulagdo atmosférica e ocednica.
Vorticidade pode ser gerada pela existéncia de for¢cas nao conservativas. O
exemplo mais tipico € a circulacdo criada na dgua que € esvaziada em um
sumidouro (circulacdo contrdria nos hemisferios norte e sul) devido a forca
de Coriolis.

Vorticidade pode ser gerada se existe difusdo de vorticidade até o local das
particulas (por exemplo na camada limite).

Uma consequéncia do teorema de Kelvin € que se a vorticidade for nula,
entdo ela continua sendo nula durante todo o movimento.
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Equagio de vorticidade de Helmholtz

Equacao de vorticidade de Helmholtz

Considerando um fluido de viscosidade constante:

DV 9V

V2 1 ) 1
Dt_&-i-V()—wa——pr—&-G—i-uV V+§VV(V-V)

2

Calculando o rotacional dos membros da equag@o anterior, temos:

Vx(vl]):V(])pr—&—;W:V(;)pr

p p

2 4 1 ) )
VX(VVV):,uVX ; =uV ; XVV+VVX(VV)

=uV (1> xXVV4+uV(VxV)=uV <1> x V2V + v Viw
P P
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Equagio de vorticidade de Helmholtz

Equacao de vorticidade de Helmholtz

VXx[wV(V-V)]=uVx {V(va)}

—uV(;>xV(V-V)+VWV§I—,uV(;)xV(V-V)
v oo O

1
V><V<2V2) =0
Vx(Vxw)=(w - V)V—(V-Vw+V(Vw] —w(V-V)
=(w-V)V—(V-VI)w—-w(V-V)
Substituindo e sabendo que:
Dw OJw
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Equagio de vorticidade de Helmholtz

Equacao de vorticidade de Helmholtz

D
%:(w.V)V—w(V-V)—i-VXG—l-VVzw
1
+V (p) x [-V;H%V(V-V)Jruvzv]

A relacdo anterior nos indica todas as causas pelas quais pode mudar a
vorticidade seguindo a uma particula de fluido com viscosidade constante.
Para escoamento incompressivel em um campo conservativo, resulta a
equagdo de vorticidade de Helmholtz:

Dw

E:(w-V)V—i—VVzw

O primeiro termo é conhecido como "termo de alongamento de vorticidade",
j4 que amplifica/atenua ou cria novas componentes do vector vorticidade por
adveccao da vorticidade pre-existente. O segundo € conhecido como "termo
de difusdo de vorticidade", resultando importante nos contornos de um
corpo, onde sua acdo "contamina” de vorticidade ao escoamento externo

inicialmente irrotacional.
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Equagio de vorticidade de Helmholtz

Amplificagido/atenuagdo de vorticidade
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Equagio de vorticidade de Helmholtz

Amplificagido/atenuagdo de vorticidade

No escoamento na reducéo de drea bi-dimensional desprezamos o termo difusivo (longe da
camada limite na parede):

Dw v ov ov
— =(w-V)V=(—+n— -
Dt ( ) ¢ Ox K Oy ¢ 0z
ou ou ou « ov ov o «
= — — — )i - = =
<£8x+n8y+caz) +<£8x+n8y+caz)1
w ow ow\ v
+(C—+n—+C—
(C ax Moy ¢ az)
A componente x do vector vorticidade se amplifica pelo alongamento da particula de fluido,
pois:
Ou D¢ Ou
—>0= —==£{—>0
ox Dt ¢ ox
A componente y do vector vorticidade se atenua pelo encurtamento da particula de fluido, pois:
ov Dn ov
—<0=—=1n1—<0
Oy Dt K Oy

Analogia: bailarino que muda a velocidade angular aproximando/afastando os brazos do eixo de
rotac¢ao.
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e Helmholtz

u(y)

No escoamento turbulento perto da parede e como resultado de flutuagdes turbulentas, a

componente de vorticidade normal a parede y pode ser diferente de zero (embora seu valor

médio seja zero). Como consequéncia do forte gradiente g—‘;, as particulas de fluido sdo

reorientadas, sendo gerada vorticidade na componente x:
ou D¢ Ou
—>0= —==n—>0
Oy Dt K Oy

Analogia: geracdo de velocidade angular em outra dire¢do por mudanca de dire¢do do impulso
angular de uma roda em rotagao.
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Escoamentos secundarios

Meandro de um rio
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Escoamentos secundarios

Curva em duto
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Escoamentos secundarios

Rotagdo de solido rigido (folhas de chd)

EPUSP

22/24




Escoamentos secundarios

Rotacdo do sélido rigido (tornado)
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Escoamentos secundarios

Voértice de ferradura (horseshoe vortex)

Trailing

direction
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