Distribui¢des Continuas de Probabilidade

Uma variavel aleatdria continua é uma func¢ao definida
sobre o espaco amostral, que associa valores em um
intervalo de numeros reais.

Exemplos:
= Espessura de um item
* Tempo necessario para completar um teste
= Tempo de espera numa fila
= Peso




Para varidveis aleatdrias continuas introduzimos a fungao
densidade de probabilidade (fdp), tal que,

(a) f(x)=>0

(b) +Jgof(x) dx=1

A condicdo (a) implica que a densidade é uma funcdo ndo negativa e
condicdo (b) corresponde ao fato de que a soma (integral no caso de
variaveis continuas) das probabilidades é igual a um. A integracdo de
100 significa que devemos integrar sobre todos os valores de x em
que f(x) é definida.

Qualquer funcdo f(x) satisfazendo (a) e (b) € uma fdp.

Note que para varidveis continuas as somas sdo substituidas por
integrais.

Para varidveis continuas ndo podemos obter a probabilidade de
X ter o valor num ponto (x =a), ou seja, temos que considerar a
probabilidade de x assu mir valores num intervaloa<x<b.

b
Pla<x<b)= jf(x) dx representa a probabilidade de x assumir

a

valoresno intervalo a<x <b.

Note que, como a probabilidade da varidavel x assumir valor num dado

ponto é nula, temos que: P(a<x <b)=P(a<x<b)=P(a<x<b)=P(a<x<b)




Geometricamente

Areaentreafdp f(x) e 0 eixo x

ﬂ nointervalo a<x<b = P(a<x<b)
y

f(x)

Exemplo: Dada a fungdo
1
f(x) = 43
0, outros valores

, 1<x<4

(a) verifique se f(x) é uma fdp.

(b) Calcule a probabilidade de x assumir vaores no intervalo 2 <x <3

(@T f(x)>0 Tf()d jld L4 1(41) 1
a) Temosque f(x)>0e |f(x) dx=|= dx== x| == (4-1)=
d J '3 31 3
portanto f(x) é uma fdp.
3
3
(b) Temos: P(2<x<3)=j1 dx=t =1 (32)=1
)3 32 3 3




Do mesmo modo que para variaveis discretas, podemos definir
para varidveis continuas a média, a wvaridncia e o
desvio padrdo. Lembando que introduzimos a fdp associada a
varidvel aleatdria considerada e substituimos as somas por

integrais.
Assim, para a variavel aleatdria X, temos:
+00
Média (n): W= ‘[x f(x) dx

Variancia (6%): o’ = I (x-)” f(x) dx

Desvio-padrdo: o=+/0"

Exemplo: Considere a fdp considerada anteriormente
1
—, 1<x<4

flx) =43
0, outrosvalores

(a) Calcule a média da variavel aleatéria X.

(b) Calcule a variancia e o desvio padrio de X.

i (1 1t 1(x* )4 1 15 5
a) Temos: = [xf(x)dx=|x| = |dx==| xdx==| =— | ==(4*-1})=—"==
@ g £ ™) !(3) 3! 32 176 e
5 3
" tos5,(1), 1%, s 1()(_5) 4
b) Temos: o°= |(x—p)* f(x) dx= x—fz(f)dx:f x—=)dx=—-~—52| =
(b) £< W) f(x) !( 13 3!( > a

e assim: 0:\/07:?




Funcao Distribuicao Acumulada

A funcgao distribuicdo acumulada (fda) F(x) é aprobabilidade
dequeX<x_,ouseja,

F(x,)=P(X<x,)= j f(x) dx
F(x) é andloga a distribuicao de frequéncias relativas

acumuladas (ou % acumuladas) estudadas no inicio do curso

ﬁ Area até x, =F(x,)=P(X < x,)

AN

X

*X

(0]

A Distribuicao Uniforme
Para a Distribuicao Uniforme a fdp é dada por:

i se a<X<hb
b—a

f(X) =
0 a<Xou X>b

grafico o a+b
média: u:T

v

i -a)?
desvio padrio: 0:,/(b a)
a b 12




A Distribuicao Exponencial

= Distribuigdo continua que é assimétrica a direita e se estende
de zero até o infinito positivo

= Amplamente utilizada na teoria das filas para modelar
intervalo do tempo decorrido entre chegadas em processos,
tais como:
= clientes em caixas eletrénicos de bancos
= pacientes dando entrada em uma emergéncia de um
hospital
= pesquisas em um enderego da internet

fdp para a distribui¢do exponencial :

e B média: n=p
f(X)= — x20 R 2 2

V;; variancia: o =B

0 x<0 desviopadrdo: o=0

a

A probabilidade acumulada de zeroat¢ X =a: P(x<a)=1- e

¢ area abaixo da curvadesde O atéa.

Note que [ representa o valor médio de x e 1/B
representa uma frequéncia média. Em alguns livros
usa-se A=1/ .




20

o P
grafico de f(x) = T x20

0 x <0

para varios valores de 3

Exemplo: Cerca de 15 clientes utilizam o caixa eletrdnico por hora.

Supondo que a distribuicdo de tempos de chegada é exponencial,
qual é a probabilidade de que o tempo de chegada entre clientes
consecutivos seja:

Menor que trés minutos?
Maior que 3 minutos?

Entre 2 e 4 minutos?

- A varidvel aleatdria X=tempo

- Note que foi dada a frequéncia de chegada A =1/p = 15 /hora

-3 min = 0,05 horas

-2 min =0,0333 horas

-4 min = 0,0666 horas




(a) P(t< 0,05) = 1 — eM=1— e 15005 = 05276
(b) P(t 2 0,05) = 1 —P(t < 0,05)= 1 —0,5276 = 0,4734

(c)

‘ Area de 0,0333 até 0,0666= (area de 0 até 0,0666) — (area de O até 0,033)

0,0333  0,0666

P(0,0333<t < 0,0666)= P(t<0,0666)- P(t<0,0333)= e-{15)(0.0666)) _ g(15).(0,0333)

Distribuicao Normal

= curva em “Forma de sino”

= Simétrica £(X)

= Média, Mediana e Moda
sdo iguais

A localizagao é determinada pela o

média, p X

A dispersao é determinado pelo B
desvio-padrao, o
Média
A variavel aleatéria tem uma = Mediana
amplitude tedrica infinita: = Moda

+00 até —oo




A férmula para a fdp da distribuicao normal é:

(x-p)’

262

e
f(x) = -
2 TG

Notacao:

N(w,o?) distribuigdo normal com média p e varidncia c*

Variando os parametros p e o, obtém-se diferentes
distribuicoes normais

Mudar a p muda a distribuicdo para a

f(X) direita ou para a esquerda

Mudar o o aumenta ou diminui
a dispersao




Mudar a média p desloca a distribuicdo para a direita ou para
a esquerda

Exemplo grafico

02

Desvio padrao fixo: 6=2

Mudar o desvio padrdao o aumenta ou diminui a dispersao

Exemplo grafico

025

Média fixa: u=5

015

010

! i c=38




Distribuicdo Normal Padronizada( N(0,1)): distribuicdo normal
com média zero e variancia um.

V4

Valores acima da média possuem valor Z positivo

Valores abaixo da média possuem valor Z negativo

Transformagao para a Distribuicdo Normal Padronizada

Transformacdo de X em normal padronizada (distribuicdo “Z”)
mudando a varidvel

X —
Z:—M
9)

A distribuicao Z sempre tem média zero e desvio-padrao 1




Exemplo

Se X é normalmente distribuido com média 100 e
desvio padrao 50, o valor Z para X =200 é

~ X-p 200-100
o 50

Z 2

X = 200 esta dois desvios-padrdao acima da média

Comparando X e Z

100 200 X (u=100,0=50)
0 2 Z (W=0,0=1)

Note que a distribuicdo é a mesma, apenas a escala mudou.
O problema pode ser expresso em unidades originais (X) ou
em unidades padronizadas (2)




Encontrando Probabilidades com a distribuicao normal

A probabilidade é dada pela area abaixo da curva

f(X) ‘ P(asX<b)
| =P(a<X<b)

(Note que a probabilidade de
qualquer valor individual é zero)

A area total abaixo da curva é igual a 1 e a curva é
simétrica, entdo metade da curva estd acima da média e a
outra metade esta abaixo

fX)| [P(co< X <p)=0,5

Plu<-X<o)=05

P(—0o <X <o) =1




Regras Gerais:

68,26% dos valores estdo dentro
f(X) dos limites |} +1¢g

M-l y p+Hlo
68,26%

95,44 % dos valores estdo dentro dos limites | + 20

99,73% dos valores estdo dentro dos limites |, + 30

H x i m
95,44%, ' 99,73%

X




A Tabela da Normal Padronizada

= A Tabela da Normal Padronizada fornece a
probabilidade menor do que um valor desejado para
Z (isto é, do infinito negativo até Z)

Exemplo:
P(Z < 2,00) = 0,9772

0 2,00 r4

Esse valor é encontrado

na tabela
z 00 01 .02 03 04 05 06 07 08 09

0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002
mwini anns w3 nnn3 o3 nons nnns o2
L0005 0004 0004 D00 D004 0oc4 0003 0003
00048 0005 0006 000G .D00s DO0s 000s 0005
L0003 0009 0008 0003 D008 D00 0007 0007
0013 ooz 0012 0011 oot 0o11 .0o1a 0010
L0018 0017 0016 0015 0014
BT VTV < S 11V i 111 £ 01y PlZ<z]
0033 00z L0031 0063 002s
0041 003 0041 0000 D0E6
0033 0057 0055 0054 00438
0078 oovs 0073 0071 0061 |
o2 Lo LT e 04 z 0
0132 01za 0125 n1zz2 0110
0170 0166 0162 0158 0143
0?17 0217 P07 nR0? L]
0?4 P68 6P NP5 071
0344 0336 0320 0322 0294
AL/ U418 i) 4oL 36/
05328 0s1a 0305 0495 0455
0613 0630 0618 0606 0558
0773 0764 0749 0735 0381
0934 0913 0901 0885 0323
a1z 3 075 1056 0985
1314 282 1271 1251 1170
1539 1515 L1492 1469 1379
L1788 1762 1736 711 1511
2061 2063 L2005 N 8k
(2358 2327 2297 2268 2148
2678 2613 JZ611 2578 2151
3015 2081 2046 2912 2778
3372 33346 3300 3264 3121
G4y 207 S6EY b 3483
4120 4090 4052 4013 3350
4522 A183 A3 A0 K K A2A7
2921 4880 2340 4801 4761 4m1 4541




z 03 04 05 .06 07 08 09
0 170 S1R0 5199 3779 5319 5359
1 5517 5557 5596 5675 5714 5753
2 5010 5048 5067 6064 5103 6141
3 6203 6331 6368 5443 5480 6517
A bbb R-pvi] 6736 e b1 £y7Y
3 7019 T05= TOEE 7157 7190 714
& 7357 7389 7421 T486 J517 7548
7 7673 7703 1734 7794 7823 7B52
£ 7957 7905 3023 3078 Bl05 £133
9 /738 R?h4 /789 R340 R363 R3R9

1.0 8435 8508 8531 8584 8577 8300 se62l

[ ¥y B By 8//0 B0 BE10 E¥3U

1.2 X907 BR2s B4 B BUEQ Bua7 013

13 S0RZ 2009 9115 9131 9147 2177

1.4 9236 9251 9265 9279 9202 L2319

[ 9370 9382 9304 2406 9418 L4491

16 Q454 9405 9305 9315 Q545

17 9387 9591 9399 N8 ki 96?3 SR33

1.8 9654 9671  9G78 9686 9693 9699 ST0G

19 9732 9738 9744 0750 0756 0761 0767

20 R 7S3 0 M7SY 973 /U8 OBU3 MO8 9812 L1y

21 26 8830 9834 9838 9842 9846 .9E50 9854 LB57

27 2] OEGE 9871 9875 987E J9BE] .9EE4 9887 S890

23 96 LRo8 9901 00s 9906 9909 8411 2913 LolE

74 200 G972 9925 9927 9979 9931 9437 9934 S93h

25 40 9941 9943 9945 9946 98 9949 3951  S952

26 S5 0956 0957 0950 9060 9961 0962 0963 0064

2.7 G6 9957 9958 9969 9970 9971 9972 9973 ©974

28 7S 0976 0977 9977 9078 9979 097 : 098]

19 82 U9E2 UUS3 U84 DUNA 9U8s UUBS  JU8H UUEE

30 G087 L987 L9387 9988 Q088 9989 9989 £990

31 8990 £991 L9091 993] 200z 9997 9902 L9093

372 9993 9993 G994 9994 9904 9994 9904 Q995

33 | 9995 €905 9995 9996 9996 996 96 2907

34 | 9997 5997 9997 9997 9997 9997 9947 998

3.5 | 0993 £ODE 000€ 0908 9998 ODOE 0098 0998

Encontrando o valor na tabela

A coluna fornece o valor da segunda
casa decimal de Z

Z (000 001 002..

A linha fornece o
valor da primeira 0,0
casa decimalde Z 0;1

2,0 [7*0,9772 <+

O valor dentro da tabela
representa a
probabilidade

| P(z <2,00)=0,9772




Procedimentos Gerais para Encontrar Probabilidades

Para encontrar P(a < X < b) quando X é normalmente distribuido:

= Desenhe a curva normal para o problema em
termos de X

= Transforme os valores X em valores Z

= Use a Tabela da Normal Padronizada

Encontrando Probabilidades Normais

= Suponha que X é normal com média igual a 8
e desvio-padraoiguala 5

= Encontre P(X < 8,6)




Encontrando o valor padronizado

P(X < 8,6)

0 0,12

P(Z <0,12)

X

0.0

Procurando P(Z < 0,12) na tabela

Standard Normal Probabilities

0.00 0.01
0.5000 0.5040

0.5080

0.02

0.1

0.53¢8 0.5438

0.5478

0.2
0.3
0.4

0.5793 0.5832
06179 0.6217
0.6554 0.6591

0.5871
0.6255
0.6628

0.03

0.5120
0.5517
0.5910
0.62¢3
0.666¢4

0.04
05160 P(X<8,6)=P(Z<0,12)=
0.5557 0,5478
0.5848
0.6331

0.6700

0,12




Probabilidades Acima da Média

= Suponha que X é normal com média igual a 8 e desvio-
padrao igual a 5

= Encontre P(X > 8,6)

P(X >8,6)=P(Z>0,12)=1-P(Z<0,12)
=1-0,5478 = 0,4522

0,5478
1-0,5478 =
0,4522

0,12




Probabilidades entre Dois Valores

=  Suponha que X é normal com médiaigual a8 e
desvio-padrao igual a 5. Encontre P(8 < X < 8,6).

Calculo do valor Z:

7 X—p _ 8—8 —0
o) 5
8 86 X
7 X—p _ 8,65—8 _0.12 0 0,12
o P(8<X<8,6)
=P(0<Z2<0,12)

P(8<X<8,6)=P(0<Z<0,12)
=P(2<0,12) - P(z<0)
= 0,5478 - 0,5000 = 0,0478

Tabela da Probabilidade Normal Padronizada

Z 0.00 0.01 0.02 0.03

0.0 05000 0.5040 (0.5080( 0.5120
|0.1 0.5388 0.5438 |0.5478 | 0.5517
0.2 05783 05832 05871 0.5810
0.3 086179 06217 062556 06293

0,0478




Probabilidades Abaixo da Média

= Suponha que X ¢é normal com média igual a 8 e desvio-
padrdo igual a 5.

= Encontre P(7,4 < X< 8)

X
Calculando os valores Z: 7,48’0
_ _ X— 7,4-8
c 5 o 5
Temos:
P(7,4<X<8)=P(-0,12<Z<0) 0.0478
=P(Z<0)-P(2<-0,12)
=0,5000 - 0,4522 =0,0478 0,4522
7,4 8,0 X
0,12 0 z

Lembre-se: A distribuicdo normal é simétrica
e a probabilidade é iguala P(0<Z<0,12)




Encontrando o valor X para uma probabilidade
conhecida

= Passos para encontrar o valor X para uma probabilidade
conhecida:

1. Encontre o valor Z para a probabilidade conhecida
2. Converta o valor Zem X pela férmula:

X=u+Zo

Exemplo:

= Suponha que X tem distribuicao normal com média
igual a 8 e desvio-padrao igual a 5

= Encontre o valor X, considerando que apenas 20%
dos valores sdao menores que esse valor X

0,2000




\ Lembre-se a distribuicdo é simétrica

Tabela da Probabilidade Normal Padronizada: valores positivos

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

00 05000 05040 05080 05120 | 05160 (05199 | 0.5238 0.5278 0.5319
01 05398 0.5438 0.5478 0.5517 | 0.5557 |0.5566 | 0.5636 0.5675 0.5714
02 05793 05832 056871 05910 | 0.5948 |0.5987 | 0.6026 0.6064 0.6103
0.3 0.6179 06217 06285 06293 | 0.6331 |0.6368 | 0.6406 0.6443 0.6480
04 06354 06891 06628 06664 | 0.6700 |0.6736 | 0.677 0.6808 0.6844
05 06915 06950 06985 07019 | 0.7054 (07088 | 07123 07157 0.7190
06 0.7257 7291 07324 0.7357 | 0.7389 |0.7422 | 0.7454 0.74868 0.7517
0.7 07580 07611 07642 0.7673 | 0.7704 10.7734 | 0.7764 0.7784 0.7823
| 08 07381 07910 07939 07967 | 0.7995 |08023 | 08051 08078 08106
0.9 0g159 0g1ee  UBZ1Z 0B238 08264 08289 08315 08340 0.8365

Como o valor 80% esta entre dois valores, utilizamos o ponto
médio: Temos aproximadamente P = 0,8009 dos valores
ocorrem para x<0,845.

0,8009 ( aproximadamente 80%)

80 ? X
0 0,845 z
Por simetria, valores abaixo da média:
Z =-0,845
0,2005
‘I 8,0 X




2. Converta o valor Z em X pela férmula:

X=u+Zo
= 8+4(—0,845).5
= Ui

Portanto: 20% dos valores da distribuicdo com média igual a 8
e desvio-padrdo igual a 5 s3o menores que 3,775

Exemplo:

A média das a¢des de empresas que compoem as S&P500 é de
USS 30 e o desvio padrdo é de USS8,20. Supoha que os precos
das acodes se distribuam normalmente.

(a) qual a probabilidade de uma empresa ter um preco de, no
minimo, USS 40 para suas a¢des?

(b) Qual a probabilidade de uma empresa ter um prego ndo
superior a USS 20 para suas acdes?

(c) qual o preco das agGes para que a empresa seja incluida nas
10% maiores?




(a) parax=40:z2=1,22
P(x<40)=P(z<1,22)=0,8888
portantoP(x >40)=1-P(x<40)=0,1112

(b)parax=20:z=-1,22
P(x >20)=P(z>-1,22) =P(z <1,22) =0,8888
portantoP(x<20)=1-0,8888=0,1112

(c) area de 10% na cauda superior corresponde z =1,285

(tabela e utilizando o ponto médio)

entdo: x =30+8,2.(1,285)=40,50

a empresa estara entre as 10% maiores se tiver um prego > 40,50

Aproximacao da Normal para a Distribuicao
Binomial

= Quanto mais perto p estiver de 0,5, melhor serad a
aproximacado da normal para a distribuicdo binomial

= Quanto maior o tamanho da amostra, n, melhor sera
a aproximacao da normal para a distribuicao binomial

= Regra Geral:

= A distribuicdo normal pode ser utilizada para
aproximar a distribuicao binomial se

np=25en(l—-p)=5




Graficos da distribuicdo binomial para p=0,7: note que a
medida que n aumenta o grafico fica mais préximo ao de uma
distribui¢do normal.
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= A média e o desvio-padrdao da distribuicdo
binomial sdo

p=np

= Transforme a binomial em normal utilizando a

formula: o= /np(’|_p)

X-py_ X-np

o Jnp(1-p)

Z=




Correcao de continuidade
Note que:

A distribuicdo Normal é uma distribuicdo continua, enquanto que
a distribuicdo Binomial é uma distribuigcdo discreta.

Assim, para aproximar a distribuicdo Binomial (que é discreta)
pela normal (que é continua) fazemos uma corregdo de
continuidade ao valor discreto x na distribuicdo binomial
representando o valor x pelo intervalo de x— 0.5 a x + 0.5.

contin? \

Wl

discreto

x—-0.5 x+0.5

Por exemplo:

X = pelo menos 120 /\ X120 = X>119,5
=120,121,122, ...

195

X =mais do gue120 /\ X>120 =» X >120,5
=121, 122, 123, . _

05

no maximo maximo 120 /\\ X <120 =» X<120,5
0.1,...118 119, 120 —~

X< 120 =% X< 119,5
X =menos do que 120’
=0,1,...118,119 —

X




x = exactamente 120

120

1195 _4 4 1205

~—

Intervalo que representa o valor discreto 120

Exemplo: Considere a distribuicdo binomial com n=1000 e p=0,02.
Qual é P(X<180)?

Temos: np=1000.0,02=20>5 e n(1-p)=1000.0,98=980>5

Portanto, podemos aproximar a distribuigdao binomial pela
normal.

Correcao de continuidade: Aproximar P(X < 180) para P(X < 180,5)

Transformar a binomial em normal padronizada:

X—n.p 180,5—(1000).(0,2)
= = =-1,54
Jn.p.(1-p) 4/(1000).(0,2).(1-0,2)
Consultando a tabela: \
P(Z<-1,54) = 0,0618 i T
180,5 200

N X

-1,54 0




Algumas propriedades

Sejam XeY varidveis aleatérias independentes com distribuicdes

normais de probabilidade, com médias p, e p e desvios-padrdo o, e o,
respectivamente. Entdo avaridvel aleatdria X+ Y tem distribuicdo normal
com média

Mary S HTH

e desvio- padrao

2 2
0., =40, +0,

Verificando normalidade

Muitos procedimentos estatisticos requerem que a
populacdo tenha uma distribuicao proxima da distribuicao
normal.

Espera-se que a amostra reflita a distribuicao da
populacao: histograma parecido, distribuicao acumulada...

Outra maneira de verificar se normalidade é razoavel:
normal-score plot




Exemplo: considere os dados: 68, 42, 44, 75
Para n=4, temos 5 faixas com probabilidade 1/5=0.2.
Cada valor dos dados ordenados acumula 1/5=0.2

E corresponderiam, se fossem de uma distribuigao

normal, aos pontos:

N(0, 1)

my = —.84
mz = —.25
m3 = 25
my = .84

normal-score plot

Score normal Dados ordenados

m]_ = _84
mz = —.25
m-y = 25
my = .84

44
68
75
82

Um padrao retilineo indica
proximidade com a distribuigao

normal.

Dados ordenados

80

70

60

50

40

Score normal




Dados tabela D9 apendice do livro texto

A B

C

1 score normal comprimento do canino de lobos
2 =INV.NORMP.N{A2IZO) 24
3 | 2 [INV.NORMP Nprobabilidade] | 24.5
! 3 -1.036433389 5.8
5 4 -0.841621234 26.6
6 3 -0.67448975 27
7 6 -0.524400513 27.1
8 7 -0,3853204600 27.2
3 8 -0.253347103 27.3
10 9 -0.125661347 27.4
11| 10 ] 27.8
12| 11 0.125661347 28.2
13| 12 0.253347103 28.7
14| 13 0.385320466 29
15| 14 0.524400513 29
16| 15 0.67843975 29.1
17 | 16 0.841621234 29.2
18 | 17 1036433389 29.3
15 | 18 1.2813513566 30.5
20| 19 1.644853627 32.3
A B C D 40 -
1 score normal canino (mm)
2 | 1 -1.644853627 24 351
3 2 -1.281551566 24.5 ‘530 | veess e
4 | 3 -1.036433389 25.8 ‘g’ coesees®
3 4 -0.841621234 26.6 ’E 25 - ° ®
6 5 -0.67448575 27 o
7 | 6 -0.524400513 7.1 il
8 | 7 -0.285220466 27.2 €5
9 | 8 -0.253347103 27.3 ‘g.
10 9 -0.125661347 274 g 10 -
E 10 0 27.8 " s
12 | 11 0.125661347 28.2
13 | 12 0.253347103 28.7 0
14| 13 0.385320466 29 2 - 0 1
15 14 0.524400513 29 score-normal
16 15 0.67448375 29.1
17 16 0.841621234 29.2
18 | 17 1.036433389 29.3
19 183 1.281551566 30.5
20| 19 1.644853627 32.3




Normal-score plot para notas de uma disciplina
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Transformando dados para obter normalidade:

Some Useful Transformations

Make large values larger: Make large values smaller:

= 1
x3, x? \x, %‘f}, log, x, —
x




