INTERPOLACAO POLINOMIAL E INTEGRACAO NUMERICA

Equipe de Cdlculo Numérico do MAP/IME/USP

Nestas notas desenvolveremos a teoria da parte final do curso, escolhendo alguns caminhos
alternativos a referéncia principal, que ja sdo adotados nas aulas por alguns professores da disci-
plina de Calculo Numérico da Poli. Na primeira parte desenvolvemos o ntcleo basico previsto
habitualmente no programa do curso. Depois desenvolvemos alguns complementos, que podem

ou ndo ser aproveitados durante o curso.

1 Polindmios interpoladores

Diremos que um polindmio p de uma varidvel real tem grau 7 se p for a soma de termos a;x*

com k < n (mesmo que a, seja zero). O conjunto de polindmios de grau n, munido da soma e da
multiplicacdo por ntimero real habituais, € um espago vetorial, que denotaremos por P;.

Comecamos pela seguinte proposicdo.

Proposicao 1. Para todo n > 0 vale: todo polindmio de grau n que se anula em n + 1 pontos distintos é

nulo.

Demonstracio. E imediato que todo polinémio de grau 0 que se anula em 1 ponto é nulo. Portanto
a afirmacdo é vélida para n = 0. Agora vamos provar que se n > 1 e a afirmacdo ¢é vélida para
n — 1 entdo ela tem que ser valida para n (método de indugdo). Ou seja, vamos admitir, por
hipétese de indugdo, que todo polindmio de grau n — 1 que se anula em n pontos distintos é
necessariamente nulo.

Tomemos um polindmio p de grau n que se anula em 1 + 1 pontos distintos. Pelo Teorema de
Rolle, entre dois pontos de anulamento de p existe um ponto critico de p, isto é, um ponto de
anulamento de p’. Entdo p’ se anula, necessariamente, em 1 pontos. Pela hipétese de indugdo,
p’ é nulo. Logo p é constante. Se essa constante é ndo nula, p ndo teria nenhum ponto de

anulamento. Entdo p tem que ser nulo. O

Teorema 1. Dados xg, x1, ..., X, pontos da reta real distintos entre si e uma fungio f definida nesses
pontos existe um iinico polindmio p de grau n que realiza a interpolagdo desses dados, isto é, tal que

p(x;) = f(x;), paratodoi =0,1,...,n.

Demonstragio. A unicidade da interpolacdo é imediata da proposicdo anterior. Se p e g realizam
a mesma interpolacdo, entdo p — g é um polindmio de grau n que se anula nos n + 1 pontos

X0, X1, ..., Xn. Pela proposigdo, p — q é nulo, isto é, p = g.



A questdo da existéncia pode ser demonstrada com os recursos da dlgebra linear. Defini-
mos a aplicacdo linear T : P, — R"*! que toma um polinémio p € P, e leva em T(p) =
(p(x0), p(x1),...,p(xn)) € R* 1. A proposicdo anterior mostra que essa transformacéo é inje-
tiva, pois diz que se T(p) = 0 entdo p = 0. Como dominio e contradominio tém a mesma dimen-
sdo, segue que T é sobrejetiva. Ou seja, dado qualquer vetor (f(xq), f(x1),..., f(xy)) € R**1
existe p tal que T(p) é igual a esse vetor. Ou seja, p interpola os valores dados. O

Vamos usar a notagdo
pelxo, .- -, xu]
para denotar o polindmio interpolador de grau n dos pontos x, x4, ..., x, com valores dados
pela funcdo f. Note que o grau do polindmio estd implicito no ntiimero de pontos entre os
colchetes (um a menos do que o nimero de pontos). Quando quisermos explicitar a dependéncia

em X, escreveremos
prlxo, .-, xn](x).
Observe que a ordem dos pontos ndo importa. Por exemplo, p¢[xo, x1,x2] = prlx1,x0,%2] =

pflx2, xo, x1] etc.
Uma consequéncia do teorema de existéncia e unicidade da interpolacao é a seguinte proposi-

cdo.
Proposicdo 2. Suponha que p tem grau n e se anula nos n pontos distintos w, ..., w,. Entdo existe
a € R tal que
p(x) =a(x —wy)(x —wa) - (x —wy) .

Demonstragdo. Tome um ponto u qualquer, diferente de qualquer dos w;’s, e seja q(x) = a(x —
w1)(x —wy) - - (x —wy), com

p(u) .
(u—wy) - (u—wy)

Veja que g tem grau n e interpola os n + 1 pontos u, wy, . .., w, com valores p(u), 0,0,...,0. Mas

a =

p também tem grau n e interpola os mesmos dados. Logo p = g, pela unicidade do polinémio

interpolador. O

2 Meétodos

Discutiremos, de forma heterogénea, trés métodos para determinar p ¥ [x0,X1,...,%y]. Todos eles
se baseiam em escrever o polindmio como combinacdo linear de elementos de uma determinada
base de P,,.

Por exemplo, se escrevermos

prlxo, x1,- -, xn)(x) = ag +ar1x + ... +apx"



entdo é porque estamos adotando a base {1, x, x2,. .., x"}. Os n + 1 coeficientes ag, a1, . . ., a, sdo
as incoégnitas das n + 1 equagdes p(x;) = f(x;). O custo de se resolver esse sistema é da ordem
de n®.

Os outros dois métodos permitem chegar ao polindmio interpolador com ordem de n? opera-
¢oes. Eles usam outras bases de P,.

O segundo método, chamado de interpolagio de Lagrange, usa abase {Lo, L1, ..., Ly}, onde cada
polindmio L; tem grau n e satisfaz L;j(x;) = 1 e Lj(x;) = 0se i # j. Essa propriedade determina
univocamente L;, porque se trata de uma interpolagdo de grau n para n + 1 pontos. De fato, L; é

dado explicitamente por

Li(x) =[] —=E.

iAj T
Com isso, se
p(x) = agLo(x) + ...+ ayLy(x)
entao
p(xi) = a;Li(x;) = w;,
de forma que, para se resolver o problema da interpolagdo, basta tomar «; = f(x;). Em con-
clusdo, na base de polindmios de Lagrange, os coeficientes da combinacdo linear que forma o
polindmio interpolador sdo os préprios valores de f.

O terceiro método é a forma de Newton, que usa abase {1, (x — xp), (x — xp) (x — x1), (x — x0) (x —
x1)(x —x2),...,(x —x0)(x —x1) - (x — x,_1) }. E facil ver que se trata de uma base porque o
grau (exato) dos polindmios aumenta de um em um (fica para o leitor mostrar que isso ja é
suficiente para garantir que é uma base).

Suponha que a combinagao linear
p(x) = Bo+ P1(x = x0) + Bax = x0) (x = x1) ... + Bu(x = x0) - - (¥ = x51)
seja o polindmio interpolador procurado, isto é,
p = prlxo, X1, ..., Xul.

Como p é interpolador, entdo p(xp) = f(xp). Como todos os termos de 1 a B, sdo nulos em xy,

entdo p(x9) = Po. Em outras palavras, o polindmio interpolador de grau zero do ponto x( é

prlxo] = Bo = f(xo)-

Observe, de forma andloga, que de 87 a B, todos os termos se anulam em xp e em x; . Como

p(x0) = f(x0) e p(x1) = f(x1), segue que

prlxo, x1] = Bo + P1(x — xo) -



O mesmo raciocinio pode ser feito interrompendo-se a sequéncia de pontos em qualquer lugar.
Conclui-se que

prlxo,x1, .. xi](x) = Bo + Pr(x — x0) + Po(x — x0) (x — x1) + ... 4 Br(x — x0) - -+ (x — xk—1),

para qualquerk =1, ...,n.

Se aplicada essa conclusdo a k = n — 1, tiramos a seguinte relagdo de recorréncia:

pelxo, x1,- .., xn(x) = prlxo, x1, - -+, 1] (x) + Bulx — x0) -+ - (¥ — x5-1) - (1)

Portanto essa base traz a vantagem de carregar explicitamente as interpola¢des parciais, na or-

dem em que sdo apresentados os pontos. Isso implica também em certa vantagem de acrescentar

um ponto, pois serd necessario apenas somar um termo ao final da interpolacéo ja construida.
Até agora, no entanto, ndo esclarecemos como iremos calcular os coeficientes ;. Isso sera feito

na proxima segao.

3 Diferencas divididas

Definiremos, sem ambiguidade,
flxo, x1, ..., %n)
como sendo o coeficiente de x" no polindmio interpolador psxo, x1,...,Xs], que tem grau n
(mesmo que seja zero).
Observe que na forma de Newton esse termo é facilmente reconhecivel. Veja que apenas o
ultimo termo, B, (x — xg) - - - (x — x,,_1), tem grau 1, e o tnico termo em x” tem coeficiente f,,.

Portanto
Bn = flx0,x1,...,%n].

Além disso, em vista do que foi observado em relagdo as interpolagdes parciais,
‘Bk = f[xo,xl, e ,xk]

paratodok =0,1,...,n.
Vale a pena reescrever a férmula de recorréncia e o polindmio interpolador na forma de New-

ton, incorporando essa notagao, para uso futuro:

prlxo, x1, -+, xn](x) = prlxo, x1, -+, xp—1](x) + flxo, x1, ., Xn](x — x0) -+ (x = xy-1) (2

prlxo, X1, xn](x) = flxo] + flxo, x1)(x — x0)
+f[x0, x1, x2] (x — x0) (x — x1) + ...+ fx0, x1, .., Xn|(x — x0) - - (x — x,-1) . 3)



Uma observacdo importante é que a ordem dos pontos ndo importa, uma vez que essa ordem
jé ndo importa para a definicao de p¢[xo, x1, ..., Xu]. Por exemplo, se acrescentarmos um ponto
a poderemos tanto falar de f[a, xo, X1, ..., X,| como de f[xg, X1, ..., Xn, 4], pois trata-se do mesmo
valor.

No fundo, apenas demos um nome mais pomposo para os f3;’s, mas ainda falta saber calcula-
los. Comecemos pelos casos mais simples, parai =0ei = 1.

O polindmio interpolador de x( é

pslxol(x) = flx0)x.

omo o coeficiente de x” é f(xg), entdo f|xg] = f(xp), pela definicio de f|xg| (ver acima).
C f de x0 pela defini d ( ima)

Quando acrescentamos o ponto x; passamos a ter o polindmio interpolador

prlxo, x1](x) = flxo] + flxo, x1](x — xo) .

Ora, sendo esse polindmio de grau 1, f[xo, x1] nada mais é do que o coeficiente angular de seu

gréfico. Portanto
f(x1) = flxo) _ fla] = flxol

X1 — X0 X1 — X0

flxo, x1] =

Para além da interpretacdo dada pela expressdo intermedidria, a tiltima expressdo sugere a pos-
sibilidade de obtermos f[xg, X1, ..., X, por recorréncia, aumentando um a um o ntimero de pon-

tos. De fato, essa formula da segunda linha pode ser generalizada. Por exemplo,

flxo,x1,%2] = f[xl’xi :QXL Xo] .

A férmula geral de recorréncia é dada pela seguinte proposigao.

Proposicao 3. Para k > 2, vale

f[xo, X1, .. ,xk] _ f[xl, oo IXk)]C —_f[xo, ces ,xk_l] . (4)
k— X0

Demonstragio. A prova é feita subtraindo-se ps[xo, . .., xx—1] de p¢[x1, ..., x;] de dois jeitos dife-
rentes, para colocd-los em igualdade. Os dois jeitos sdo: (i) olhar esses dois polindmios a partir
de p ¥ [x0,-..,Xk], em que se retira um dos pontos extremos, xj ou Xy, respectivamente; (ii) olhar
esses dois polindmios a partir de p f [X1,...,X¢_1], em que se acrescenta um ponto, xp ou xi, res-
pectivamente.

Ou seja, trabalharemos com as seguintes expressoes, todas derivadas de (2):

prlxo, - xea](x) = prlxo,. . x](x) = flxo, ., 2] (x — x0) -+ (x — xpe—1) ()
prlxo, - oxea](x) = prlaa,oxeal(x) + flxo, o xea] (0 — x7) -+ (X = xp) (6)
prlxa, - ox(x) = prlxo, - 2 (x) = flxo, - (x = x1) - -+ (x — x) (7)
prlxa, - ox(x) = prlva,o xea](6) + flr o2 (v —xq) - (0 — x5-q) (8)



Fazendo (7) menos (5), e depois (8) menos (6), obtemos duas expressoes para ps(xy, - - ., x| (x) —
prlxo, ... Xe—1](x):

(xx — x0) f[x0, - -, xi] (x = x7) -+ - (X — xp1) ©)

e
(flx1, - xk) — flxo, - xp—1]) (x —x1) -+ (x — x1) (10)
Igualando-se (9) com (10) para qualquer x diferente de x1, ..., x;_1, segue (4). [

A expressdo (4) explica por que esses coeficientes da forma de Newton sdo chamados de dife-
rengas divididas. Seus valores podem ser obtidos a partir dos valores f(xo), ..., f(xn), por recor-
réncia. A montagem de uma tabela facilita esse trabalho. Por exemplo, para uma interpolagdo de

grau 4, com pontos xy, x1, X2, X3, X4, basta preencher a seguinte tabela, da esquerda para a direita.

xo  f[xo]
flx0, x1]
x1 flx] fx0, x1, %2]
flx1, x2] flx0,x1, %2, x3]
X2 flxo] flx1,x2, x3] flxo, x1, X2, X3, X4]
flx2, x3] flx1,x2, %3, x4]
x5  fl[xs] flx2, x3, x4]
flxs, x4
Xy flxa]

4 Diferencas divididas e derivadas: uma generalizacio do TVM

Observemos que, pelo Teorema do Valor Médio,

flxo, 1] = W = f'(c),
para algum ¢ € [xg, x1]. Essa relagdo entre a diferenca dividida de primeira ordem e uma deri-
vada se generaliza para qualquer ordem, desde que a fungdo f seja suficientemente diferencidvel
(hipotese que assumiremos por default).

Seja [a,b] 0 menor intervalo que contém os pontos xo, X1, ..., X, (se a ordem de apresentagio
dos pontos respeitar a ordem da reta, entdo [a,b] = [xg, x,]). Esse intervalo é conhecido como
a envoltoria convexa dos pontos xg, X1, ..., X,. Admitiremos que f estd definida e que é n vezes
diferenciavel em [a, b].

Mostraremos que existe ¢ em [a, b] tal que

flxo, x1,..., %0 = ) (11)




Tome a fungdo erro E(x) da interpolagdo, que é a diferenca entre a funcdo f(x) e o polinémio

interpolador:
E(x) = f(x) — pf[xo,xl,...,xn](x).
Essa fung¢do se anula nos n + 1 nés da interpolagdo. Usando o Teorema de Rolle de forma re-
cursiva, concluimos que E("(x) tem (pelo menos) um ponto de anulamento ¢ em [a, b]. Sendo
o0 polindmio interpolador de grau 1, com o coeficiente de x" igual a f[xo, X1, ..., X,], isto implica
que
EM(c) = fO(c) —n!flxg,x1,...,x,] =0,

ou seja, a férmula (11).
Veja que isso permite relacionar polindmios interpoladores com polindmios de Taylor. Pois,

aplicando (11), podemos escrever ps(xo, X1, - - ., Xn](x) como

f(xo) + f'(c1)(x — x0) + f”z(!cz)

Quando todos os pontos tendem a x(, essa expressdo converge para

Flxo) + £/ () (x — x0) + L0 (3 x4t

(x —x0)(x —x1)+...+

que é o polindmio de Taylor de f no ponto xo.

5 Estimativa de erro da interpolacdao polinomial

E a relagdo entre diferencas divididas e derivadas que permite estimar o erro da interpolacao
polinomial, em cada ponto. Espera-se que uma tal estimativa dé erro nulo para os pontos inter-
polados, e é exatamente o que teremos.

Como mais acima, definimos a fungao erro

E(x) = £(x) = prlor. ., ) ().
Para estimar |E(x)|, escreveremos f(x) como um polindmio interpolador em que acrescentamos
o proprio ponto x:
f(x) = prlxo, -, xn, x](x).

Usando (2) e essa forma de escrever f(x), ficamos com
E(x) = flx0,- -+, %n, x](x — x0) -+ - (x — x) .

Agora usamos (11), substituindo a diferenca dividida. Existe ¢ (que depende de x) tal que

E(x) = f(n+1) (c)

CES] (x—2x0) - (x—2x,).



Essa férmula é exata mas é impraticdvel, porque ndo sabemos como c é obtido de x. Mas ela
implica que

max|fD]
E)| < PP = x0) - (x-) (12)

em que max | ( o, Xpe

6 Aplicacdes a integracao

Uma aplicagdo da interpolagdo é para a aproximagdo de integrais. Dentro de um certo inter-
valo [a, b] onde estd definida a fun¢do f que pretendemos integrar, escolhemos um conjunto de
pontos distintos xo, . . ., X, trocamos f pelo polindmio interpolador p¢[xo, ..., 4], integramos o

polindmio interpolador em [a, b] e essa é a aproximacao da integral que obtemos. O erro

€= /abf(x)dx - /ab prlxo, ..., xn](x)dx

cometido nesse procedimento é estimado assim:

b

- (f@) = prlxo o 2al (2)) dx

el =

< /\f —pylro x| dx
m [ 0 (el 13

Sigamos esse programa em duas situa¢des, que logo adiante serdo exploradas pelos métodos
dos Trapézios e de Simpson. Na primeira, escolhemos como pontos de interpolagdo os dois
extremos do intervalo, para obter um polindmio de grau 1. Na segunda, escolhemos os dois
pontos extremos mais o ponto médio, para obter um polindmio de grau 2. Por conveniéncia
(que pode ser justificada por uma mudanca de varidveis), usamos o intervalo [0, 4] no primeiro

caso e o intervalo [—h, h] no segundo caso (para que o ponto médio esteja na origem).

6.1 Integracdo com interpolac¢do de grau 1 em [0, /]

Neste caso, usamos p¢[0, h] para aproximar a integral de f em [0, k]. Como

psl0,h)(x) = f(0) + [0, h]x



temos

h h
/Of(x)dx ~ /0 £(0) + £[0, h]xdx

h2
— FO)h+ fl0, )%

_ fh) = f(0) #2
h

= SO+ ). (14

No caso em que f(0) e f(h) sdo positivos essa é exatamente a drea do trapézio com vértices em

(0,0), (0, £(0)), (h, f (1)), (1, 0).

Vejamos como fica a estimativa do erro cometido nesse procedimento. Usando (13) comn =1,

"o o
€] < %'f'/ x(x — )| dx.
0

ficamos com

Como |x(x —h)| = x(h — x) para x € [0, h], a integral vale h—63. Entdo

max |f"|
< —>—h 1
el < =55 (15)
6.2 Integra¢do com interpolagdo de grau 2 em [—/, /i, usando o ponto médio

Assim como no caso anterior, comegamos calculando o polinémio interpolador relativo aos pon-

tos —h, 0, h. Para facilitar as contas, adotamos a ordem 0, —h, h. Entao
prl=h,0,h](x) = pfl0, —h, h](x) = f(0) + f[0, =h]x + f[0, —h, h]x(x + h),

lembrando que f[0, —h, h] = f[—h,0, h]. Entao

Q

/_hhf(x)dx /_hhf(O) + £[0, —h]x + f[—h,0,h]x(x + h)dx

_ /_ hh £(0) + f[—h, 0, h)x2dx

— 2hf(0) + ZTth[—h,O,h],

em que na primeira passagem usamos o fato de que x é uma fun¢ao impar. Como

flen0,n] = LM +12f}(li21) ~2f(0)

resulta

[ pde () 4£0) 4 £0) 6



Para estimar o erro dessa aproximagdo usamos novamente (13). Neste caso, n = 2, que é o

grau da interpolagdo. Entao

max " h
€| < %/_h (x4 B)x(x — )| dx.
O integrando é uma fungéo par, e entre 0 e i vale x(h? — x?). Disso resulta
1"
€| < M;ﬁ _ 17)
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Isso representa uma ordem de grandeza a mais do que o erro cometido com a interpolagdo de
grau 1. De fato, como veremos a seguir, podemos melhorar essa estimativa, ganhando ainda

mais uma ordem de grandeza.

6.3 Uma estimativa de erro melhor para a interpolacao de grau 2 usando o ponto médio

O ganho ao se trocar interpolagdo de grau 1 por interpolacdo de grau 2 (usando ponto médio) é

maior do que o esperado por causa do seguinte fato.

Proposicdo 4. Se g é ciibica em [—h, h] entdo
h h
/hg(x)dx = /hpg[—h,O,h](x)dx.
Em outras palavras, fungodes ciibicas podem ser integradas com exatidio com o polindmio interpolador de

grau 2, desde que seja usado o ponto médio.

Demonstragio. Primeiro escolhemos um ponto a arbitrario em [—#h, h], distinto dos pontos —h, 0
e h, e tomamos o polindmio interpolador pg[—h, 0,h,a], que tem grau 3. Como esse polindmio
coincide com g em quatro pontos distintos, e g também é um polindmio ctibico, pela unicidade

de interpolagdo (Teorema 1) trata-se do mesmo polindmio:
8(x) = pg[—h,0,h,a](x) .
Usando (2),
8(x) = pg[—h,0,h,al(x) = pg[—h,0,h](x) + g[—h,0,h,a](x + h)x(x — h),

de onde concluimos que g e pg[—h,0,h] diferem entre si apenas por um mdltiplo da fungao
x(x? — h?). Mas essa funcdo é impar e sua integral em [—F, k] é nula. Portanto g e pg[—h,0, 1]
tém a mesma integral em [—#, h]. (Observe que g[—h, 0, h, a] ndo depende de a, pois é a derivada

terceira de g em algum ponto c, e a derivada terceira de ¢ é constante. Ainda bem!) O
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Agora exploraremos a Proposicdo 4 para melhorar a estimativa de erro da integragdo com

interpolagdo de grau 2. De novo tomemos um ponto a € (—h,h) \ {0}. Entdo
h
e = [ FGx) = psl=h0n(x)dx
h
— /_hf(x) — pgl—h,0,h,a](x)dx,

em que na primeira igualdade temos a definicdo do erro de integracdo € e na segunda igualdade

usamos a Proposi¢do 4 com ¢ = p f[—h, 0, h, a]. Entdo, usando (13)

max 4
|€|<¢/ (x + h)x(x — h)(x — a) | dx.

A integral depende continuamente em a, com a € [—h,h|, e a estimativa vale para qualquer

a # 0 (com |a| < h). Entdo a estimativa vale para a = 0:
(4)
le| < max|f ’/ (x +h)x?(x —h)|dx.

O integrando é uma fungio par e igual a x?(h? — x?) em [0, h]. Disso resulta

max | f(4)

| 5
el < . 18
| | > 90 h ( )

E essa estimativa que usaremos no método de Simpson.

7 Métodos de integracido por repeticao

A ideia de interpolar uma funcdo para obter uma estimativa de sua integral pode ser melhor
aproveitada se for repetida ao longo de uma série de pequenos trechos. De forma geral, se f é

uma fungéo a valores reais definidas no intervalo [a, b],

(i) define-se uma particgdoa = xp < x1 < xp < ... < x, = b, em que o intervalo [x;_1, x;] da

particdo é denominado a i-ésima célula ou repeticio, i =1, ...,n;
(ii) na célula i, escolhem-se alguns pontos, que definirdo um polindmio interpolador p;;

(iif) integra-se p; ao longo da célula i, como aproximacdo da integral de f ao longo da mesma

célula;
(iv) somam-se os resultados da integracdo dos p;’s, com i variando de 1 a n.

As etapas (ii) e (iii) foram desenvolvidas nas se¢des anteriores em dois casos: primeiro, quando
sdo escolhidos os pontos extremos da célula, e o polindmio interpolador tem grau 1 — trata-se do

Método dos Trapézios; segundo, quando sdo escolhidos os pontos extremos e o ponto médio, e
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o polindmio interpolador tem grau 2 — trata-se do Método de Simpson. O que faremos aqui é
desenvolver férmulas para esses dois métodos em que 7 seja um pardmetro a escolher, supondo
que todas as células tenham o mesmo tamanho. Além disso, obteremos as estimativas de erro

nos dois casos.

7.1 Método dos Trapézios

Vamos supor que todas as n células tém mesmo tamanho, e chamemos de / esse tamanho. Evi-

dentemente,

Na célula i, trocamos f pelo interpolador p¢[x;_1, x;], que tem integral (a0 longo da célula) igual

a
h
5 (fxica+f(xi))

segundo (14). A férmula (14) pode ser usada na célula i ap6s uma translagdo das coordenadas

que leve x;_1 em 0 e x; em h. Somando ao longo de todas as células, obtemos

[ Fde B (fao) 42 ) 42 () b A2 ) fG)) (9

que é a conhecida formula dos Trapézios.

O erro que se comete nesse procedimento de integracdo pode ser estimado pela soma das
estimativas de erro em cada célula. Usando (15), e agora utilizando o méximo de |f”| em todo o
intervalo [a, b], ficamos com a estimativa

max "

W en.
12 "
Como n = (b — a)/h, a estimativa de erro resulta em

max |f"|

V2
B (b—a)h”. (20)
Alternativamente, podemos colocar / em fun¢ado de n, para obter

max | f”|
12

31
n?’

(b—a) (21)

7.2 Método de Simpson

De novo iremos supor que todas as células ttm o mesmo tamanho, mas em cada célula [x;_1, x;]
usamos os pontos x;_1, X; € X; = %(xi,l + x;) para determinar um polindmio interpolador de
grau 2. Agora definimos h como sendo metade do tamanho da célula, de forma que podemos

transladar coordenadas e usar os resultados acima calculados na célula [—h, h].
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De (16), obtemos a aproximagao

g (f(xic1) +4f (%) + f(x))

para a integral de f na célula i. Somando de i = 1 até i = n obtemos a formula de Simpson:

[ F B () ap0) 4 20 0) 4 4F ) + 4 2 (0 0) 48+ ) @)

Para estimar o erro cometido nessa férmula, usamos o erro estimado em cada célula, em (18).

Como
" b—a
2k
a soma dos erros pode ser estimada por
max | f14) 4
130 (b—a)h (23)

Alternativamente, deixando a estimativa apenas em fungdo de n,

max |f(4)|

—_ 5.—
2880 P9

. 24)

8 Complementos

8.1 Espacamentos regulares e as diferencas simples

Agora consideraremos o caso em que os pontos da interpolagdo estdo igualmente espacados, isto
é, existe h > 0 tal que

X = xo + hk,
para qualquer j = 0,1,...,n. Neste caso, poderiamos denotar a diferenca dividida de maneira

mais compacta, por exemplo
FElxo) = flxo,x0 + B, ..., x0 + hk].

Neste caso, a relagdo de recorréncia (4) fica assim expressa:

fk[x ] o 571[x1] - Iic*l[x(]] (25)
hLP00 hk '

Mais ainda, o denominador em cada etapa da recorréncia sendo conhecido, pode-se definir
outra grandeza, também por recorréncia, sem porém a divisdo. Essa grandeza serd denominada
diferenca simples e serd denotada por A f}ll‘ [x0]. Para k = 0 ela coincide, por defini¢do, com a
diferenca dividida:

Afplxo] = filxo] = flxo] = f(x0).
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Depois define-se, parak > 1,

Afylo] = Ay~ ] = AfT xo] (26)
Deixamos ao leitor a tarefa de mostrar que

k
o) = i)

Assim,

pelxo, xo+h,...,xo+nhl(x) = pglxo,x0+h, ..., x0+ (n—1)h](x)

+A§{}[;O] (x —x0)(x —xg—h)---(x —x90— (n—1)h) (27)
e
prlxo, xo+h, ..., x0 +nhl(x) = AfP[xo] + Afﬁh[xo] (x — x0)
Afj [xo] Afy [x0]

(x—x0)(x—xg—h)+...+

(x—x0) - (x—x0— (mn—1)h). (28)

21h? n!h"

8.2 Derivadas aproximadas por diferencas divididas simétricas

A discussdo acima sugere que as derivadas de qualquer ordem de f podem ser aproximadas
com diferengas divididas de pontos préximos a xy. Evidentemente é importante se analisar o
erro dessa aproximacdo, em particular se a escolha desses pontos pode minimiza-lo.
Por exemplo, analisemos a derivada f’(xg), que gostariamos de aproximar por uma diferenca
dividida. O natural é tomar
f(xo+h) — f(xo)
I y

pois é esse quociente, que tomado ao limite, usualmente define a derivada de f em xy.

f[x()/ X0 + h] -

Para medir o erro cometido em relagdo a f'(xg), escrevemos a expansdo de f até primeira

ordem
fxo+h) = f(x0) + f'(x0)h + O(h?)
e a substituimos na férmula da diferenca dividida, obtendo

flxo,x0 +h] = f'(x0) + O(h).

Acontece que essa ndo é a melhor maneira de se obter a aproximagdo de f'(xp). Podemos

expandir f com os incrementos +h e —h, desta vez até segunda ordem:

Flroth) = Flxo) + F/ i+ 2502 o)

f(xo — h) = f(X()) — f’(xo)h + @hz + O(hS) .
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Entao
flxo+h)—
2h

Veja que foi importante expandir até segunda ordem, porque a simetria dos incrementos acaba

Flivo — Iy o+ ] = f0=h) _ gy 1+ 00,

cancelando os termos de poténcia par, em particular o termo em h?. Concluimos que f[xo —
h, xo + h] é uma aproximagdo mais eficiente que f[xo, xo + h] para f’(xo).

Da mesma forma pode-se mostrar que

flxo —h, x0,x0 + h] = f”( )+0(h2)

f///( )
flxo —3h,xo — h, x4+ h, xo + 3h] = + O(h?),

etc.

8.3 Interpolacdao de Hermite

8.4 Spline ctbico

8.5 Integracdes a la Riemann: estimativas de erro

8.6 Estimativa de erro assintética para Trapézios e Simpson

8.7 Integracdo gaussiana
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