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Algoritmos

@ Um algoritmo é um procedimento descrito passo a passo
para resolucdo de um problema em tempo finito.

@ Formalizagdo: maquinas de Turing.

@ Algoritmos séo julgados com base em varios fatores:

e tempo de escrita;

e complexidade de manutengéo;
e consumo de memoéria;

e eficiéncia de execucao.
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Eficiéncia

Quanto a eficiéncia, varios fatores se inter-relacionam:
@ qualidade do codigo;
@ tipo do processador;
@ qualidade do compilador;
@ linguagem de programacao.
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Andlise de Algoritmos

Analise de algoritmos O procedimento geral para se verificar se
um algoritmo termina em tempo finito e efetivamente resolve o
problema proposto...
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Andlise de Algoritmos

Analise de algoritmos O procedimento geral para se verificar se
um algoritmo termina em tempo finito e efetivamente resolve o
problema proposto... ndo existe
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Andlise de Algoritmos

Analise de algoritmos O procedimento geral para se verificar se
um algoritmo termina em tempo finito e efetivamente resolve o

problema proposto... ndo existe e nunca existira! (Tese de
Church-Turing)
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Técnicas para Algoritmos lterativos

Identifique as pré-condigdes do algoritmo.

Identifique os lacos.

Identifiqgue as condi¢des de permanéncia nos lagos.
Mostre que as condigbes sdo eventualmente atendidas
(finitude).

@ |dentifique a lei de recorréncia (ou regra de transigdo) em
cada lago.

@ Encontre um invariante adequado para o algoritmo.
Invariantes de um algoritmo iterativo sdo propriedades, ou
proposicdes légicas, que permanecem inalteradas em
todos os lacos (ou seja, nao sao afetadas pelas regras de
transi¢céo)

@ Mostre que o invariante ao final do algoritmo leva ao
resultado correto.
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Exemplo: Busca Sequencial

Seja A={ay,...,an uma sequéncia de inteiros, e x um
namero inteiro. Construa um algoritmo que ou retorna j tal que
a; = x ou retorna None se 0 nuUmero x nao existe na sequéncia.
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Exemplo: Busca Sequencial

Seja A={ay,...,an uma sequéncia de inteiros, e x um
namero inteiro. Construa um algoritmo que ou retorna j tal que
a; = x ou retorna None se 0 nuUmero x nao existe na sequéncia.

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

Pré condigdes (em “matematiqués”):
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

Pré condigdes (em “matematiqués”):

A={ay,...,an},n>0 (1)
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

Pré condigdes (em “matematiqués”):
A:{ah"')an})nzo (1)

A € uma sequéncia finita de valores (pode ser nula!).
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

Pré condicbes (em “matematiqués”):
A:{ah"')an})nzo (1)
A € uma sequéncia finita de valores (pode ser nula!).

acZvi<n )
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

Pré condigdes (em “matematiqués”):
A={ay,...,an},n>0 (1)
A € uma sequéncia finita de valores (pode ser nula!).
aeZvi<n (2)

A é uma sequéncia de inteiros.
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

Pré condicbes (em “matematiqués”):
A={ay,...,an},n>0 (1)
A € uma sequéncia finita de valores (pode ser nula!).
acZvi<n (2)
A é uma sequéncia de inteiros.

XEL (3)
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

Pré condigdes (em “matematiqués”):
A={ay,...,an},n>0 (1)
A € uma sequéncia finita de valores (pode ser nula!).
aeZvi<n (2)
A é uma sequéncia de inteiros.
XEL 3)

X é um inteiro
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

Pré condigdes (em “matematiqués”):
A={ay,...,an},n>0 (1)
A € uma sequéncia finita de valores (pode ser nula!).
aeZvi<n (2)
A é uma sequéncia de inteiros.
XEL 3)

X é um inteiro
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

Pés-condicoes (desejadas):
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

Pés-condicoes (desejadas):

busca (A, x)=r (4)
r=~None = g #xV0<k<n ()
r #None = ar =X (6)
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and af[i] != x : i
return i if i <= n else None

Il
+
—

Pés-condicoes (desejadas):

busca (A, x) =r
r=None = ax#xvV0< k<n
r#None — ar =X

CRGRC

Seja r o retornado pela funcdo. Se r € None entdo nenhum
nuamero na sequéncia é igual a x. Senao, a, = x.
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):

i, n=20, len(a)—1

while i <= n and a[i] != x : i =1 + 1

return i if i <= n else None
Regras de transicao:
Seja J; o valor de i ao final da j-ésima iteragéo do lago while,
com g =0.

ot =+ 1 (7)

Isso, naturalmente, implica em i = j, ou seja, o valor de i ha

J-gésima iteragdo é j (embora isso possa parecer trivial, ha
lagos mais complexos).
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):

i, n=20, len(a)—1

while i <= n and a[i] = x : i =1 + 1

return i if i <= n else None
E um algoritmo finito? A condigdo de permanéncia do lago
implica que

i<nAaj#x (8)

Ora, mas pela lei de recorréncia, i; € exatamente o nimero de

iteracOes realizadas. Deste modo, sao realizadas no maximo n
iteracdes, e o algoritmo é finito.
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <=n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

E um algoritmo correto?
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <=n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

E um algoritmo correto? Invariante ao final do loop:

ak #xXV0 < k< (i—1) 9
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <=n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

E um algoritmo correto? Invariante ao final do loop:
ax #XV0< k< (i—1) 9)

Todos os valores de Ade 0 a i — 1 séo diferentes de x).
Isso é sempre verdade?
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <=n and a[i] = x : i =1 + 1
return i if i <= n else None

E um algoritmo correto? Invariante ao final do loop:
ax #XV0< k< (i—1) 9)

Todos os valores de Ade 0 a i — 1 séo diferentes de x).

Isso é sempre verdade?

E evidentemente verdade no final da primeira iteragéo do loop,
pois para se estar dentro do loop, ag! = x.
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):

i, n=20, len(a)—1

while i <=n and a[i] = x : i =1 + 1

return i if i <= n else None
E um algoritmo correto? Invariante ao final do loop:

ax #XV0 < k < (i—1) (9)

Todos os valores de Ade 0 a i — 1 séo diferentes de x).
Isso & sempre verdade?
E evidentemente verdade no final da primeira iteracao do loop,
pois para se estar dentro do loop, gp! = x. Ora, mas se existe

um valor de / para o qual o invariante é valido e se a condigéo
de permanéncia continua valida na iteragao seguinte, entao

(a ZXV0 < k< (i—1)Aa£xAi<n (10)
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Exemplo: Busca Sequencial

def busca(a,x):
i, n=20, len(a)—1
while i <= n and a[i] = x : i =i + 1
return i if i <= n else None

E um algoritmo correto?
Invariante ao final do loop:

Ak £XV0 < k < i—1 (11)

O término do loop significa que a condi¢cao de permanéncia foi
violada, ou seja,

i=n+1Va=x (12)
Ora, mas vale também o invariante! Assim, se valor retornado

r for None, entdo i = n+ 1 e vale ax # xV0 < k < n. Senao,
entdo a, = x.
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ Algoritmo para Encontrar o maximo divisor comum de dois
nuameros.

@ A seguinte funcado implementa esse algoritmo para
a>b>1:

def gcd(a,b):
"""Calcula M.D.C.
entre a e b.
requer a>b>0"""

while b!=0:
a, b =b, ab
return a
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo?

def gcd(a,b):
"""Calcula M.D.C.
entre a e b.
requer a>b>0"""

while b!=0:
a, b =Db, &b
return a

Fabio Cozman e Thiago Martins Algoritmos e Complexidade



Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo? Seja a;, b;
o valor das variaveis a e b
no inicio da i-gésima
def gcd(a,b): iteracao.
"""Calcula M.D.C.
entre a e b. { i1 bi
requer a>b>0""" by = a mod b
while b!=0:
a, b =b, ab
return a
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo? Seja a;, b;
o valor das variaveis a e b
no inicio da i-gésima

def gcd(a,b): iteracao.
"""Calcula M.D.C.
entre a e b. { i1 = b
requer a>b>0""" by = a mod b
while b!=0:

Vejaque se a; > b; >0

a, b=b, @ entdo aj .1 > bj1 >0

return a
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo? Seja a;, b;
o valor das variaveis a e b
no inicio da i-gésima

def gcd(a,b): iteracao.
"""Calcula M.D.C.
entre a e b. { i1 = b
requer a>b>0""" by = a mod b
while b!=0:

Vejaque se a; > b; >0
entdo aj,1 > bj,1 >0
Além disso, a; 1 < a; e
biy1 < by

a, b =b, a%b
return a
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo? Seja a;, b;
o valor das variaveis a e b
no inicio da i-gésima

def gcd(a,b): iteracao.
"""Calcula M.D.C.
entre a e b. { a1 = b
requer a>b>0""" by = a mod b
while b!=0:

Vejaque se a; > b; >0

a, b =b, &b entdo aj.1 > b1 >0
return a Além disso, a; 1 < a; e
biy1 < by
O algoritmo termina em
tempo finito!
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo correto?
def gcd(a,b):

"""Calcula M.D.C.
entre a e b.
requer a>b>0"""

while b!=0:
a, b =Db, &b
return a
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo correto?
def gcd(a,b):

"""Calcula M.D.C. a1 = b
entre a e b.

b,'+1 = 4aj mod b,'
requer a>b>0"""

while b!=0:
a, b =Db, &b
return a
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo correto?
def gcd(a,b):

"""Calcula M.D.C. a1 = b
entre a e b.

b,'+1 = 4aj mod b,'
requer a>b>0"""

while b!=0: )
a, b =b, &b 3g; € N*: b1 = & — gib;
return a
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo correto?
def gcd(a,b):

"""Calcula M.D.C. a1 = b
entre a e b.

b,'+1 = 4aj mod b,'
requer a>b>0"""

while b!=0: )
a, b =b, &b 3g; € N*: b1 = & — gib;
return a

gcd (ajt1, bi1) = ged (a;, by)
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo correto?

def gcd(a,b):
"""Calcula M.D.C.
entre a e b.
requer asb>0"""

while b!=0:
a, b =b, a%b
return a
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo correto?

{ai+1 = b

def gcd(a,b): bi,1 = a mod b;
"""Calcula M.D.C.
entre a e b.

requer asb>0""" bni1 =0 = ged (an, bn) =bn

while b!=0: =an+1
a, b =b, ab

return a
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo correto?

{ai+1 = b

def gcd(a,b): bi,1+ = a modb;
"""Calcula M.D.C.
entre a e b. B
requer a>b>0""" bny1 =0 = gcd (an, bn) =bn
while b!=0: =dn1

a, b =b, ab
return a {gcd(a1,b1)=gcd(an,bn)
gcd (an, bn) = an41
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Maximo divisor comum - Algoritmo de Euclides

@ E um algoritmo correto?

{ai+1 = b

def gcd(a,b): bi,1+ = a modb;
"""Calcula M.D.C.
entre a e b. B
requer a>b>0""" bny1 =0 = gcd (an, bn) =bn
while b!=0: =dn1

a, b =b, ab
return a {gcd(a1,b1)=gcd(an,bn)
gcd (an, bn) = an41

gcd (a4, by) = any4
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Maximo valor

@ Conside um exemplo onde queremos encontrar o maximo
valor em um arranjo de inteiros.

@ Um algoritmo simples € varrer o arranjo, verificando se
cada elemento é o maior até 0 momento (e caso seja,
armazenando esse elemento).

@ A seguinte funcéo implementa esse algoritmo:

def encontra_max(a):
i = af[0]

for j in a[1:]:

if j>i: i=]
return i
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Complexidade

@ Consideremos um exemplo no qual temos dois métodos
para resolver o mesmo problema, cada um dos quais com
uma complexidade diferente.

@ Suponha que tenhamos um arranjo x e que queiramos
calcular outro arranjo a tal que:

Y 1%
aj = 711_ .
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Complexidade

Uma solugao é:

def medias(x):

a = [None]xlen(x)

for i in range(len(x)):
temp = 0
for j in range(i+1):

temp = temp + x[j]

a[i] = temp/(i+1)

return a
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Complexidade

Qual é o custo desta funcao?

Note que o loop interno roda n vezes, onde n € o tamanho de
x. Em cada uma dessas vezes, temos um ndimero de
operacoes proporcional a

14+243+---+(n—1)+n,

ou seja,
n—1

. _nin+1) nP+n
%(/Jﬂ)_ =

Portanto o custo total devera ser aproximadamente quadratico
em relacdo ao tamanho de x.
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Complexidade

Uma outra solugéo para o mesmo problema é:

def medias_linear(x):

a = [None]xlen(x)
temp = 0
for i in range(len(x)):

temp = temp + x[i]
a[i] = temp/(i+1)
return a

Essa solucao envolve basicamente n operagdes (ha um custo
fixo e um custo para cada elemento de x); o custo total é
proporcional a n.
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@ Ordenacédo é o ato de se colocar os elementos de uma
sequéncia de informagdes, ou dados, em uma ordem
predefinida.

@ A ordenacao de sequéncias € um dos mais importantes
problemas em computagéo, dado o enorme numero de
aplicacbes que a empregam.
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Ordenacao por Selecado (em ordem decrescente)

def ordena(a):
for i in range(len(a)):
min_pos = i
min_val = a[i]
for j in range(i+1,len(a)):
if min_val > a[j]:

min_val = a[j]
min_pos = |
temp = afi]
a[i] = min_val

a[min_pos] = temp
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Ordenacao por Selecao

A complexidade desse algoritmo é quadratica no tamanho n de
a, pois é proporcional a

_ 2 _
(n—=1)+N-2)+---+2+1= (n 21)'7:” 5 n
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Ordenacao por Insercao

O seguinte sequéncia ilustra o funcionamento de ordenacao
por inser¢cao em ordem crescente:

i
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Ordenacao por Insercao

O seguinte sequéncia ilustra o funcionamento de ordenacao
por inser¢cao em ordem crescente:
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Ordenacao por Insercao

O seguinte sequéncia ilustra o funcionamento de ordenacao
por inser¢cao em ordem crescente:

6 3 4 5 9 8
0 B 6 4 5 9 8
1 3 4 6 5 9 8

Fabio Cozman e Thiago Martins Algoritmos e Complexidade



Ordenacao por Insercao

O seguinte sequéncia ilustra o funcionamento de ordenacao
por inser¢cao em ordem crescente:

i

6 3 4 5 9 8
0 B 6 4 5 9 8
1 3 4 6 5 9 8
2 3 4 [ 6 9 8
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Ordenacao por Insercao

O seguinte sequéncia ilustra o funcionamento de ordenacao
por inser¢cao em ordem crescente:

i

6 3 4 5 9 8
0 B 6 4 5 9 8
1 3 4 6 5 9 8
2 3 4 [ 6 9 8
3 3 4 5 [6] 9 8
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Ordenacao por Insercao

O seguinte sequéncia ilustra o funcionamento de ordenacao
por inser¢cao em ordem crescente:

i

—

WWWWwwo

AWM= O
ARDPMPNOW®
g o s~
oo o g O
‘00 © © © © ©
© 0 0 O 0 ™
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Ordenacao por Insercao

O seguinte sequéncia ilustra o funcionamento de ordenacao
por inser¢cao em ordem crescente:

i

—

WWWWwwo

AWM= O
ARDPMPNOW®
g o s~
oo o g O
‘00 © © © © ©
© 0 0 O 0 ™
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Ordenacao por Insercao (em ordem crescente)

def ordena_inserct(a):
for i in range(1,
temp = afi]
=
while j > 0 and temp < a[j—1]:
alj] = alj—1]

len(a)):

1
alj] = temp
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Ordenacao por Insercao

@ Note que a complexidade de ordenacao por inser¢ao varia
com a entrada!

@ O pior caso é aquele em que o arranjo esta ordenado em
ordem decrescente.

@ O melhor caso, aquele em que o arranjo ja esta ordenado
em ordem crescente.

@ No melhor caso, o custo é proporcional a n.
@ No pior caso, o custo € proporcional a

n(n—A1 P —n
1+2+---+(n—-1)= (2 ): 5
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Definicdo: analise assintotica

@ Para quantificar a complexidade de um algoritmo, vamos
usar a ordem de crescimento do tempo de processamento
em funcdo do tamanho da entrada.

@ Vamos assumir que todo algoritmo tem uma Unica entrada
critica cujo tamanho é N (por exemplo, o comprimento do
arranjo a ser ordenado).

@ A notagao para indicar a ordem de um algoritmo é
denominada “BigOh”. Temos:

O(N ) ordem linear;

O(N?): ordem quadratica;

O(2N): ordem exponencial;
O(log N): ordem logaritmica.
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Definicdo forma

@ O custo T(N) de um algoritmo com entrada de tamanho N
€ O(f(N)) se existem constantes K > 1 e M tal que:

T(N) < K-f(N), YN> M.

@ Ou seja, se um algoritmo € O(f(N)), entdo ha um ponto M
a partir do qual o desempenho do algoritmo é limitado a
um multiplo de f(N).
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Consequéncias da definicao

(N®) + O(N?) = O(N3);
(N?) + N = O(N?);
(ZI 1aINI O(Nk)

(

°
°
o
@ O(1) indica um trecho de programa com custo constante.

@
@
@
@
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Crescimento do esfor¢o computacional

As diversas ordens de algoritmos podem ser esquematizadas
como segue:
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Observacao 1

@ Um algoritmo A; pode ser mais rapido que outro algoritmo
Ao para pequenos valores de N, e no entanto ser pior para
grandes valores de N.

@ A analise por notacao “BigOh” se preocupa com o
comportamento para grandes valores de N, e € por isso
denominada analise assintdtica
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Observacéao 2

@ Um algoritmo pode ter comportamentos diferentes para
diferentes tipos de entradas; por exemplo, ordenac¢ao por
insergdo depende da entrada estar ordenada ou nao.

@ Em geral a complexidade é considerada no pior caso.
Usaremos sempre essa convencao neste curso.
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Observacéao 3

@ A andlise assintética ignora o comportamento para N
pequeno e ignora também custos de programacao e
manutengédo do programa, mas esses fatores podem ser
importantes em um problema pratico.
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Observacao 4

@ O custo de um algoritmo é sempre “dominado” pelas suas
partes com maior custo.

@ Em geral, as partes de um algoritmo (ou programa) que
consomem mais recursos sao os lacos, e € neles que a
andlise assintética se concentra.

@ Note que se dois ou mais lagos se sucedem, aquele que
tem maior custo “domina” os demais.
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Exemplos 1 e 2

e for i in range(1, n):
sum += 1

Custo é O(N).

e for i in range(1, n):
for j in range(1, n):
sum += 1

Custo é O(N?).
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Exemplo 3

Consideremos um exemplo, a procura da subsequéncia
maxima (o problema é encontrar uma subsequéncia de um
arranjo de inteiros, tal que a soma de elementos dessa
subsequéncia seja maxima). Por exemplo:

-2, 11,—4,13 ,-5,2,
—_———
subseq max

Podemos codificar solugdes cubicas, quadraticas e lineares
para esse problema.
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Solucéao cubica

def max_sub sum(a):
sequence = len(a)—1, len(a)-1
maxSum =a[—1] # ultimo elemento

for i in range(len(a)—1):
for j in range(i, len(a)):
thisSum = 0

for k in range(i,j+1):
thisSum += a[k]
if thisSum > maxSum :
maxSum = thisSum
sequence = i, |
return sequence
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Analise

Essa solucéo tem custo:

N—1N—1
Z1
i=0 j=i k=i
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Somas

Para fazer esse tipo de andlise, é importante nos lembrarmos
de algumas férmulas:

NoONIN+T) . ONIN-1)

> i=— =7

i=1 i=0
N N—1

NS N2 N NS N2 N

2 v o o 2__ 'Y Y o
D F=g+5+% D F=g -5 +%
i=1 i=0
N 4 3 2 N—1 4 3 2
Z,-s_’l NN pg_ N _N N
Z 4 "2 " g ar 4 2 "4
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Solucao quadratica

def max_sub_sum(a):
sequence = len(a)—1, len(a)—1
maxSum =a[—1] # ultimo elemento

for i in range(len(a)—1):
thisSum = 0
for j in range(i, len(a)):

thisSum += a[j]
if thisSum > maxSum :
maxSum thisSum
sequence i,
return sequence
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Resumindo:

@ Saiba avaliar a complexidade e identificar pontos criticos,
principalmente focando em lagos;

© Concentre otimizagdes em pontos criticos, somente apés
se certificar que o algoritmo funciona.
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Complexidade logaritmica

@ Vimos até agora exemplos de complexidade polinomial, ou
seja, O(N%).

@ Um tipo importante de algoritmo é o que tem
complexidade logaritmica, ou seja, O(log N).

@ IMPORTANTE: a base do logaritmo néo importa, pois

logs N
logp o

O(log, N) =0 ( ) = O(logg N).
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Exemplo 1

@ Considere que uma variavel x é inicializada com 1 e
depois € multiplicada por 2 um certo numero K de vezes.

@ Qual é o numero K* tal que x € maior ou igual a N?
@ Esse problema pode ser entendido como uma analise do
seguinte lago:

x=N
while x>1:

Xk=2
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Analise

@ A questdo é quantas iteragdes serdo realizadas.

@ Note que se o interior do lago tem custo constante O(1),
entao o custo total é O(K*).

@ A solugéo é simples: queremos encontrar K tal que:
2K > N= K >log, N,

e portanto K* = [log N| garante que x € maior ou igual a
N.

Fabio Cozman e Thiago Martins Algoritmos e Complexidade



Exemplo 2

@ Considere agora que uma variavel x € inicializada com N
e depois é dividida por 2 um certo nimero K de vezes.

@ Qual é o numero K* tal que x € menor ou igual a 1?

@ De novo podemos entender esse problema como o célculo
do numero de iteragbes de um lago:

int x=N;
while x>1:

x\=2;
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Analise

@ A solucgéo é dada por:
1\ K
N<2) <1=N<2K=5 2> N= K >log, N.

@ De novo, temos que K* = [log N| é a solugéo.
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@ Nessas duas situagdes a complexidade total é O ([log N]),
supondo que o custo de cada iteragao é constante.

@ Note que [log N] < (log N) + 1 e portanto:

O ([logN]) =0 ((logN)+1) =0O (logN).
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Busca nao-informada

@ Considere um arranjo de tamanho N e suponha que
queremos encontrar o indice de um elemento x.

@ O algoritmo de busca sequencial simplesmente varre o
arranjo do inicio ao fim, até encontrar o elemento
procurado.
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Busca sequencial

def busca_seq(a, chave):

for i, v in enumerate(a):i
if v==chave:
return i
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@ O custo desse algoritmo no pior caso é O(N), onde N é o
tamanho da sequéncia a.

@ Se x ocorre uma e somente umavez em a e sua posi¢ao
esta uniformemente distribuida, entdao podemos dizer que
o custo médio € proporcional a g ainda de ordem O(N)
(note que as suposi¢cdes aqui feitas sdo muito fortes!).
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Busca binaria

@ Suponha agora que o arranjo esta ordenado. Nesse caso
podemos dividir o problema em dois a cada passo,
verificando se o elemento esta na metade superior ou
inferior do arranjo em consideragao.
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Algoritmo

def busca_binaria(a, chave):
low = 0
high = len(a)—1
while low <= high:
meio = (low+high)//2;
if a[meio]==chave:
return meio
elif a[meio]<chave:
low = meio + 1
else:
high = meio —1
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@ Esse programa faz uma iteragdo que recebe um arranjo de
tamanho N, depois menor ou igual a % (verifique!), depois
menor que %, € assim sucessivamente; no pior caso isso
prossegue até que o tamanho seja 1.

@ Portanto o numero de iteragbes é O ([log N]) e o custo
total é O (log N), ja que o custo de cada iteragcéo é
constante.
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Recursao

@ Um procedimento recursivo € um procedimento que
chama a si mesmo durante a execucao.

@ Recursao é uma técnica importante e poderosa;
algoritmos recursivos devem ter sua complexidade
assintética analisada com cuidado.
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Considere como exemplo um programa que calcula fatorial:

def fatorial(x): return 1 if x <= 1 else xxfatorial
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Analise

@ O método funciona para x = 1; além disso, funciona para
x > 1 se funciona para (x — 1). Por inducéo finita, o
método calcula os fatoriais corretamente.

@ Ocaso x = 1, em que ocorre a parada do algoritmo, é
chamado caso base da recursao.
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Arvore de recursio
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Busca binaria recursiva

def busca_bin(a, x, low, high):
if low>high : return
mid=(low+high)//2
if a[mid]<x : return busca_bin(a,x,(mid+1),high)
elif a[mid]>x : return busca_bin(a,x,low,(mid—1))
else : return mid
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Controle via Stack

@ Um procedimento recursivo cria varias “copias” de suas
suas variaveis locais no Stack a medida que suas
chamadas sao feitas.

@ Sempre é necessario avaliar a complexidade de um
procedimento recursivo com cuidado, pois um
procedimento recursivo pode “esconder” um laco bastante
complexo.

@ Consideremos a fungao recursiva fatorial. Uma execucao
tipica seria:

fatorial(3)—fatorial(2) —fatorial(1)

2 2 2
3 3 3 3 3
Stack
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Custo de fatorial

O custo para uma chamada fatorial (N) é O(N). Uma
solucao iterativa equivalente seria:

def fatorial(n):

fat=1;
for i in range(2,n+1): fat *= i
return fat

Essa solugéo tem claramente custo O(N).
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Recursao de cauda (tail call recursion)

Quando a dltima operacao em um corpo de uma funcéo é a
chamada de outra fungéo, o estado nio precisa ser
preservado.
Em particular, recursées podem ser convertidas em lagcos
simples.
Por exemplo,
function F(X)
if C (X) then
return E (X)
else
return F (G (X))
end if
end function
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Recursao de cauda (tail call recursion)

Quando a dltima operacao em um corpo de uma funcéo é a
chamada de outra fungéo, o estado nio precisa ser

preservado.
Em particular, recursées podem ser convertidas em lagcos
simples.
Por exemplo, E equivalente a:
function F(X) quive '
if C (X) then function F(X)
return E (X) while NOT C (X) do
else X = G(X)
return F (G (X)) end while
end if return E (X)

end function end function

Fabio Cozman e Thiago Martins Algoritmos e Complexidade



Recursao de cauda (tail call recursion)

Quando a dltima operacao em um corpo de uma funcéo é a
chamada de outra fungéo, o estado nio precisa ser

preservado.
Em particular, recursées podem ser convertidas em lagcos
simples.
Por exemplo, E equivalente a:
function F(X) quive '
if C (X) then function F(X)
return E (X) while NOT C (X) do
else X = G(X)
return F (G (X)) end while
end if return E (X)

end function end function
Nao ha custo adicional de armazenamento!
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Recursao de cauda (tail call recursion)

Atencéo! Nem toda linguagem faz otimizacdo de chamada de
cauda (taill call)!

Linguagens que suportam Linguagens que n&o suportam
otimizagéo de chamada de otimizagédo de chamada de
cauda (em 2015!): cauda (em 2015!):

@ C, C++ (compiladores
usuais: GCC, msvc, ICC,
Clang, etc.)

@ Java (IBM J9!)

@ Ruby (opcional,
normalmente desativada)

@ Funcionais em geral
(Erlang, Haskell, F#
Lisp-like, etc.)

@ Java (Oracle HotSpot,
OpendDK, Dalvik)

@ Python (mas h& progresso
recente em pypy)

@ C#, VB.net
o PHP
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Recursao de cauda (tail call recursion)

Atencéo! Nem toda linguagem faz otimizacdo de chamada de
cauda (taill call)!

Linguagens que suportam Linguagens que n&o suportam
otimizagéo de chamada de otimizagédo de chamada de
cauda (em 2015!): cauda (em 2015!):

@ C, C++ (compiladores
usuais: GCC, msvc, ICC,
Clang, etc.)

@ Java (IBM J9!)

@ Ruby (opcional,
normalmente desativada)

@ Funcionais em geral
(Erlang, Haskell, F#
Lisp-like, etc.)

Na davida otimize vocé mesmo!
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@ Consideremos o algoritmo de ordenacgé&o por unido
(mergesort).

@ Considere um arranjo a de tamanho N. Para ordené-lo,
divida o arranjo em 2 partes, ordene cada uma e una as
duas partes (com custo O(N)). O algoritmo completo é
mostado a seguir.
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Algoritmo - parte 1

void mergesort(a) {
temp = [None]xlen(a)
def mergesort_rec(left, right):
if (left+1) < right:

center = (left+right)//2
mergesort_rec(left , center)
mergesort_rec(center, right)
merge(left , center, right)

Continua...
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Algoritmo - parte 2

Esta funcao esta definida dentro do escopo de mergesort:

def merge(left, mid, right):

i_left = left # iterador da 1a metade do vetor de entrada
i_right = mid # iterador da 2a metade do vetor de entrada
i_out = left # iterador da posicao de saida

while i_left < mid and i_right < right:
if a[i_left] < a[i_right]:
temp[i_out] = a[i_left]
i_left += 1

else:
temp[i_out] = a[i_right]
i_right += 1

i_out += 1

while i_left < mid:

temp[i_out] = a[i_left]

i_left += 1

i_out += 1

while i_right < right:
temp[i_out] = a[i_right]
i_right += 1
i_out += 1
# copia o conteudo em temp de volta
for i in range(left, right):
al[i] = temp[i]
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Com um arranjo de tamanho N, temos a seguinte arvore de
recursao (estamos assumindo que N é uma poténcia de 2):

&= Custo O(N)

@ <= Custo O(N)
@ @ @ <= Custo O(N)
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Relacao de recorréncia

@ O custo em cada nivel, O(N), é o custo da combinacao
das solugdes. Suponha que N seja uma poténcia de 2.
Nesse caso teremos log, N niveis, cada um com custo
O(N). O custo total € O(Nlog N).

@ Uma maneira geral de calcular esse custo & considerar

que o custo total T(N) é regulado pela seguinte relacéo de
recorréncia:

T(N):2-T<I;I>+C-N.
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Podemos escrever:
N N N
r(z) =27(3)c(2)
—rw = 2 (2 r(W) e (¥)) oo

= 4.T<IZ) +2-C-N.
Seguindo esse raciocinio, chegamos a

N

T(N)=2K-T(2K

)k -con

para uma recursao de K niveis.
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Sabemos que o numero total de niveis é log, N (para N
poténcia de 2),

T(N) = 206N, T(w) £ C-N-log, N

= N'T<N)+C-N-IogN
N
= C'-N+C-N-logN = O(N -logN),

pois temos T(1) = O(1) nesse algoritmo.
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Se a suposicao que N é uma poténcia de 2 for removida,
teremos um custo de no maximo O(N) em cada nivel, € um
numero maximo de (1 + log, N) niveis. Nesse pior caso,

olog, N
2.N-TA)+C-N-logN+C-N
O(Nlog N),

T(IN) = 21+'°92N~T(N>+C-N-(1+I092N)

se considerarmos que T(1) € uma constante (ja que esse
custo nunca é realmente atingido, pois todas as recursoes
“param” quando N = 1).
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Divisdo e conquista

Existem muitos problemas que podem ser resolvidos pelo
método genérico de “divisao-e-conquista”, no qual o problema
é dividido em partes que sao resolvidas independentemente e
depois combinadas. Esquematicamente temos:

@ Problema original dividido em A sub-problemas, cada um
com entrada N/B.

@ Cada sub-problema dividido em A sub-problemas, cada
um com entrada (N/B)/B.

@ etcetc

@ Até que cada sub-problema seja resolvido.
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@ Podemos em geral obter uma relagao de recorréncia:

T(N)=A- T(g) +c-f(N),

onde f(N) é o custo de combinar os subproblemas.

@ Um resultado geral é o seguinte: A relagao
T(N)=A-T (%) +cNt com T(1) = O(1), tem solugéo

O (NtlogN) se A=B*

(@) (N'OgBA) se A> Bt
T(N) =
O (NL) se A< Bt
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@ Suponha que uma recursao resolve a cada nivel 3
subproblemas, cada um com metade do tamanho de
chamada, e com custo linear para combinar
subproblemas.

@ Ouseja, A=3,B=2eL=1.
@ Como A > BL, sabemos que

T(N) = O <N|0923> — O(N'59),
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Analise

@ Supondo que N é poténcia de 2, temos no primeiro nivel
um custo maior ou igual que ¢ - N;

@ no segundo nivel um custo maior ou igual que 3 - ¢ - g;
@ no terceiro nivel um custo < 32 - ¢ - 2—’!
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Analise detalhada

Com essas consideragoes, chegamos a

T(N) = (custo total das 3'°%Nfolhas = 3/°%N) +
N o, N
(C~N+3-c-§+3 -c-?Jr...)

k1 i
NS e N> (Z) :

i=0

onde k € o numero de niveis da recursao, igual a log, N.
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log, N—1 3 i
— log, 3 N. hd
T(N) N©%3 1 ¢c. N % <2>
3 Iog2N_
_ Nlogz3+CN(§)3 1
5 —
3loga N
cN2

—  Nog23 + TNI0923 —2¢cN

— N'9923 | opNI0%23 _2oN

log, 3
= o(N % )
onde usamos k
Z ai _ gt —1
- a—1
i=0,a>0,a#1
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Teorema

@ O(NZ — NP) = (O(N3) se a> b.
e Prova: cN2 > ¢(N@ — Nb).
e Além disso, N3¢ < N2 — NP para qualquer € > 0, quando
N cresce.
(Suponha N2/N¢ > (N2 — NP); entdo N¢(1 — Nb=3) <1, 0
que é impossivel para N grande.)
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N qualquer

Essa solugéo assume que N é poténcia de 2; se isso nao
ocorre, 0 numero de niveis € menor que (log, N+ 1) e a
complexidade ainda é O (N1°923).
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Resumindo:

@ dado um programa recursivo, determine a relagao de
recorréncia que rege o programa;

© substitua os custos assintéticos em notagdo O(-) por
funcoes;

© obtenha expressdes para T(N), resolvendo somatoérios ou
produtorios.
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Resultado geral

N O (N°9%4)  se A> Bt
TIN = 4T () + Nt = { O(Nlogh) se A= B
O (N se A< B

Temos: ,

NL N
T(N) = cNt +Acgr + AZC@ o
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Analise detalhada

T(N)

Portanto,

T(N)

= AT(N/B) + cN*

= A(AT(N/B?) +c(N/B)-) + cN-

= A(A(AT(N/B®) + c(N/B?)") + c(N/B)L) + cN-
= AT(N/B®) + A2c(N/B?)" + Ac(N/B)- + cN*-
= AST(N/B®) + cN-(1+ A/B-+ (A/B4)?).

para k niveis:

= AkT(N/Bk) + CNL(‘I + A/BL et (A/BL)k_1)
k—1

= AT(N/BX)+cN-Y (A/BY.
i=0
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Analise detalhada: Caso 1

Se A/BL =1, temos:

k—1
T(IN) = A"T(N/B")+CNLZ1
i=0

= AKT(N/BX) + cNtk.

Tomando k = logg N, temos:

T(N) = A°9%NT(N/B°9%N) 4+ cNtlogg N
= N99AT(N/N) 4 cNtlogg N
= N99A¢’ 1 cNlogg N
= ¢'NE+cNhlogg N

pois logg A = L, e portanto obtemos O(Ntlog N).
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Analise detalhada: Caso 2

Se A/BL < 1, temos:

k—1
T(N) = AT(N/B)+cN-> (A/BY
i=0

Ak K L ([ (A/BLK —1
= A'T(N/B*)+cN (A/BL—1>

Tomando k = logg N, temos:

1— (A/BL)IogBN

1 - A/BL )
NIOgBAT(N/N) + C”NL(1 _ (A/BL)l()gBN)
NlogBAC/ + C//NL _ C”N|OQBA

T(N) = A'OgBNT(N/B'OgBN)+cNL<

e notando que logg A < L, obtemos O(N*).
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Analise detalhada: Caso 3

Se A/BL > 1, temos:

k—1
T(N) = AT(N/B)+cN-> (A/BY
i=0

_ Ak K L (1—(A/BY~

Tomando k = logg N, temos:

(A/BL)IogBN_1

A/BL 1 )
NIOgBAT(N/N) + C//NL((A/BL)IOQBN —1)
NlogBAC/ + C”N|OQBA _ C//NL

T(N) = A'OgBNT(N/B'OgBN)+cNL<

e notando que logg A > L, obtemos O(N°9s4).
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Exemplo: Inversdo de Matrizes

@ O algoritmo de Strassen para inversdo de matrizes N x N
divide o numero de linhas pela metade, mas realiza sete
chamadas recursivas por vez, com custo O(N?) de
combinagao.

@ Portanto o custo de inversdo de uma matriz € O(N'©%7).
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Little oh

@ T(N) é o(f(N)) se existe M positivo tal que
T(N) < elf(N)|

para todo N > M e todo € > 0.
@ Isto é, limy ., f(Xx)/g(x) = 0.
@ Little oh ndao é muito usado (ndo vamos usar nesse curso).
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Big Omega e Big Theta

@ T(N)é Q(f(N)) se existem k e M positivos tal que
T(N) > kf(N)

para todo N > M.
@ T(N) éO(f(N)) se existem kq, ko e M positivos tal que

kif(N) < T(N) < kof(N)

para todo N > M.
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Exercicio

Prove: se f(N) é ©(NL), entdo
O (N°9s4)  se A> B,

T(N):A-T<I;I>+f(N): (’)(NLlogN) se A= Bt
(’)(NL) se A< BL.
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Formulario

° blogca:alogcb;

) Iogba::gg—‘?ﬁ;

02,1 —f/—1) f(n) — f(0);
° ZI 1 N+1)’

o ¥y ="

o YN R= 4 4

o TN A=t g

o Y P=tr+ 4 I

o TNR_N NN

° Zf:o,a>0,a7é1 a = ak;f

0o i 1
® > Toaci01d =13

n . i a—(nt1)a™ ! +nat?
o Zi:o,a>0,a;£1 I-a= (1—a)?
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@ O algoritmo mais usado para ordenacgao € o quicksort, que
tem pior caso O(N?)!

@ Seu caso médio, quando a entrada é uma permutacao
uniforme, € O(Nlog N). Na pratica o quicksort € muito
rapido para arranjos nao ordenados.
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Algoritmo

def quicksort(s, a, b):

if a>=b:
return
p = s[b] # pivot
Il =a
r = b-1

while [<=r
while I<=r and s[l]<=p:

[ = 1+1
while I<=r and s[r]>=p:
r=r—1
if I<r:
temp = s[I]
[|] = s[r]
s[r]=temp
s[b] = s[I]
s[1] =
quicksort(s, a, (l—1))
quicksort(s, (1+1), b)
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Andlise no caso médio: quicksort

TINy=C-N+T({)+T(N—1)

Onde i € a posigao do pivo.
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Andlise no caso médio: quicksort

TINy=C-N+T({)+T(N—1)
Onde i € a posigao do pivo.

@ No caso médio, a entrada pode ser vista como uma
permutacao aleatéria do vetor ordenado.

@ A posicao final de cada particao tem distribuicdo uniforme
no vetor, independentemente da posigao original do pivod
(verifique!).
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Andlise no caso médio: quicksort

TIN=C-N+T({)+T(N—1)
Onde i é a posi¢ao do pivo.
@ No caso médio, a entrada pode ser vista como uma
permutacao aleatéria do vetor ordenado.
@ A posicao final de cada particao tem distribuicdo uniforme

no vetor, independentemente da posigao original do pivod
(verifique!). Assim,

N

2 —1
> E(T()
i=0

E(T(N))=C N+

2|
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Andlise no caso médio: quicksort

Seja
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Andlise no caso médio: quicksort

Seja
2 N—1
AN =C-N+— Y A
N <
i=0
N—1
N-AN)=C-N?+2) A
i=0
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Andlise no caso médio: quicksort

Seja
o N
AN)=C N+ 2 A(i)
N—1
N-AN)=C-N?+2) A
i=0
Logo,
N—-2
(N=1)-AN—1)=C-(N-1)>+2) A/
i=0
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Andlise no caso médio: quicksort

Seja
o N
AN)=C N+ 2 A(i)
N—1
N-AN)=C-N?+2) A
i=0
Logo,
N—-2
(N=1)-AN—1)=C-(N-1)>+2) A/
i=0

N-AN)=(N—1)-AN—-1)+2C-N—C
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Andlise no caso médio: quicksort

N-AN)=(N-1)-AIN-1)+2C-N-C

Dividindo-se ambos os lados por N(N + 1),
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Andlise no caso médio: quicksort

N-AN)=(N—-1)-AIN-1)+2C-N—-C
Dividindo-se ambos os lados por N(N + 1),

) _ AN-1) + 2C ¢
N = N N-+1 — N(NTT)
A(N— ) _ AN-2) + 2 C
N = TN N — (N-1)N
AN-2) _  A(N-3) + 2C Cc
N1 — N2 N—1 — (N—2)(N-1)
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Andlise no caso médio: quicksort

N-AN)=(N-1)-AIN-1)+2C-N-C

Dividindo-se ambos os lados por N(N + 1),

ANN) AN )+ 2C _ __C

N1 N N-+1 — N(N+T)
AN-1) _  AN- )+§7 C

N = TN- N — (N-1)N
AN-2) A(N )+ 20 Cc
N—T = N—1 — (N—2)(N-1)

Somando-se e desprezando-se os termos O(C/N?),

AN) A1) N+1
N+1_ 2 ' (202 )
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Andlise no caso médio: quicksort

N +1 2 I_:3/

AN A o205 1)

Mas sabe-se que 3" M5 1/i = O(In N) (Soma de Euler)
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Andlise no caso médio: quicksort

N +1 2 I_:3/

AN A o205 1)

Mas sabe-se que 3" M5 1/i = O(In N) (Soma de Euler)

AN) — AQ1)
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Andlise no caso médio: quicksort

N +1 2 I_:3/

AN A o205 1)

Mas sabe-se que 3" M5 1/i = O(In N) (Soma de Euler)

AN) — AQ1)

A(N) = O(NIn N)
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Multiplicacdo de grandes numeros: Algoritmo de

Karatsuba

Sejam os numeros a serem multiplicados x e y,
aproximadamente da mesma ordem (nimero de digitos),
expressos como

X=Xxp B+ X

Yy=Yn-B+y

Onde xp, X;, ¥n, ¥ tém metade dos digitos de x e y e B € uma
poténcia apropriada da base do sistema de numeragao. Assim,

X-y=Xn yn)B?+ (Xn-Yi+x-yYn)B+x -y
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Multiplicacdo de grandes numeros: Algoritmo de

Karatsuba

Sejam os numeros a serem multiplicados x e y,
aproximadamente da mesma ordem (nimero de digitos),
expressos como

X=Xxp B+ X

Yy=Yn-B+y

Onde xp, X;, ¥n, ¥ tém metade dos digitos de x e y e B € uma
poténcia apropriada da base do sistema de numeragao. Assim,

X-y=Xn yn)B?+ (Xn-Yi+x-yYn)B+x -y

A multiplicagéo convencional (O(N?), onde N é o nimero de
digitos) pode ser decomposta em quatro multiplicacées com
metade do tamanho da original.
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Multiplicacdo de grandes numeros: Algoritmo de

Karatsuba

Anatoly Karatsuba:

X-y=2zp-B?+zm B+ z

onde
Zn = Xn-Yn
Zr = Xy
Zm = (Xn+X)-WYn+Y)—2n—2

A multiplicacdo por Karatsuba converte uma multiplicagédo em

trés sub-multiplicagdes, cada uma com metade do tamanho da

original, e algumas somas e subtracdes (O(N)).
T(N)=3T(N/2)+C-N
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Multiplicacdo de grandes numeros: Algoritmo de

Karatsuba

T(N)=3T(N/2)+C-N
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Multiplicacdo de grandes numeros: Algoritmo de

Karatsuba

T(N)=3T(N/2)+C-N

T(N) = O(N'©%3)
Note que O(N'°923) é melhor que O(N?).
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