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Esse é um resumo operacional dos principais conceitos
usados para uma andlise estatistica descritiva e expressao de
resultados. Consulte a literatura nas referéncias para
aprofundar seus estudos e para melhor compreensdo dos
conceitos.

Estudar a natureza significa observa-la e para isso, podemos usar nossos
sentidos e, talvez, algum instrumento apropriado. Quando usamos um
instrumento realizamos uma medida.

Medidas podem ser diretas, quando medimos o comprimento de uma
folha de papel com uma régua, ou o tempo de duracdo de um evento com um
crondmetro, ou indiretas quando sdo derivadas de outras medidas, em geral
diretas. Uma medida direta consiste em comparar a grandeza buscada com
um padrao calibrado. Quando medimos um comprimento com uma régua,
simplesmente comparamos o nosso objeto com a escala do instrumento de
medida utilizado. Escalas podem ser multiplas e variadas. Podemos medir a
riqueza de uma pessoa em varias moedas diferentes: Real, Doélar, Dinar, Rand,
etc. A diversidade das escalas monetarias traz um problema imediato: 100
Dinares ¢ mais ou menos que 100 Randes? Como converter uma moeda em
outra? O mesmo ocorre com as réguas. Imagine se cada pais tivesse sua propria
régua! Em 20 de maio de 1875, na Convencao do Metro em Paris, 17 paises
definiram o metro como unidade padrdo assim como as formas de sua
realizagao.

Q1. Imagine que vocé tem um amigo marciano e suponha que vocés tém uma
linguagem comum. Como vocé explicaria para ele o tamanho de 1 metro?

Ordem de grandeza ¢ a poténcia de 10 que melhor representa o valor de
uma medida acompanhado de sua unidade.

Medida Ordem de grandeza
Fio de cabelo 10%cm
Folha de caderno 10' cm
Distancia da Terra a Lua 10° km
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Qualquer que seja o instrumento de medigdo, sua escala tem um niimero
limitado de divisdes. A precisdo de uma medida ¢ limitada na fabricacdo
(Qualidade do material, precisdo dos procedimentos de calibragao, etc.) Quando
uma leitura ocorre entre dois tragos consecutivos da escala, qual o valor da
medida? Veja a figura 1.
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Figura 1- Exemplo de leitura de uma régua milimetrada.

A barra que estd sendo medida tem uma extremidade ajustada no
zero da escala ¢ a régua ¢ milimetrada. A outra extremidade da barra nao
coincidiu com nenhum trago. Qual o valor da medida? Ela ¢ maior do que 2,7
cm ¢ menor do que 2,8 em. Portanto, a medida ¢ 2,7 mais alguma coisa,
centimetros. Quanto vale essa “alguma coisa”? Podemos arriscar valores tais
como 0,03, 0,04 ou 0,05 sem garantia de que alguma seja melhor que outra. E
tao certo escrever 2,73 cm como 2,75 cm, mas seria bom se houvesse uma
forma de expressar a nossa duvida.

Valor verdadeiro de uma medida ¢ uma abstracao ¢ ¢ desconhecido na
maioria das vezes. Seria o resultado de uma medida perfeita, que nao existe. O
erro de uma medida ¢ a diferencga entre o valor da medida e o valor verdadeiro.
Como nao conhecemos o valor verdadeiro, o erro também € desconhecido. O
melhor que sabemos fazer sdo estimativas. A incerteza de uma medida ¢ uma
estimativa de seu erro. A melhor estimativa para o valor verdadeiro de uma
grandeza e sua respectiva incerteza podem ser obtidos e interpretados em
termos da teoria de probabilidades. Existem inimeros textos sobre o assunto.
Em particular recomendamos o livro “Fundamentos da Teoria de Erros”, de J.
H. Vuolo (1992).

No exemplo na figura 1, podemos dizer que na medida do tamanho da
barra, entre 2,73 e 2,75 cm, os algarismos 2 e 7 sdo exatos, enquanto 3, 4 ou 5
sao duvidosos. Os algarismos certos mais o duvidoso sdo todos algarismos
significativos. Em 2,73 cm, os trés algarismos sao significativos sendo 2 ¢ 7
certos ou exatos e 3 incerto ou duvidoso. Nao seria correto escrever 2,735
fazendo uso da mesma escala. Isso porque, se o 3 ¢ duvidoso, o 5 perde
totalmente o sentido. Dai surge a regra: nunca escreva uma medida com mais de
um algarismo duvidoso, ou de outra forma, o Gltimo algarismo de uma medida ¢é
o duvidoso.
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Queremos agora expressar a medida juntamente com a sua incerteza. De
maneira geral, podemos adotar essa incerteza como sendo igual o valor da
metade da menor divisio da mesma. Portanto, a medida do comprimento da
barra estard completa quando escrevermos:

L =(2,73 £0,05) cm, isto é, L £ AL, onde AL ¢ a incerteza na medida.

Isso significa que entre os valores de 2,68 cm a 2,78 cm, todos os valores
intermediarios representam a medida do comprimento da barra com alguma
probabilidade. O valor de AL ¢ a sensibilidade ou precisdo do instrumento, isto
¢, o menor variacao de valor que o instrumento ¢ capaz de fornecer. O valor de
AL ¢ definido pelo fabricante do instrumento considerando a sensibilidade e
reprodutibilidade do instrumento e da calibracao adotada.

Note como essa definicdo ¢ aplicada no caso da barra terminar
exatamente sobre uma divisao da escala, na figura 2. A incerteza ndo se altera e
nesse caso o zero a direita é um algarismo significativo duvidoso.

TR

Figura2 - L =(2,50=+0,05) cm.

Afirmamos que a incerteza da escala ¢ a metade da menor divisdo da
escala. Essa ndo ¢ uma regra rigida. Dependendo da familiarizacdo do operador
com a escala e do maior ou menor espacamento entre os tragos de divisdo da
escala, outros valores poderao ser tomados como incerteza na leitura.

Na tabela 1, a seguir um mesmo valor foi escrito com diferente nimero
de algarismos significativos. O algarismo significativo mais a direta, em
negrito, ¢ o duvidoso. E sobre ele que em geral incide nossa incerteza.

Tabela 1. Algarismos significativos

X(m) significativos
M1 = 57,846 5
M2 = 5,78x10" 3
M3 = 5,784600x10' 7
M4 = 0,6 x10° 1

Caso M4, com apenas um significativo fosse convertido para milimetros,
seria escrito como M4 = 6 x 10* mm (em notacdo cientifica), muito diferente
de 60000 mm cujo valor tem cinco algarismos significativos. A regra de
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arredondamento aqui usada foi arredondar o ultimo digito para “cima” caso o
;e . . , . %
digito posterior seja >5, mantendo-o caso contrario .

Um outro exemplo ¢ ilustrado a seguir: Suponha que se deseje medir o
tamanho do besouro na figura 3. Primeiramente precisamos definir como medir
o tamanho de um bezouro:

| Supondo que o tamanho de um
o bezouro seja apenas o de seu
E COIpo sem as pernas:

= a)L=1,5+0,1 cm

B b) L=1,53 £ 0,05 cm

= ¢)L=1,55%0,05

=~ d)L=1,552+0,001 cm

Figura 3. Medindo o tamanho de um besouro

A medida na figura 3, agora depende da régua e do operador. Se
considerarmos somente a régua, b) L = 1,53 £ 0,05 cm ¢ a medida correta. Mas
se julgarmos que o operador comete erros de alinhamento poderiamos dizer que
a) L=1,5+%0,1 cm. Note que em ¢) L = 1,55 £ 0,05 falta a unidade e em d) a
incerteza foi claramente subestimada. Para decidir entre a) e b) precisaremos de
métodos estatisticos. A incerteza ¢ quem determina o numero de algarismos
significativos (e o numero de casas decimais) usado na representacio
completa do resultado.

Estatisticas descritivas:

Quando trabalhamos com varios resultados de uma medicdo em
condicoes de repetitividade, podemos usar métodos estatisticos para resumir e
consolidar as informag¢des obtidas. Por exemplo, ao medir varias vezes o tempo
de queda de um corpo obtemos, em geral, um conjunto de medidas cujos
valores diferem entre si. Qual ¢ o valor que melhor representa a medida do
tempo de queda do corpo? Qual sua incerteza? Poderiamos usar apenas uma
medida e associar lhe a incerteza do aparelho, como por exemplo, a metade da
menor divisao da escala do crondmetro utilizado. Mas a incerteza da escala do
cronometro descreve apenas os erros cronometro (0os erros aleatorios, de seu
mecanismo por exemplo e os sistemdticos como o decorrente de sua calibragdo
contra um padrdo mais exato). Portanto, a incerteza da escala de um
cronometro ndo cobre a incerteza do processo de medi¢do (reag¢do do
operador, leitura da escala, etc.). Como determinar a incerteza de uma medida?

* . . . . . r
Existem outras regras de arredondamento, mais complicadas, um pouco mais precisas, mas nenhuma ¢ exata.
A regra aqui proposta ¢ também usada pela maioria das calculadoras e algoritmos em computadores.
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Podemos medir varias vezes a mesma grandeza e calcular sua
média (aritmética) dada pela equacdo 3.1. 4 média é a melhor estimativa do
valor mais provéivel de um conjunto de medidas’. A média aritmética é o
resultado que mais se aproxima do valor mais provavel de uma medicao (o
valor mais provavel tende ao valor verdadeiro apés infinitas medicées). E por
1sso que usamos a média aritmética de suas notas para representar seu
rendimento na disciplina.

Média de n medidas i (1)

A titulo de exemplo, usamos o cronometro de um celular para medir o
tempo de queda de um corpo, conforme mostrado no quadro 1. A incerteza
nominal do crondmetro foi de 0,05 s.

Quadro 1: Tempos de queda de um corpo (s). Os valores anotados seguem a
precisdo do crondmetro, +0,05 s.

4,52 3,83 4,02 4,06 3,70
3,88 3,56 4,99 3,81 4,06

A média das medidas vale ¢ = 4,04s . Podemos visualizar melhor as medidas e
sua dispersao em torno da média no diagrama na Figura 4.

6.0
55
50 .
45§ o

40f === —g — =S —— - ———————- e-—2*-1/404s
3.5 °
3.0
25
20 £

Figura 4. Tempos medidos num crondémetro ¢ a média.

Note a dispersao das medidas em torno da média. Como calcular essa
dispersdo? Uma primeira tentativa ¢ calcular a “distdncia” de cada ponto a
média:

dispersdo = lz (t, - 7) (2)
n

Infelizmente o resultado de (2) ¢ nulo! (prove isso). Para evitar o resultado nulo
poderiamos calcular a média dos modulos das diferengas, mas por varias razoes
que voc€ vera em seu curso de estatistica, usamos a média dos desvios

 Supondo uma amostra aleatéria simples de uma populagdo normalmente distribuida.
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quadraticos. A equacdo 3. fornece a estimativa do desvio padriao de » medidas
do tempo de queda do corpo, também chamada desvio padrao da amostra.

. ~ 1 -
Desvio padrao de uma g = Z(t —t)2 —0,42s
amostra: n—1 !

3)

n

O desvio padrdao ndo ¢ exatamente a média de n valores, (¢, —7)* porque ao

(12l

introduzir a média dos tempos “7” em (3) o enésimo termo do somatorio €
conhecido a priori, pois pode ser calculado de forma exata com as (n-1)
medidas e a média fornecida. Portanto perdemos 1 grau de liberdade e temos
(n-1) valores independentes no somatdrio. No limite, a equagdo (3) tende ao
desvio padrao:

Desvio Padriio da populacio: 0= %EZZ(S ) (4)

O Desvio Padrao ¢ uma medida da dispersdo de nossas medidas. No caso de
medidas aleatorias, o intervalo definido por =+ 1 desvio padrdo contém 68,3%
das medidas. Trés desvios padrdo compreendem 99,5% das medidas, como
mostrado na figura 5. O desvio padrao das 10 medidas com o crondmetro vale
s=0,42s.

6.0 ¢
55+ +30

50+ °

45+ @ o
R e e e . ——-I ———————— s---*-14,04s
3.5 °

3.0 £
25+
2.0 £

Figura 5. Tempos medidos num crondmetro, a média e os intervalos definidos
por um e trés desvios padrdo. Note que aproximadamente 7 medidas (70%) estao
dentro do intervalo de £ 1 &, que é compativel com a probabilidade mencionada
no texto.

Afirmamos inicialmente que o crondmetro utilizado tinha precisdao de 0,05 s, o
que nos levou escrever a primeira medida:

t, =(4,5240,05)s .

Essa ¢ uma notagdo que expressa a medida (4,52) sua incerteza (0,05) e a
unidade (s). No Quadro 1 simplificamos a notacdo citando a incerteza ¢ a
unidade na legenda.
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Verificamos que a incerteza do nosso experimento (s = 0,42 s) ¢ muito
maior que a incerteza do crondmetro. Sdo duas grandezas diferentes. Temos que
compor a incerteza do crondometro (escala, calibracdo, etc.) com a incerteza do
nosso experimento. A conta € feita somando as incertezas quadraticas:

2 v
Gtotal = \/(Ginstrumento ) + (aexp erimental ) (5)

Giotal @parece em alguns textos como erro padrao ou desvio padriao estendido.

Para expressar o resultado da primeira medida (t; = 4,52 s) e seu desvio padrao
(s =0,42 s) escrevemos

t,=(45+04)s

onde cuidamos de truncar e arrendondar os valores para que a incerteza tenha
apenas UM algarismo significativo. Ficou claro que podemos usar a notagdo
(x = Ax) mas convém explicar o que significam x e Ax.

Utilizamos um instrumento muito preciso para uma medida muito incerta.
Um alerta: Um processo de medida em geral inclui a incerteza estatistica do(s)
instrumento(s) mas ndo inclui a(s) incerteza(s) de calibra¢do, que depende(m)
de aferigoes externas ao processo.

Com as 10 medidas, calculamos uma média que supomos ser mais precisa
que cada medida individual. A incerteza da média poderia ser determinada
realizando varios conjuntos com n=I/0 medidas, obtendo vérias médias,
calculando a média das médias e a estimativa do desvio padrao das médias
usando a equagao (3). Uma trabalheira! Felizmente a teoria estatistica nos ajuda
e permite prever o resultado, com apenas um conjunto de medidas, dado pela
equacao 6.

Estimativa do desvio padrao da média S, = T 6)
n

Assim, s, =0,42/ V10 = 0,135 . Podemos agora escrever a média das medidas e

seu respectivo desvio padriao da média, 0,13 s. Truncando e ajustando os
significativos temos:

i=(4,0%0,)s.
Esse tultimo resultado mostra que nosso esfor¢o valeu a pena. Fizemos 10

medidas, obtivemos uma média mais precisa que cada medida individual e

RM-2017-guia-incertezas-v4.doc. IFUSP-MHT2017-4323201 7



estimamos o desvio padrdo do nosso experimento. Se ao invés de 10,
tivéssemos feito 100 medidas, o desvio padrio seria aproximadamente o
mesmo, pois € uma caracteristica do processo de medicao, mas o desvio padrdo
da média valeria s, ,=0,042s. Note, que no Quadro 1, registramos

corretamente as medidas com a precisdo do crondmetro. A média e as
estimativas de desvio padrio e desvio padrao da média foram calculados
posteriormente e usados para representar os resultados finais corretamente.

Significativos:

Citando Vuolo, 1992: “Ndo existe uma regra bem definida para o numero de
digitos significativos no desvio padrdo”. Em nossos trabalhos usaremos apenas
UM significativo para expressar o desvio padrdo, lembrando que existem outras
regras, mais detalhadas. Caso seja necessario um tratamento mais rigoroso,
sugiro consultar o livro do Prof. Vuolo, (Vuolo, 1992).

Tabela 3. Expressdo de medidas com incerteza

notacao errada notacao correta
5,30 £ 0,0572 5,30 £ 0,06
1245+ 11 (13£1)x10
0,00002 £ 0,00000050 (2,00 + 0,05) x107
450 + 2,6x10' (45+3)x 10

Note que usamos poténcias de dez para expressar medidas com o nimero
correto de significativos. Cuidado para ndo confundir casas decimais com
digitos significativos. Zeros & direita sao significativos.

Calculos intermediarios: para evitar carregar erros de arredonadamento ¢
comum escrever os resultados intermediarios com 1 algarismo significativo em
excesso, para truncar e arredondar apenas os resultados finais.

Propagacio de incertezas:

Muitas vezes usamos o valor de uma medicdo numa equagdo para
determinar uma outra grandeza. Como calcular (propagar) a incerteza do novo
resultado? Trataremos aqui dos casos mais simples envolvendo as quatro
operagoes e supondo que todas as incertezas envolvidas sdao independentes

Dados x*s. e y£s, com s, e s, Linearmente Independentes:
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a) Soma ou subtragao:

W=x+y|ou [W=x-y szV:S§+S§

b) Multiplicacdo ou divisdo por constante

W = Ax Sy = As

c¢) Multiplicacdo ou divisdo

W =xx ou X 2 2
y W =— SW _ Sx s

d) Poténcias

szm SW

/4

:‘m‘s_x
X

Na soma ou subtracao somam-se as incertezas quadraticas.

Na multiplicagdo ou divisdo somam-se as incertezas
relativas ao quadrado.

Uma formula geral pode ser escrita para grandezas independentes entre si,

(visualize uma soma de catetos em n dimensodes) (Vuolo, 1992, Tabacniks,
2014)

2

(WY, (WY , (WY,
So=l—— | si+H|— | s +|—| s +.. 7
& )7 & ()

Vocé precisara dessa equacao para propagar a incerteza das medidas de queda
livre para tempo, na experiéncia do Reflexo Motor. Veja abaixo a aplicacdo
num exemplo simples. Note que na subtragdo o valor da incerteza aumentou.
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a= 12+3 cm

= 5+2 cm

c=a—-b= |7+4 cm O'vcz O'vcz
eof2e) e f2e) 5
’ ob

da
s =0 si+(=1)s;

s, =32 +2% =13 =3,6¢cm

Representaciao grafica e tabelas.

J&a sabemos expressar incertezas quando escrevemos o resultado de
uma medida. Num grafico podemos expressar a incerteza de cada ponto
experimental na forma de uma barra vertical (ou horizontal) que representara o
intervalo de confianga (+s) definido pela incerteza da grandeza. Veja o exemplo
a seguir em que os dados da tabela 4. foram graficados na Figura 7.

Tabela 4. Espagos e velocidades de um corpo.

n s+ 0,05 (m) v (m/s)
1 4,61 1,8+0,2
2 6,90 2,7+0,8
3 11,13 4+1
4 20,60 10+3

Observe a formatacao da tabela. Duas linhas horizontais definem a barra
de titulos. Uma tultima linha horizontal delimita o fim da tabela. As unidades
acompanham a definicdo das grandezas. Quando a incerteza ¢ constante numa
coluna ela pode ser colocada no titulo. Na coluna 3, cada valor tem a sua
incerteza. Nao ha linhas verticais.

A representacao grafica deve ser “limpa”. Na figura 6 mostramos um exemplo
de um grafico bidimensional com uma reta ajustada. O grafico deve ter eixos
bem definidos, com unidades legiveis e uma escala interpolavel (evite nimeros
quebrados, multiplos de 3, etc.) O grafico pode conter um quadro com os
resultados do ajuste. Mais detalhes e exemplos podem ser encontrados em
Tabacniks, (2015).
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14 -
Equation y=a+b*x
1 |Adj. R-Square 0.94037
12 4 Value Standard Error
1 |velocidade  V(0) -0.07783 0.66517

10 - velocidade Coef. Angular 0.41305 0.12677
2 i
E 8-
[] 4
3
S 6+
Q
o 4
°
> 4 J

24 I
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Espacgo (m)
Figura 6. Velocidades do corpo de prova.
A 3 .
Referéncias:

1. Fisica Geral e Experimental para Engenharia I - FEP 2195 para Escola
Politécnica (2003).

2. Vuolo, José Henrique. Fundamentos da teoria de erros. Ed. Edgard Bliicher,
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4. Tabacniks, M.H. Introdugao ao Tratamento de Resultados Experimentais ¢
Expressao da Incerteza, IFUSP, 2015.

Softwares: Existe grande variedade de programas para tratamento de dados,
calculos estatisticos e graficos: Desde programas tradicionais tais como Excel,
Open Office, Origin, Matematica, Mathlab até pequenos apps, a maioria
gratuitos, que calculam vdarios parametros da estatistica descritiva. Esses
programas podem facilitar muito sua vida no laboratdrio. Sugerimos que vocé
teste e instale alguns desses programas em seu computador (tablet ou celular) e
aprenda a usa-los de forma eficiente. Para sistemas android vocé pode
experimentar: CalcPM, uma calculadora cientifica que propaga incertezas e
Descriptive Statistics, um app que calcula os principais parametros estatisticos e
faz graficos simples.
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Reflexo motor para estimulo visual

1. Objetivos

Medir o reflexo motor para um estimulo visual sob diferentes condicdes.

2. Introducdo

Reflexo motor ¢ o tempo de reagdo para uma reagdo motora a um
determinado estimulo externo (visual, sonoro, etc.). E uma grandeza que pode
ser decisiva em atividades esportivas, para um piloto de avido de caca, em
corridas automobilisticas, num video-game, etc. O tempo médio de reagdo
visual de uma pessoa jovem saudavel varia entre 0,15 e 0,45s. Este ¢
praticamente o tempo que o cérebro demora para receber um impulso nervoso
gerado no olho e promover uma reacdo. O reflexo motor (RM) para um
estimulo visual pode ser medido em dispositivos dotados de um crondmetro
eletronico. Para o seu celular ou computador, existem aplicativos que podem ser
usados para isso. Outra forma, menos tecnologica, ¢ usar uma régua
milimetrada simples. Nesse caso usaremos e equacdo hordria do movimento
uniformemente acelerado:

—

M:(E—Eo)zﬁ(,”%ﬁ (1)

Dado um deslocamento na régua Az =Z-Z, medido na direcdo vertical,
podemos usar a equagao (1) e calcular o tempo ¢ correspondente.

3. Metodologia

A tomada de dados desse experimento devera ser feita em equipes com até 3
alunos, medindo o reflexo motor de cada um dos componentes da equipe. A
analise devera ser feita individualmente, ou seja cada aluno analisara os
resultados de seu reflexo motor.

a) Utilize um aplicativo para computador e meca 5 vezes o tempo de reacao da
mao direita. Repita o procedimento para a mao esquerda.

b) Com uma régua plastica de 30 cm, presa em sua extremidade final (30cm)
por um experimentador deixe a extremidade inferior (0 cm) exatamente entre os
dedos polegar e indicador semi abertos da pessoa que tera seu tempo de reagdo
medido. Sem avisar, o experimentador solta a régua enquanto seu companheiro
deve fechar os dedos para segura-la. Ensaie o experimento algumas vezes e
repita a medida 10 vezes para a mao direita e para a mao esquerda.
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Figura 1 Medida do reflexo motor usando uma régua
milimetrada. (http://professorandrios.blogspot.com.br)

c¢) Prepare uma tabela com os resultados de suas medidas conforme o modelo no
guia de trabalho.

d) Deduza a conversao de medida de distancia percorrida pela régua para tempo
de reacdo. Deduza também a propagacdo da incerteza. Para aceleragdo da
gravidade no IFUSP, use g = 9,7864 +0,0005 ms™.

4. Analise e discussdo

Siga o guia de estudos. Calcule as médias, desvios padrao e desvios padrao das
médias para cada conjunto de medidas.

Compare a incerteza instrumental com o desvio padrdao das medidas (do
processo experimental).

Compare e comente a dependéncia do reflexo motor para
1) mao esquerda e mao direita do mesmo individuo
i1) entre os individuos que compde sua equipe de trabalho

iii) utilizando instrumentos diferentes (régua e o celular)
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