Prova P3 Fisica para Engenharia II, turma 2014250 28 nov. 2014

Questdo 1 Imagine que vocé prenda um objeto de 250 g numa mola cuja constante eldstica vale
4 N/m. Em seguida, vocé o puxa, esticando a mola, até 50 cm da sua posicao de equilibrio, quando
entdo o joga com velocidade inicial de 2m/s, no sentido positivo do eixo x (conforme a figura
abaixo, na qual x representa o deslocamento a partir da posi¢ao de equilibrio).

Para a oscilacdo livre:

(a) Determine a frequéncia angular do movimento oscilatério, em rad/s.

(b) Determine o periodo da oscilagdo, em segundos.

(c) Determine a amplitude da oscila¢do, em metros.

(d) Determine a fase, em radianos.

(e) Determine a energia potencial eldstica em ¢ =0, em joule.

(f) Determine a energia mecanica, em joule. Ela é conservada durante a oscilacdo? Por qué?

(g) Escreva a expressdo horaria x(¢).

(h) Se a velocidade inicial do objeto fosse nula, quais seriam a energia mecéanica e o periodo da
oscilacao?

Questao 2 Considere novamente o oscilador da questdo 1.
(@) Ao medir o periodo da oscilacdo, vocé obteve 2 s, em discordancia do esperado (questdo 1b). O
que vocé pode concluir disso?
(b) Se a oscilagdo fosse amortecida, com b =0.5kg/s, qual dos gréficos abaixo representaria x(t)?
xr

(vi)

(c) Se esse movimento fosse amortecido, com b =2kg/s, qual seria a expressao de x(t)?

(d) Ainda para b =2kg/s, determine a taxa de variacao instantanea da energia mecénica do osci-
lador para um instante de tempo ¢ qualquer.

Questdo3 Considere novamente o oscilador da questdo 1, agora amortecido (b = 1kg/s) e sujeito
auma forga que oscila harmonicamente, com amplitude Fy=4N, para t > 0.

(a) Qual é a frequéncia de ressonancia?

(b) Qual é a amplitude da oscilacdo na ressonancia?

(c) Esboce o gréfico da amplitude na ressonancia em funcao do fator de amortecimento b.

(d) Qual seria a amplitude na ressonancia se ndo houvesse amortecimento?

Questao 4 A figura abaixo mostra duas fotografias tiradas em instantes de tempo diferentes de
uma corda na qual se propaga, no sentido positivo de x, uma onda harmonica transversal y(x,f). A
primeira fotografia (linha cheia) foi tirada no instante de tempo ¢ =0 e a segunda fotografia (linha
tracejada), no instante t =0.5s.
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z (m)

(a) Determine a velocidade de propagacdo da onda na corda, em m/s.

(b) Determine a amplitude da onda, em metros.

(c) Determine o comprimento de onda, em metros, e o nimero de onda, em m™'.
(d) Determine a frequéncia angular, em rad/s.

(e) Determine a constante de fase, em rad.

(f) Escreva a expressdo de y(x,t).

(g) Determine a velocidade transversal maxima de um ponto da corda, em m/s.

Formulario

y(x,t)=Acos(kx+wt+ B)=Asen(kx twt +C),
k=2n/A, w=2n/T=kv, v=A/T=Af, f=1/T,
U(x)=kx?/2 (& F=—kx), K(w)=mv®/2, E=U+K, Poténcia=Fuv,
Ae "2 cos(wt+B)  sey/2<w,
F,=—kx e E=—bx = X+ri+wix=0 = x(t)={(A+Br)e""/? sey/2=w,
e 72(AePt + BePt) sey/2> w,,
r=b/m, wi=k/m, *=w}—(r/2f, p*=-0o’
F

my/(@2— @22 + (@)

J'é+yx+w(2)x:Focos(mt) = x(t)=.d(@)cos(@t)parat >0, com ./ (@)=

A, B e C sdo constantes, m/2~1,6.
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Resolucao

Questao 1

(@
(b)
(9]

(d)

(e)
69

(8

wo=+vk/m= /%:Mad/s.
T=2n/wy=m/2s.

Ha duas formas de resolver: a primeira é assumir x(t) = Acos(wyt + B) e ajustar as constantes
de integracdo A e B as condicdes iniciais. Neste caso, determinamos primeiramente x(¢) =
—woAsin(wgt + B). Em seguida aplicamos ¢ = 0 em x(¢) e em %(t) e confrontamos com as
condicdes iniciais dadas:

x(0)=Acos(B) = xg (1)
12
%(0)=—wyAsen(B)=uy, => Asen(B) :—w—o, )
0
onde xy=0.5m e vy =2m/s sdo as condi¢des iniciais dadas (atencdo para os sinais).
A, que é a amplitude do movimento oscilatério livre, pode ser determinado elevando cada uma
das duas equacdes acima ao quadrado e somando-as:

2 V2
U 2
A?cos*(B)+ A’sen*(B)=A® = x + (—0) = A=—m.
(On) 2
A outra maneira de obter A é pela conservagdo da energia mecanica: em ¢ =0 a energia meca-
nica é
1, o, 1 5
E=§kx0+5mv0. 3)
Por outro lado, em algum instante ¢ > 0, o oscilador estard em x = A. Nessa situacdo, toda
a energia mecanica estd na forma potencial eldstica: E = kA?/2. Mas como a unica for¢a que

atuanadirecao do movimento € a eldstica, que é conservativa, a energia mecanica é conservada.
Logo,

1 1 1 m v\
EkAZZEkx§+EmV§ = AZ:x§+—v02:x§+(—0),

k (ON)
como antes.
Para obter a fase B, dividimos (2) por (1), de modo a eliminar A:
Asen(B U T
#: an(B)=— 9 =1 = B=—"rad
Acos(B) wWo X 4

Em t =0, x = x. Assim, U = kxZ/2=1/2].

Em ¢ =0, v=1y. Assim, K =m v02/2 =1/2]. Finalmente, E = U + K = 1]. A energia mecanica
é conservada porque a Ginica forca que age na direcao do movimento € a forca elastica, que é
conservativa.

Usando os resultados dos itens anteriores,

x(t)=Acos(wyt+ B)= gcos(u—%).

(h) Se vy =0, de (3) obtemos E = kx;/2 = 0.5]. Entretanto, o periodo da oscilagdo nao muda, ja

que ele depende apenas de k e m. Essa é uma caracteristica do oscilador harmonico.

Questao 2

(@

A partir do periodo medido, concluimos que a frequéncia angular do movimento oscilatério
é mrad/s, que € menor que w, obtido no item (a) da questdo anterior. Isso significa que ha
amortecimento.
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(b)

(©

(d)

Para b = 0.5kg/s, obtemos y = b/m = 2s~!. Como 7/2 < w, concluimos que 0 movimento
sofre amortecimento subcritico. Nesse regime, o grafico de x(¢) é uma fungao harmoénica cuja
amplitude decresce exponencialmente com o tempo. Dos graficos apresentados, apenas (ii),
(iii) e (v) sdo assim. Para distinguir entre eles, olhamos para as condicdes iniciais: segundo o
enunciado do exercicio anterior, x(0) > 0. Ou seja, em t =0, o valor de x deve ser positivo. (ii)
e (v) satisfazem essa condicao. Além disso, a condicdo x(0) > 0 diz que também a inclinacao de
x(t) em ¢t =0 deve ser positiva, o que s6 ocorre para (ii). Esse é, portanto, o grafico procurado.
Para b = 2kg/s, obtemos y = b/m =8s~!. Como y/2 = w,, concluimos que o movimento sofre
amortecimento critico. Nesse regime, x(¢)=(A+B t)e 72 =(A+Bt)e . Consequentemente,
i(t)=Be™*' —4(A+ Bt)e™*'. Impondo as condi¢des iniciais:

X(O) =A=Xy)= E
x(0)=B—4A=1vy = B=ryy+4xy=4.

Assim, x(t)= (% +4t) e 4,
A tnica forca dissipativa nesse sistema é a aquela proporcional a velocidade: F, =—bx. Logo,
a taxa de variacdo da energia mecénica do sistema é a poténcia exercida por essa forca:

dE
— k% =(—bx)x=—b(x)*=—8(1—8t)e?,

onde utilizamos, na Gltima passagem, x(z)=2(1—8t)e™*".

Questao 3

(@

A frequéncia angular de ressonancia é simplesmente a frequéncia angular das oscilacdes livres,
isto é, wy = 4rad/s (= 2/mHz). Deste modo, se ® = w,, havera ressonincia entre o sistema
oscilante e a forca externa.

(b) A amplitude da oscilacdo forcada é dada por (veja o formulario):

(©

Fy
(@)= .
my/(wg— @22 +(y@)?

obs. sobre a condicdo t > 0: nessa situacdo, as oscilacbes amortecidas xy(t) = Ae™"'/? cos(wt + B)
[solucado geral da equagao homogénea para o caso de amortecimento subcritico: b =1 = 7/2 < w,]
tendem a zero, pois e""/> — 0 quando t — oco. Assim, resta apenas a solucdo particular da equacao
nao homogénea, dada no formuldrio.

Mas na ressonancia, @ = w,, de tal forma que
) ) 1

427(0)0) mywg m%wo b ( )

Portanto, se b = 1kg/s, .</(wg) =1m.
A equacdo 4 exibe arelacdo desejada: ./ = .</(b)=1/b para b > 0.
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(d)

Quando ndo ha amortecimento (caso hipotético), a amplitude da oscilacdo (na ressonéncia)
torna-se infinita. Matematicamente:

lim .¢/(b) = oco.
b—0

Questao 4

(a)

(b)

()

(d)
(e)

(9

€]

A velocidade da onda € a velocidade de fase da onda, ou seja, a velocidade de um ponto ima-
gindrio cuja fase ¢(x,t) = kx £ wt + ¢ permaneca constante. Tomemos, por exemplo, a crista
da onda, cuja fase é zero se escolhermos usar cosseno para representar y(x,¢) (ou /2 se esco-
lhermos usar seno): Em ¢ = 0, a posicdo da (primeira) crista é x = 0; em ¢ = 0.5s, a crista da
onda desloca-se para x = 1m. Ou seja, a crista da onda sofreu um deslocamento Ax = 1m no
intervalo At =0.5s. Consequentemente, sua velocidade (constante) serd v = Ax/At =2m/s.
Observando o grafico, concluimos que a amplitude é de 0.1 m, de tal forma que y(x,) oscila
harmonicamente entre —0.1 m e 0.1 m.

O comprimento de onda A € a distancia (em x) minima para a qual y(x,t) comeca a repetir. No
grafico, observamos que a distancia entre duas cristas (ou dois vales, ou quaisquer dois pontos
equivalentes) é A =4m. Logo, k =27/A=m/2m™".

Usando w = kv, concluimos que w = rrad/s.

Se escolhermos usar cosseno, y(x,t) = Acos(kx £ vt + ¢), entdo para determinar a constante
de fase ¢, olhamos para o ponto y(0,0)=0,1:

y(0,00=Acos¢p=0,1 = cos¢p=1 = ¢=0.

Se, por outro lado, escolhermos usar y(x,t)=Asen(kx £ vt + ¢),

T
y(0,0)=Asen¢p =0,1 = sengp=1 = ¢=E'

Com os resultados dos itens anteriores, temos:

y(x,t)zO,lcos[n(g—t)] ou y(x,t)zO,lsen[ﬂ(g—t+%)],

dependendo da escolha feita para representar y(x,t): seno ou cosseno. Note ainda que o sinal
que antecede a parcela dependente do tempo é o negativo, haja vista que a onda progride no
sentido positivo de x.

Como y(x,t)=Acos(kx —wt) representa o deslocamento transversal de um ponto x da corda
no instante ¢, a velocidade transversal desse ponto é:

0
vy(x,1)= Ey(x, t)=wAsen(kx—wt),
cujo valor maximo ocorre quando o seno for igual a unidade:
i
max[ vy (x,t)]=wA= T m/s.

O mesmo resultado serd obtido se vocé tiver escolhido representar y(x,¢) com a funcdo seno,
ainda que a derivada acima seja diferente.



