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Campo Eletromagnético de Fontes Variaveis no

Tempo

Até agora temos calculado os campos E e B produzidos por fontes estaciondrias ou es-
tudado a propagacdo do campo eletromagnético, no espago ou em meios materiais, mas
sem nos preocupar como esses campos sdao produzidos. Finalmente vamos completar a
descricao do campo eletromagnético determinando as expressdes que permitem calcular
o campo produzido por fontes ndo estaciondrias, ou seja, cargas e correntes que variam no
espaco e no tempo, p(7, t) e j(7, ).

Este topico estd descrito no capitulo 10 do livro texto, Griffiths. No entanto, a apresen-
tacdo adotada pelo autor procuta evitar cdlculos mais complexos, deixando de ter o ri-
gor necessdrio em algumas passagens importantes. Por isso, nossa apresentacdo serd um
pouco “mais matemadtica” que o livro texto, embora seguindo a mesma sequéncia dos t6-
picos principais. Para os que julgarem necessdrio complementar o estudo com a leitura de

outros textos, recomendo os livros

* J. B. Marion; Classical Electromagnetic Radiation; cap. 7

* J.R. Reitz, E J. Milford, R. W. Chirsty; Fundamentos da Teoria Eletromagnética; se¢oes
16.6 € 20.3

e W. Panofsky, M, Phillips; Classical Electricity and Magnetism; secoes 14.1, 14.2 e cap.19.




Potenciais Vetores e Escalar

Recordando como o campo eletromagnético pode ser obtido de func¢des potenciais, va-
mos primeiro considerar o potencial vetor A. Como o divergente de qualquer rotacional é

identicamente nulo, temos que a equacio para a divergéncia de B
V-B=0

fica satisfeita expressando o campo B como

-

B=VxA
onde A(7, t) é o potencial vetor. Substituindo esta expressdo na lei de Faraday, temos
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Portanto, o vetor dado por E + A/t pode ser escrito como o gradiente de uma funcéo

escalar ¢ (7, t) denominada potencial escalar,

Estas expressoes sdo essenciais para calcular o campo eletromagnético produzido por
cargas ndo estaciondrias pois, como veremos na sequéncia, é bem mais simples calcular os
potenciais A e ¢ devido a fontes ndo estacionérias e depois obter deles os campos E e B,

do que tentar calcular diretamente estes campos.

Equacoes para os Potenciais

Naturalmente ndo basta escrever E e B em termos de p e A, é necessdrio determinar as
equagoes que permitem calcular estes potenciais diretamente. Isto € feito através das equa-

coes de Maxwell. Comecando pela lei de Coulomb, temos
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Por outro lado, da lei de Ampere obtemos
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Utilizando a identidade vetorial V x (V x A) = V(V-A) — V2 A, esta equacio pode ser escrita

como
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Estas equacdes para ¢ e A parecem bastante complicadas; além de incluir as fontes p
e j, sdo acopladas, ou seja, A e ¢ aparecem nas duas equacdes! No entanto, elas podem
ser bastante simplificadas se notarmos que, na definicdo de B em termos de A, 0 V- A é
arbitrario, ou seja, B é a fonte de circulacio do campo vetorial A, mas sua fonte de fluxo
nao foi definida. Vamos agora ver como V- A pode ser definido consistentemente de forma

a simplificar as equacdes para A e ¢.

Transformacoes de Calibre

Naturalmente ndo temos total independéncia para especificar V- A; é necessdrio sempre

garantir que os campos E e B, que sdo as grandezas fisicas medidas, e ndo A e ¢, sejam

univocamente determinados.
Suponhamos, por exemplo, que modifiquemos o potencial vetor, somando a ele uma

outra funcao vetorial @;
A=A+a
O campo magnético associado a esse potencial serd entao

B =VxA =VxA+Vxad=B+Vxd

Impondo que essa modificagdo nao altere o campo magnético, ou seja, B’ = B, temos que

s6 podemos somar a A uma funcio vetorial tal que
Vxa=0 = a=VA

onde A(7, t) é uma funcao escalar qualquer. Por outro lado, o novo campo elétrico serad




dado por

onde ¢’ é 0 novo potencial escalar associado a modificagdo de A. Substituindo a expressao

para A’, temos
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Concluindo, temos que o campo eletromagnético, E e B, nao é alterado se modificarmos

0s potenciais Ae ¢ através de uma funcao escalar A(7, t), tal que

A =A+VA
¢ = o
a ot

Estas transformacdes sao denominadas Transformacdes de Calibre.

As transformacoes de calibre nos permitem escolher diferentes fontes de fluxos para
A (V- A) de forma a simplificar as equacdes com as quais devemos trabalhar. Vamos, por

exemplo, comecar com a escolha que ja fizemos em magnetostética, denominada calibre

de Coulomb,
V-A=0

Neste caso, as equacgdes para os potenciais ¢ e A ficam
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Este sistema de equagoes parece ser simples de solucionar, mas nem sempre isto ocorre.
De fato, conhecida a distribuicdo de cargas num dado instante, o potencial escalar ¢(F, f)

pode ser imediatamente calculado. Isto pode parecer bastante surpreendente. Suponha-

mos que a distribuicdo de cargas p(7, t), por exemplo, seja devida a cargas de uma super-
nova que explodiu a milhoes de anos luz da Terra. A primeira equagao nos permite calcular
o potencial escalar dessas cargas instantaneamente, isto €, no mesmo instante em que elas
aparecem, como se a informacdo sobre elas viajasse com uma velocidade infinita! Mas esta
interpretacdo nao é correta, pois a informacao sobre a supernova € transportada pelo ve-
tor de Poynting, S = E x H, e, para calcular esses campos, é preciso solucionar também a
equacdo para A, que obviamente é uma equacio se onda (generalizada) com a velocidade

de propagacdo ¢ = 1/(ug€o) aparecendo claramente no primeiro termos da equacao.

Portanto, no calibre de Coulomb, o potencial escalar ¢ é obtido como se fosse um pro-
blema de eletrostatica e o potencial vetor A é obtido como a solucido de uma equacéo de
ondas onde, além da densidade de corrente j, a derivada temporal de V¢p também aparece

como fonte.

Vamos ver como as transformacoes de calibre podem ser usadas para colocar as equa-
cOes para ¢ e A ambas na forma de equacdes de onda. Partindo das equacdes no calibre de

Coulomb e fazendo as Transformacdes de Calibre, ¢ = ¢' +d1/0t e A’ = A— VA, obtemos
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Portanto, escolhendo a funcio escalar arbitraria A tal que VA = —ppeod¢p'/dt, temos que a




equacdo para A fica
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e para ¢' tem a mesma forma
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E facil ver que a escolha que fizemos para A é equivalente simplesmente a especificar V - A
tal que
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Estarelacdo é denominada Calibre de Lorentz e € a escolha mais apropriada para obter o

campo eletromagnético de fontes nao estaciondrias. Entdo vamos considerar este calibre,

com os ponteciais A e ¢ dados pelas equacoes de onda com fonte
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Potencias Retardados

Para solucionar a equacao de onda para ¢ e A serd necesséario utilizar o método de Fun-

¢do de Green, que talvez nem todos os alunos conhecem. Antes de o apresentar, vamos
primeiro discutir fisicamente o tipo de solu¢do que esperamos para estas equacdes. No
caso estaciondrio, ou seja, fontes que ndo variam no tempo 0/0t = 0 e as equagoes para ¢

e A ficam

Vi=-pj e V=-L£
€o




As solucoes dessas equacoes ja foram ob-

tidas anteriormente neste curso; elas sao
=/
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onde 7 é o raio vetor do ponto de observa-
¢do, onde Ae ¢ estdo sendo determinados, e 7' o raio vetor do elemento de volume na
fonte; a integracao é feita sobre o volume da fonte mantendo 7 fixo.

Quando as fontes variam no tempo surge um problema devido a velocidade finita com
a qual se propaga a informacdo sobre esta variacdo, ou seja, com a velocidade da luz c.
Por exemplo, o potencial produzido na posicao 7 e no instante ¢, pela densidade de carga
p localizada em 7/, ndo depende de seu valor no mesmo instante, mas sim no instante
retardado
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onde|7 —r'|/c é o intervalo de tempo necessdrio para a luz se propagar da fonte ao obser-
vador. O mesmo acontece com a densidade de corrente j.

Portanto, esperamos que as expressdes para A e ¢, no instante ¢, sejam dadas por
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O tempo tye; = t — |7 — 7’|/ ¢ é denominado tempo retardado e os potenciais resultantes po-

tenciais retardados.
Panofsky e Phillips (p. 224) dao uma

interpretacdo muito ilustrativa do con-

Z A

ceito de potencial retardado. Suponhamos
que um observador esteja localizado num
ponto 7 e uma “esfera coletora de dados”,

se contrai com velocidade ¢ de forma que

convirja sobre o observador exatamente no

instante ¢. O instante de tempo em que a




esfera passa pela densidade de carga 7/ é o instante no qual a fonte produz o efeito que seré
detectado em 7 no instante ¢t. Naturalmente a esfera passa por 7' no instante retardado
t—|F—r'llc=t-Rlc.




