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| - LEIS DE CONSERVACAO

Introducéo

O texto a seguir tem por objetivo apoiar as experiéncias sobre as leis de
conservacdo da mecanica. Em diferentes arranjos experimentais devera ser
investigada a conservacdo (ou ndo) da energia, da quantidade de movimento
(momento linear) e do momento angular (quantidade de movimento angular). A
metodologia adotada nas experiéncias sera essencialmente a mesma de qualquer
experiéncia de cinematica: Medem-se as posi¢Oes e tempos do(s) corpo(s) em
movimento e se calculam as grandezas de interesse em fungdo do tempo, no
caso, as diferentes formas de energia, a energia total e as quantidades de
movimento linear e angular. As energias do sistema deverdo, sempre que
possivel, ser graficadas num mesmo sistema de eixos (E x t). Quando de
interesse, as grandezas vetoriais momento linear e momento angular podem ser
analisadas decompondo-as num sistema de eixos e tratando-as algebricamente ou
desenhando-as como flechas em escala num diagrama, sempre tendo como pano
de fundo as leis de conservagdo da mecénica.

As leis de conservagéo na mecanica

A descoberta das leis da dindmica, ou das leis do movimento, foi um momento
relevante na historia da ciéncia. Antes de Newton, 0 movimento de corpos tais
como planetas era um mistério - podia apenas ser descrito sem entender
exatamente o porqué. Com Newton, veio o entendimento. Até os pequenos
desvios das leis de Kepler para 0 movimento dos planetas devido as perturbacfes
entre eles, passaram a ser calculados. Note que as leis de Kepler apenas
descrevem o movimento, enquanto que as Leis de Newton permitiram a previsao
do movimento a partir de principios fundamentais. Também o movimento de
péndulos, osciladores com molas e pesos, e outros dispositivos podiam ser
analisados completamente apds as leis de Newton terem sido enunciadas.

O Principio da Inércia enunciado por Galileu foi um grande avango na
compreensdo do movimento dos corpos: Um corpo ndo perturbado permanece
em movimento retilineo com velocidade constante caso esteja em movimento ou
permanece parado se estiver parado. Todavia este ndo parece ser um caso
comum na natureza. Se movermos um objeto sobre uma mesa, 0 movimento em
geral cessa, assim que pararmos de empurra-lo. Isto ocorre simplesmente porque,
ao largar o objeto, ele de fato ndo foi deixado de ser perturbado, mas ainda se
encontra sob acdo da mesa, cujo atrito promove o freamento. O Principio da




Inércia é, aparentemente, contrario a nossa experiéncia didria e certamente
necessitou um bocado de imaginacdo para ser enunciado.

Inicia-se o estudo da mecénica pela cinematica, ou seja, a descricdo do
movimento. Com a dindmica estudam-se as causas do movimento. Com Newton,
a dindmica pode ser totalmente resumida em trés leis:

1% lei: E na verdade uma reedig&o do principio da inércia: Na auséncia de forcas
a velocidade de um corpo, em qualquer sistema de referéncia inercial, ndo se
altera.

2% lei: IEres = % (mv)

3% lei: A ag&o num corpo corresponde uma reacdo de mddulo igual e de sentido
contraria no corpo que produz a agao.

Note que velocidade é uma grandeza vetorial! Ndo alterar a velocidade significa
gue ndo se alteram 0 modulo, a dire¢do nem o sentido.

As trés leis de Newton podem ser usadas para descrever 0s movimentos de todos
os corpos desde que se conhegam as leis das forcas que neles atuam. O célculo
nem sempre é simples. No caso do movimento de um ou dois corpos, pode-se até
obter uma solucdo analitica (é o que fizemos até agora no curso de fisica). O
calculo de um sistema planetario é muito mais complexo. A descricdo do
movimento de cada molécula num volume gasoso é praticamente impossivel.
Ocorre que existem grandezas, que podem ser derivadas dessas trés leis, cuja
abrangéncia e utilidade excedem a da propria mecanica. Trés grandezas serdo
estudadas a seguir:

e Acenergia
e A quantidade de movimento linear

e O momento angular

Energia

Energia € um conceito extremamente importante em fisica. Energia ndo é uma
substancia fisica, ndo é um fluido. Energia é uma grandeza que pode ser
calculada e cuja utilidade reside no fato de se conservar. Esta presente em todo
lugar e em muitas formas diferentes. E comum definir energia como a
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capacidade de realizar trabalho, enquanto que trabalho é uma forma transferéncia
de energia de um sistema para outro. Essa definicdo circular é imprecisa e deve
ser evitada. Também é comum se referir a um objeto como “possuidor” de uma
certa quantidade de energia e entdo calcular quanta energia foi transferida desse
objeto para outro. A energia de um objeto depende do referencial adotado e por
isso ndo é uma caracteristica do objeto. Pelo contrario, energia é uma grandeza
calculada, baseada em medidas realizadas num determinado sistema de
referéncia. Dessa forma, interessam apenas as transformac6es de energia de uma
forma para outra, dado que seu valor absoluto depende do sistema de referéncia.
Apesar dessa “indefinicdo” do valor da energia de um objeto, o conceito de
energia em fisica é muito importante uma vez que se verificou que, num sistema
isolado, a energia se conserva, qualquer que seja seu valor.

IA energia de um sistema isolado é constante.|

Existem varias formas de energia e sua multitude é justamente um dos
complicadores para sua identificagdo. Entre muitas de suas formas, temos a
energia cinética, a energia potencial, energia térmica, energia luminosa, etc.

Num sistema isolado, a energia pode ser convertida de uma forma em outra, mas
ndo pode ser criada nem destruida. Na frase acima a palavra chave é isolado. Na
pratica, nenhum sistema estd totalmente isolado, mas em geral é possivel
estabelecer condi¢cBes em que se controlam as formas de energia e as possiveis
transformacdes. A conservacdo da energia é um postulado, baseado na
observacdo, e ndo pode ser provado. A conservacao da energia é um conceito tao
bem estabelecido na fisica, que quando acontece de falhar, inventa-se nova
forma de energia para explicar a diferenca. A energia térmica e a energia do
campo eletromagnético foram inventadas justamente para satisfazer o principio
da conservagdo da energia. Outro exemplo ocorreu em 1930 quando Wolfgang
Pauli postulou a existéncia do neutrino, observado apenas em 1953, para
satisfazer a conservacdo da energia e do momento linear no decaimento b.

As varias formas de energia

Energia cinética (K). E a forma de energia associada ao movimento de um
objeto. A energia cinética é dada por:

1
K:Emv2 (1.1)




Energia térmica

E um tipo de energia interna dos corpos devido ao movimento aleatério de seus
atomos e moléculas. Pode ser transferida de um corpo a outro, apenas por
diferencas de temperatura. Note que a relacdo entre temperatura e energia do
corpo pode ser muito complicada, quando o corpo ndo for gasoso. Calor sim é a
energia transferida.

[Energia térmica é uma energia interna

A energia térmica pode ser gerada a partir do atrito entre dois corpos em que a
energia de movimento (cinética) é convertida em calor. Neste caso, por depender
da forma em que ocorreu 0 movimento, a energia térmica depende da trajetoria
do corpo. Em mecénica, a energia térmica é de recuperacédo dificil. Em geral a
energia térmica, resultante de atrito, ¢ dada como dissipada, isto ¢, “perdida”
para outra forma de energia ndo aproveitavel mecanicamente.

Energia potencial

E uma forma de energia que depende apenas da posicio do corpo em um campo
de forga. A energia potencial estd sempre associada a um tipo de forga,
denominada forga conservativa, que por sua vez também depende apenas da
posicdo do corpo.

[Energia potencial ¢ uma energia de posicao|

A energia potencial ndo depende da trajetéria ou da velocidade do corpo. Forca
conservativa é um tipo especial de forca, que permite armazenar energia
mecénica de um sistema na forma de energia potencial, dependente apenas da
configuracdo do sistema (leia-se posi¢do de cada componente do sistema em um
dado referencial). A forga gravitacional, a forga entre cargas elétricas e a forca
elastica de uma mola sdo exemplos de forgas conservativas.

N&o hd uma funcdo padronizada para o céalculo da energia potencial de um
sistema, que deve ser calculada a partir da definicdo do trabalho da forca
conservativa correspondente: a variagdo da energia potencial de um sistema é
igual ao negativo do trabalho realizado pela forga,




b
U, —U, =—[F(x)dx

Note que U, pode ser escolhido arbitrariamente e € muito comum usar U,=0 J.
Dessa forma, a energia potencial eldstica de uma mola, cuja forca é dada por
F=_kx, 6 dada por: U(x) = % kx* , onde x é a distancia da posico de
equilibrio (F = 0). A energia potencial de um corpo submetido a um campo de
forga uniforme (forga gravitacional na superficie da Terra) ¢ U = mgh, onde h é
a altura medida a partir de um referencial qualquer.

A conservagao da energia mecanica

Partindo da 22 Lei de Newton, num sistema em que F..=F=mid= m(dvj, 0
dt

trabalho realizado pela forca Fé dado por:

que resulta em:

AW:Emvﬁ —Emvj =AK
2 2

O trabalho realizado é igual a variacdo de energia cinética. Se a forca for
conservativa, AU = -AW, donde se conclui que AK = -AU, ou seja:

E=Ka+Ua=Kb+Ub




gue demonstra a conservacdo da energia mecanica para um sistema isolado com
forgas conservativas.

A conservacdo do momento linear

Partimos da segunda lei de Newton:

onde ZT: é a resultante (soma) de todas as forcas externas aplicadas. Na

auséncia de forcgas externas, ou seja, quando ZT: =0, temos que:

&(m\?)zo

De onde se conclui que

p=mv =constante (1.9)

O produto p=mv € denominado momento linear e a equacdo (1.9) enuncia sua
conservacao na auséncia de forgas externas.

A conservacao do momento angular

A segunda lei de Newton pode ser reescrita em coordenadas angulares:

Y-




bastando lembrar as defini¢cbes do torque (*:?xfr) e do momento angular
(C=7xp).

Novamente, na auséncia de torques externos 0 momento angular se conserva.

L =constante

Assim como a energia, 0 momento linear e 0 momento angular dependem do
referencial. Todavia, uma vez que a resultante das forgas (ou torques) externos
seja nula, garante-se a conservacdo dos momentos.




I - EXPRESSAO DE VALORES DE MEDIDAS EXPERIMENTAIS

Introducéo

O valor de uma grandeza submetida a medigdo costuma ser determinado por
meio de um procedimento que, em geral, envolve algum(ns) instrumento(s) de
medicéo. O proprio processo de medida, assim como o instrumento usado, tem
limites de precisdo e exatiddo, ou seja, toda medida realizada tem uma incerteza
associada que procura expressar a nossa ignorancia (no bom sentido) do valor
medido. A selecdo do processo de medida, do instrumento usado e a
reprodutibilidade do resultado obtido tém que ser expressas de alguma forma.
Em alguns aparelhos, por exemplo, a incerteza do instrumento ja vem marcada,
caso contrario, a metade da menor divisdo da escala ¢ um bom comeco. Note que
nada sabemos ainda sobre a reprodutibilidade do processo de medida.

A incerteza é importante na hora de compararmos resultados. Na tabela abaixo,
temos os resultados de duas medidas de uma mesma grandeza com diferentes
aparelhos e um padré&o.

medida viscosidade (g cm™ s%)

A 98+£0,2
B 12,3+4,0

padrédo 9,30

Na tabela, o valor o apos o simbolo “+” indica em geral 0 desvio-padrdo, que,
junto com o valor médio x, define um intervalo que tem ~68% de probabilidade
de conter o valor da grandeza:

P(x—0<xy<x+0)=68%.

Esse intervalo [X¥ — o,% + ¢]é chamado intervalo de confianga e o valor da
probabilidade, de nivel de confianca'. O conceito associado ao valor que segue o

! Em fisica e engenharia é comum definir o intervalo de confianga de um desvio padrio, ao qual se
associa 68% de probabilidade de conter o valor da grandeza. Em outras areas, tais como
epidemiologia, salde e ciéncias médicas, dois ou até trés desvios padrao, que correspondem a niveis
de confianga mais elevado, sdo bastante comuns.
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simbolo “+” & o de incerteza’. No caso acima, apesar da medida A estar
aparentemente mais préxima do padrdo, sua incerteza, expressa pelo intervalo de
confianca, indica um provavel erro de medida ou de avaliacdo de incerteza,
enquanto o valor da medida B, apesar de ter uma incerteza maior, concorda com
o valor do padrao.

Algarismos significativos

Em medidas fisicas é facil encontrar uma dispersdo de valores muito grande. O
raio de um atomo e o raio de uma galaxia sdo exemplos entre tantos outros. Para
expressar esses valores adequadamente, é conveniente 0 uso da notacgdo
cientifica. Escreve-se o valor com apenas um digito antes da virgula, completam-
se com algarismos decimais necessarios (eventualmente truncando e
arredondando o valor em alguma casa decimal) e se multiplica tudo pela poténcia
de dez, adequada. Por exemplo, o comprimento de um fio vale 14269513 mm ou
é da ordem de 1,43x10" mm. Note que se usaram apenas dois algarismos ap6s a
virgula, sendo que o ultimo foi arredondado para “cima” uma vez que 1,4269...
estd mais proximo de 1,43 que de 1,42. A regra de arredondamento aqui proposta
¢ aumentar em uma unidade o nimero do Ultimo digito quando o da préxima
casa for >5, mantendo-o, no caso contrario®. Note que ao truncar ou arredondar
as casas decimais, podemos perder informacdo, o que pode ser evitado usando
quantos algarismos forem necessarios depois da virgula; por exemplo 1,4269513

x 10" mm reproduz o valor 1426951 com toda sua preciso.

Denomina-se algarismo significativo cada um dos algarismos que compdem o
valor de uma grandeza, excluindo eventuais zeros a esquerda usados para
acerto de unidades. Mas, atengdo: ZEROS A DIREITA SAO
SIGNIFICATIVOS. Na tabela a seguir, um mesmo valor do raio de uma roda é
escrito com diferentes nimeros de algarismos significativos.

raio (mm) Algarismos significativos

57,896 5

5,79x10* 3

2 Deve-se evitar o termo erro para a incerteza. Se uma medida tem um erro de natureza n&o aleatéria,
este deve ser corrigido!

® Qutra regra de arredondamento difere apenas no que se faz quando o digito a ser suprimido for o 5:
arredonda-se 0 anterior para cima se ele for impar e mantém-se, se par. A regra proposta no texto é
comum nas calculadoras e planilhas de computadores.




5,789600x10"

0,6x10°

A escolha de quantos significativos usar para representar o valor da grandeza
depende da prépria grandeza, do processo de medida e do instrumento utilizado.
Quando se trata da representacdo de um valor experimental, ou qualquer outro,
sujeito a incerteza na determinagdo, o nimero de significativos é determinado
pela sua incerteza.

O NUMERO DE ALGARISMOS SIGNIFICATIVOS DA REPRESENTACAO
DE UM VALOR EXPERIMENTAL E DETERMINADO PELA SUA
INCERTEZA

O exemplo seguir ilustra essa questdo. Suponha que se deseje medir o tamanho
do besouro na Figura 11.1.

Uma vez decidido o que
caracteriza o tamanho do besouro,
qual das alternativas abaixo
expressa melhor o seu tamanho?

0

a) Entre0e 1cm

b) Entre 1 e 2cm

c) Entre 1,5 e 1,6 cm

d) Entre 1,54 e 1,56 cm
e) Entre 1,546 e 1,547 cm

1

L

Figura 11.1. Medindo o
tamanho de um besouro.

2

F_.
E
E
=
E
=

Acertou quem optou pela alternativa d). 1sso porque, na leitura de uma escala, o
algarismo significativo mais a direita de um nimero deve sempre ser o0 duvidoso
(ndo esqueca: o algarismo duvidoso € significativo!). Resumindo: Qualquer
medida por comparagdo entre um objeto e uma escala deve incluir além dos
digitos exatos (1,5 nesse caso) uma estimativa do digito (duvidoso). Uma vez
que a régua foi marcada em milimetros, vocé deve estimar o comprimento
fracionério (em décimos de mm) que melhor expressa a medida. VVocé pode nao
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precisar se vale 1,54, 1,55 ou mesmo 1,56, em conseqiiéncia da incerteza na
medida.

Outro exemplo: Qual o didametro da moeda na Figura 11.2?

a)Entre0 e 2 cm
Figura 1.2
Medindo 0 ) b)Entrel e 2 cm
diametro de uma ’
moeda. c)Entre 1,9 e 2,0 cm

d) Entre 1,92 e 1,94 cm
e) Entre 1,935 e 1,945 cm

No exemplo acima,
podemos afirmar que a
metade da menor divisao é
uma estimativa da nossa
incerteza:  portanto 0
didmetro da moeda pode
Ser expresso como:

1,92 +0,05cm

1,92(5) cm

EXPRESSAO DA INCERTEZA

Como devemos expressar a incerteza de uma medida? Que grandeza usamos
para expressa-la? Quantos significativos deve ter o valor da incerteza de uma
medida?

Nesta disciplina, sempre usaremos um desvio-padrdo da média para expressar a
incerteza da média, que é a pratica na Fisica e corresponde a um intervalo de




confianga de probabilidade relativamente baixa. Em relagdo ao nimero de
significativos, adotaremos a seguinte convencéo®:

Se o primeiro digito significativo do desvio-padrdo for menor que 3,
usaremos DOIS significativos.

Caso o primeiro digito significativo do desvio-padrdo for maior ou igual a 3,
usamos UM algarismo significativo, exceto se ele foi determinado a partir de
muitos dados, quando usam-se dois significativos.

Atengdo: quando a incerteza resulta de uma estimativa, de um chute ou de
convengdes aproximadas, como a metade da menor divisdo da escala de um
instrumento, sugerimos usar apenas UM digito significativo. Ndo tem sentido,
por exemplo, expressar a incerteza de uma régua milimetrada com DOIS
significativos (0,50 mm), basta escrever 0,5 mm.

EXPRESSAO DA GRANDEZA

Usar a mesma poténcia de dez tanto para o valor da grandeza como para sua
incerteza.

O numero de algarismos significativos da incerteza é dado pela regra acima.

O namero de digitos depois da virgula na incerteza tem que ser 0 mesmo que
o0 do valor da medida.

A notacdo cientifica pode e deve ser usada para melhor legibilidade.

Veja alguns exemplos abaixo. Note a correspondéncia entre o nimero de casas
decimais do desvio e do mensurando.

notac&o errada notac&o correta

5,30 £ 0,0572 5,30+ 0,06

1245+ 11 125+ 11

* Conforme Vuolo (1992) e Inmetro (1998).

12




(45 + 2,6)x10" (45,0 + 2,6) x 10

0,0000200 + 0,0000005 (200 + 5)x107

* A (ltima linha expressa uma notagéo inconveniente, embora correta.

Conceitos basicos para expressdo de incertezas

O texto a seguir € uma adaptagdo do Guia para Expressdo da Incerteza de
Medicdo publicada pelo INMETRO (1998). Infelizmente, normas metrolégicas
sd0 um assunto um tanto burocratico, mas também é parte da linguagem
cientifica que precisamos dominar. Ndo houve de modo algum a pretenséo de
exaurir o assunto. Ao leitor interessado em aprofundar seus conhecimentos ou
ansioso por outros exemplos, recomendamos fortemente consultar a referéncia
citada.

Medicéo

O objetivo de uma medicdo é determinar o valor do mensurando, isto é, o valor
da grandeza especifica a ser medida. Uma medicdo comeca, portanto, com uma
especificacdo apropriada do mensurando, do método de medicdo e do
procedimento de medi¢éo.

Medicdo: conjunto de operacGes que tém por objetivo determinar um valor
de uma grandeza.

Valor (de uma grandeza): expressdo quantitativa de uma grandeza
especifica, geralmente sob a forma de uma unidade multiplicada por um
namero. Exemplo: comprimento de uma barra: 5,34m

Mensurando: grandeza especifica submetida a medicdo. Exemplo:
temperatura de fusdo da glicerina.

Grandeza (mensuravel): atributo de um fenémeno, corpo ou substancia
que pode ser qualitativamente distinguido e quantitativamente determinado.
O termo “grandeza” pode se referir a uma grandeza em sentido geral
(comprimento, tempo, massa...) ou grandeza especifica (comprimento de
uma barra, resisténcia elétrica de um fio). Os simbolos das grandezas estéo
definidos na norma 1SO 31.




Método de medigdo: seqiiéncia logica de operagdes, descritas
genericamente, usadas na execucdo das medicdes. Exemplos: método de
substituicdo, método diferencial, método de “zero”...

Procedimento de medicdo: conjunto de operagBes, descritas
especificamente, usadas na execucdo de medicdes particulares de acordo
com um dado método. Um procedimento (de medigéo) deve ser descrito em
um documento com detalhes suficientes para permitir que outro
experimentador execute a medi¢cdo sem informacdes adicionais

Resultado de uma medicéo

Em geral, o resultado de uma medicdo é somente uma aproximagdo ou
estimativa do valor do mensurando e, assim, s6 é completa quando
acompanhada pela declaracdo de incerteza dessa estimativa. Em muitos casos, o
resultado de uma medicdo é determinado com base em séries (ou um conjunto)
de observac@es obtidas sob condicdes de repetitividade.

Resultado de uma medig&o: valor atribuido a um mensurando obtido por
medicdo. Deve-se indicar claramente se o resultado se refere a indicagdo, se
é um resultado corrigido ou ndo corrigido e se corresponde ao valor médio
de vérias medigBes. A expressdo completa do resultado de uma medicdo
inclui informac@es sobre a incerteza da medicéo.

Estimativa: valor de uma estatistica (uma formula em que entram os dados
experimentais e sai 0 resultado que representa a grandeza) usada para
estimar um pardmetro (a média, por exemplo) da totalidade de itens (em
geral infinito), obtido como resultado de uma operacéo sobre uma amostra
(em geral um conjunto limitado de dados) supondo um determinado modelo
estatistico das funcdes de probabilidade (distribuicdo normal, por exemplo).

Incerteza (de medigéo): pardmetro associado ao resultado de uma medicéo
que caracteriza a dispersdo dos valores que podem ser razoavelmente
atribuidos ao mensurando. Entende-se que o resultado de uma medicdo é a
melhor estimativa do valor de um mensurando e que todos 0os componentes
da incerteza, incluindo aqueles resultantes dos efeitos sistematicos,
contribuem para a disperséo.

Repetitividade (de resultados de medic6es): grau de concordancia entre os
resultados de medicdes sucessivas de um mesmo mensurando, efetuadas sob
as mesmas condi¢des de medicéo.

Condigdes de repetitividade incluem:




- mesmo procedimento de medicdo

- mesmo observador

- mesmo instrumento de medicdo sob as mesmas condicdes
- mesmo local

- repeticdo em curto periodo de tempo

Erros e incertezas

Deve-se atentar e distinguir com cuidado os termos “erro” e “incerteza”. Esses
termos ndo sdo sinbnimos, ao contrario, representam conceitos completamente
diferentes. Nao devem ser confundidos nem mal empregados.

Erro

Uma medicdo tem imperfeicGes que ddo origem a um erro no resultado da
medigdo. O erro costuma ser classificado em dois componentes: erro aleatorio e
erro sistemético. O erro aleatério tem origem em efeitos aleatérios, que causam
variacBes imprevisiveis, incontrolaveis e impossiveis de medir. Esses efeitos sdo
a causa das variacBes em observacdes repetidas do mensurando. O erro aleatério
ndo pode ser compensado, mas pode, na média, ser reduzido pelo aumento no
nimero de observacOes. Apesar de freqiientemente citado, o desvio padrdo da
média ndo € o erro aleatorio da média. Representa, sim, uma medida da incerteza
da média devido aos efeitos aleatérios. O erro sistematico, em geral, ndo pode ser
eliminado, mas pode eventualmente ser reduzido ou, caso seja identificado, deve
ser corrigido.

Estatisticas

Quando se trabalham com varios resultados em condi¢Bes de repetitividade de
uma medicdo, usam-se algumas estatisticas para resumir e consolidar as
informacdes obtidas. Vamos discutir esse assunto por meio de um exemplo: ao
tentar determinar o tempo de queda de um corpo, um aluno mediu uma Unica vez
0 evento.

Tendo a incerteza do aparelho utilizado, poderiamos ter uma idéia do
acerto do aluno. Mas a incerteza cobre apenas o erro do aparelho e ndo a do
aluno ou mesmo do procedimento experimental. O problema que se coloca é:
Como determinar a incerteza de uma medida?




COMO DETERMINAR A INCERTEZA DE UMA MEDIDA?

Uma abordagem alternativa para este problema seria medir vérias vezes o
mesmo tempo e calcular a média. A variabilidade de cada medida é dada pelo
desvio padréo e a variabilidade da média (caso se obtenham varias médias) sera
dada pelo desvio padrdo da média®.

O problema é que, para o valor mais provavel a partir de médias, determinar
desvios-padrdo e desvio-padrdo de médias exige que se fagam INFINITAS
medidas e definitivamente ndo temos tempo para isso! Vamos, portanto
ESTIMAR o valor mais provavel, o desvio padrdo e o desvio padrdo da média
para um conjunto pequeno de medidas. O desenvolvimento tedrico e a
justificativa para esse procedimento podem ser encontrados nos textos basicos de
estatistica, como por exemplo, Helene e Vanin (1981).

A média, o desvio padrdo e o desvio padrdo da média, para um conjunto finito
com n dados podem ser estimados aplicando as equaces a seguir.

Média de uma amostra com n valores:

1
m_HZxi

Desvio padrdo de uma amostra:

® E comum encontrar a afirmagdo de que se fazem muitas medidas de uma mesma grandeza para
melhorar um resultado. Isto nem sempre é verdade. A incerteza de um processo de medida é uma
caracteristica do processo expresso pelo desvio padréo, que independe do nimero de medidas (para n
grande, tipicamente n>10). E verdade que ao realizar muitas medidas pode-se obter um valor médio
mais préximo do valor mais provavel, uma vez que o desvio padrdo da média (que expressa a
incerteza da média) varia com 1/vn. Entretanto, raramente se usa essa abordagem em medidas diretas
(ndo estocasticas). Na pratica, quando se deseja uma medida com incerteza menor, procura-se
simplesmente um procedimento ou um instrumento melhor (um micrometro no lugar de um
paquimetro, por exemplo). A verdadeira razdo de se repetir uma medida varias vezes € para estimar
seu desvio padréo.
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Desvio padrao da média com n valores:

(I1.3)

Uma maneira gréfica de analisar estatisticamente esses dados é através de um

histograma ou grafico de
barras. Neste tipo de gréfico,
para uma visualizagdo mais
direta, a abscissa é dividida
em intervalos iguais, que se
chamam canais.

Ha 3 grandezas que podem
ser graficadas em
histogramas: a freqléncia
absoluta, f,, a freqiiéncia
relativa, f,, e a densidade de
probabilidade, dp. A
freqUéncia absoluta é o
grafico onde a ordenada
representa a quantidade
absoluta de termos dentro de
um canal. Freqléncia
relativa tem na ordenada a
fracdo da quantidade de
termos dentro de um canal.
No gréfico de densidade de
probabilidade dP = fr/4x,
grafica-se na ordenada o
resultado da divisdo de f,

lm =42ms

o
)
=]

o

=

u
L

dP = fr/Ax (ms1)

T opdaatura

N

6 8 10
tempo de queda (ms)

P

Fig. 11.3. Histograma dos tempos de queda de um corpo.

pelo tamanho da cela, Ax. Neste caso a area do grafico é a probabilidade de
ocorrer o valor contido na cela ou intervalo (dai o nome densidade de
probabilidade). Este ultimo tem a vantagem de independer do tamanho da cela,
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valendo até mesmo para histogramas com canais de tamanho variavel, pois a
area total é sempre unitaria! Veja o exemplo a seguir:

Tabela I1.1: Tempos de queda de um corpo, em ms.

4.93 0.77 7.01

2.21 6.00 5.17

412 5.40 2.56

3.83

Tabela I1.2: Analise estatistica dos tempos.

Cela Intervalo fa fi=fa/n  dp=f/ax

0,00 |—2,00 1 0,10 0,05
2,00 |—4,00 0,30 0,15
4,00 |—6,00 0,40 0,20

6,00 |— 8,00 0,20 0,10

Note que n = 10 ¢é a quantidade de dados e o intervalo é representado por um
simbolo que, no caso, exclui o valor maximo da cela.

O histograma dos dados na Tabela I1.1 esta na Figura 11.3 acima. Note que a
escala do eixo y esta em unidades de densidade de probabilidade, que tem
unidades de ms™. Para valores aleatérios distribuidos de acordo com a lei
Normal com média x e desvio padrdo o, 0 histograma de dP pode ser modelado
por uma curva continua, também denominada Gaussiana, dada por:




4P :( f, j: 1 exp(_0’5*(x_m)2)

AX SV2m s?

onde m é a estimativa da média e s é a estimativa do desvio padrdo. Neste
histograma, ajustamos uma curva e estimamos sua tendéncia central, m, ou seja,
a média, e sua largura, s, o desvio padréo.

O desvio padréo pode ser estimado graficamente, calculando o valor de x para o
qual [x-m| = s. Neste caso, a equagéo (11.4) vale:

dP(Ix—m|=s) =Y, exp( (11.5)

—0,5*;(5)2)
S

onde Y, é a altura do m&ximo da curva. Dai resulta que o desvio padrdo pode ser
estimado graficamente como a metade da largura total de uma gaussiana medida
aproximadamente a 2/3 da altura, pois

2
dP, =Y, exp(-0.5) =061Y, = 3Y, (111.6)

Note também que a area do histograma da Figura 11.1. é unitaria, assim como a
area da gaussiana.




111 - PROPAGAGCAO DE ERROS E INCERTEZAS

Introducéo

Um processo de medida tem sempre por objetivo determinar o valor médio
verdadeiro, ynm., de uma grandeza, cujo valor verdadeiro é y,. Acontece que, em
geral, o valor verdadeiro nos é desconhecido, e para se obter o valor médio
verdadeiro sdo necessérias infinitas medidas!

Dessa forma, para um conjunto de medidas, {y1, Y2, Ya, ...Yn}, O valor médio
verdadeiro € dado por:

Yo = Iim[igyi) (1.2)

n—ow

Como em geral yn,, € um valor inacessivel, usam-se estimativas: a média dada
pela equacdo 11.1, a estimativa do desvio padrdo (eq. 11.2) e do desvio padrao da
média (eg. 11.3).

Apenas relembrando alguns termos novos que usaremos com freqiiéncia:
MENSURANDO: Grandeza a ser determinada num processo de medicéo.

VALOR VERDADEIRO: Valor consistente com a definicho de uma
determinada quantidade. Em principio, apenas obtido num processo de medida
perfeito.

INCERTEZA: Parametro associado ao resultado de uma medida que caracteriza
a dispersdo dos valores que podem satisfatoriamente ser atribuidos ao
mensurando. Reflete o desconhecimento do valor exato do mensurando.

ERRO: E a diferenca entre a medida e o valor verdadeiro. Quanto menor o erro
maior a exatiddo (acuracia).

ERRO SISTEMATICO: Erro constante caracteristico do processo ou
instrumento.




ERRO PADRAO: Desvio padrio dos valores médios em relagdo ao valor
verdadeiro.

A grande diferenca entre a incerteza e o erro (seja ele qual for) é que o erro pode,
em principio, ser ‘corrigido’, enquanto a incerteza € um intervalo de confianca
das medidas. Logo, caso sua experiéncia tenha um erro, existe uma falha no
procedimento que pode e deve ser corrigido.

Exemplo 1. Medida da tensdo de uma pilha:

Neste exemplo, pretendemos determinar o valor mais provavel e a respectiva
incerteza da tensdo de uma pilha. Usaremos um voltimetro cuja incerteza
nominal (fornecida pelo fabricante) é de 16 = 0,25% do valor indicado. A
incerteza do processo de medida deve, portanto ser combinada com a incerteza
do fabricante, para gerar o resultado procurado. Algumas férmulas utilizadas
serdo explicadas adiante. Retorne ao exemplo assim que terminar a leitura deste
capitulo. Os resultados obtidos nas medicOes estdo na Tabela I11.1.a.

Tabela I11.1.a. Tensdo de uma pilha medida com voltimetro (incerteza nominal 0,25%)

U (volt) incerteza
nominal (V)

1,572 0,004
1,568 0,004
1,586 0,004
1,573 0,004
1,578 0,004

1,581 0,004

Antes, um comentério: a tabela I11.1.a acima tem trés colunas. A ultima contém a
incerteza nominal das medidas que, como vemos, ndo varia ao longo das
medidas. A tabela poderia ter apenas 2 colunas e a incerteza das medidas ser
incorporada no titulo da coluna 2. A nova tabela ficaria como no exemplo
abaixo, tabela I11.1b.




Tabela 111.1b. Tens&o de uma pilha medida com voltimetro (incerteza nominal 0,25%)

n U + 0,004 (V)

1,572
1,568
1,586
1,573
1,578

1,581

Vamos aos célculos. Note que, em célculos intermediérios, usamos um digito
significativo a mais, para apenas no final expressarmos o valor da medicdo
conforme as normas discutidas no capitulo anterior.

6
Valor médio: v) =%2Ui =15763 v

i=1

6
Desvio padrio das medidas: ¢ = \/ﬁZ(\/i —1,5763)2 =0,0066 V

T 4=

Desvio padrao do valor médio:
6, =L =200 _ 0007 v
Jn 6

Incerteza nominal do voltimetro (0,25% da medida)

L, = 9.5 1,5763=0,0039 v
100




Verifique que o desvio padrdo das medidas (na realidade do processo de
medicao) é maior que a incerteza nominal do voltimetro. Isso era esperado, pois,
na composicao da incerteza do processo de medidas, a incerteza do voltimetro é
apenas um dos componentes. Uma Unica medida, por exemplo a primeira medida
na Tabela 2.1b, pode ser expressa como:

U, = (1,572+0,007)V

A incerteza de nossa medida difere da incerteza nominal citada na tabela 2.1.
Tivemos que fazer uma série de medidas para determinar o0 NOSSO desvio
padrao.

Uma vez que realizamos uma série de 6 medidas, podemos expressar nosso
resultado de forma mais precisa, usando o valor médio das seis medidas e seu
desvio padrdo (o desvio padrdo da média). Portanto nosso resultado ficaria
assim:

U =(1,5763+0,0027)V

Este resultado estd 6timo para desenvolver nossos estudos e verificar alguma
dependéncia da tensdo da pilha com outras grandezas. Mas 0 nosso voltimetro
pode ter um erro de calibracéo. Explicando: Na fabrica sdo produzidos milhares
de voltimetros. Em média todos iguais. Mas no varejo, ao comparar os valores
medidos por diferentes voltimetros, um indica um valor um pouco maior, outro
um pouco menor... Como entdo comparar medidas feitas com voltimetros
diferentes? Temos que retornar ao manual do aparelho e procurar a incerteza de
calibracdo do mesmo, ou seja, o desvio padréo de calibracdo dos voltimetros. Em
geral (mas ndo necessariamente) a incerteza do instrumento e o desvio padrdo de
calibracdo sdo semelhantes. Seria um desperdicio se assim ndo fosse. (Quem
compraria um aparelho muito preciso e caro mal calibrado? Por que calibrar
cuidadosamente um aparelho vagabundo?). Podemos supor, entdo, que o desvio
padrdo de calibracdo do voltimetro é da mesma ordem que sua incerteza
nominal. Dessa forma, é possivel que instrumentos diferentes indiquem valores
diferentes para uma mesma medida, nesse nosso caso, com um desvio padréo de
0,004V. Caso tenhamos em nosso laboratério mais que um voltimetro do mesmo
modelo, temos que incorporar esse “desvio padrdo de calibragdo” em nosso
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resultado. Isso pode ser feito por meio de uma soma quadratica, denominada erro
padrdo, em que se compBe quadraticamente o desvio padrdo da média com o
desvio padréo de calibracdo do instrumento:

Erro padrao:

c,= o’ + L2 =0,0048V

Finalizando, o valor mais provavel da tensdo da pilha pode ser representado por:

U, =(1,576+0,005)V

Afinal, qual o valor que devemos usar? Depende. Para comparar séries de

medidas no mesmo instrumento, podemos usar a média U e o desvio padrdo da
média. Para comparar medidas entre si, basta o desvio padrdo. Para comparar
medidas em instrumentos diferentes, precisamos do erro padro.




PROPAGACAO DE INCERTEZAS

Muitas vezes usaremos o valor do mensurando numa equagdo para determinar
outra grandeza qualquer. O que fazer com a incerteza associada? Para o
mensurando temos a incerteza do processo de medida, enquanto, que para
grandezas determinadas através de férmulas, temos a incerteza propagada.

Calculo da propagagéo de incertezas

O problema pode ser posto da seguinte maneira: dada uma funcéo w = w(x, Y, z)
onde X, y, z séo grandezas experimentais com incertezas dadas por oy, Oy, 0z €

independentes entre si, quanto vale c,, ? A independéncia entre oy, oy, o7 €

necessaria para a validade das formulas a seguir, mas ndo sera discutida por
enquanto.

Para simplificar, suponha w apenas fungdo de x. No grafico abaixo esta
representando w(Xx).

c :‘@c
w ax X

A incerteza de w, neste grafico, pode ser obtida pela simples projecdo da
incerteza de x. Para pequenos intervalos no eixo X, temos em primeira ordem:




(111.2)

Para mais de uma variavel, sendo estas independentes entre si, podemos escrever
uma férmula geral (visualize uma soma de catetos em n dimensdes):

(1n.3)

Acompanhe os exemplos a seguir:

A) Adicao de valores experimentais

Considere a soma de dois segmentos:

———— L=a+b
I I |

a=12+x2cm b=8,0£0,5cm

A incerteza no segmento soma pode ser calculada aplicando a equagéo (111.3):

2 2
o = (@j 5 +(%j o2
oa ob

_ 2 2
= l.o; +1l.c;




que resulta:

ol =2°+05° =4,25
o, =2,06cm

L = (20,0 +2,1) cm

B) Subtracdo de valores experimentais

Seguindo o mesmo esquema do exemplo anterior, a incerteza associada a
subtracdo de duas grandezas experimentais é dada por:

b=8+£2 c¢m |

| a=12+2cm |

—il=ah

Novamente usando a equagdo (2.3):
2 2
oL oL
o =[Z| 24 [ L) 52
oa ob
2 2
=10, +1l.0,

resulta: 0’5 =22422-8

o, =28cm




Logo L=(4,0+£28)cm

Note que, na soma, tanto a grandeza como a incerteza aumentaram, mas, na
diferenca de duas grandezas experimentais, apesar do resultado ser menor em
mabdulo, a incerteza final € maior que a das partes.

C) Multiplicagdo de grandezas experimentais: volume de um cilindro

Vamos agora determinar o volume do cilindro na figura abaixo em que se
mediram o raio e a altura.

R

V = tREL
R=20+05¢cm
L=10,0 +05¢cm

Propagaremos as incertezas em todos os termos do produto: ©, Re L.




, (VY , (VY , (ovY ,
o, =|— |0, +| —=|or+|=—| Ol
on R oL

= (R?’L)*c?% + (n2RL)?*c? + (nR?)c?

dividindo porV?

o} _ (R’L)?*c? + (n2RL)?*c? + (nR?)c?

V2 (nR?L)?
FRBEGEG)
—_v_ — + +| —=
Vv n R L

Calculando cada um dos termos acima usando os valores fornecidos na figura:




Somando i, ii e iii em quadratura:

C\‘/_v — /0 +0,5? +0,05? = 0,5025

MUITO IMPORTANTE: Na equacdo acima, de propagacdo de incertezas na
multiplicacéo e diviséo, obtivemos a incerteza relativa o, /V . NAO ESQUECA

DE MULTIPLICA-LA PELO RESULTADO (V) PARA OBTER A
INCERTEZA ABSOLUTA. Multiplicando oy por V e ajustando o nimero de
significativos...

o, =0,5025xV =0,5025x125,7 = 63

O resultado do volume do cilindro vale:

V = (126 + 63) cm®

ou ainda

V = (13 +6)x 10 cm®

Os resultados acima sdo mais gerais do que parece a primeira vista. Para as
quatro operacdes pode ser resumido como segue:

Na soma ou subtragdo, a incerteza absoluta do resultado é a soma em
quadratura das incertezas absolutas.
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Na multiplicacéo ou divisdo, a incerteza relativa do resultado é dada pela soma
em quadratura das incertezas relativas dos operandos (ndo esquega de converter a
incerteza relativa em absoluta).

NOTA: por soma em quadratura entende-se a raiz quadrada da soma dos
quadrados...

No Quadro 2.1, a seguir, estdo resumidos os principais casos de propagacao de
incertezas. Uma importante regra pratica pode ser obtida se notarmos que 0
resultado de propagacdo de incertezas ndo precisa ser feito com precisdo
numérica maior que cerca de 5%. Logo:

Qualquer termo menor que 1/3 do maior termo na soma em quadratura
pouco contribui no resultado final e em geral, pode ser desprezado
(criteriosamente!).

Exemplificando: Volte para o exemplo A, a soma de dois segmentos: L&
calculamos o resultado de :

o =2*+05% =425

observe que 0,5% << 22, ou seja, se desprezarmos o termo menor, o resultado
seria 4,00, que arredondado para um significativo resultaria G, = 2Cm, nio
muito diferente do resultado anterior, 2,1 cm.

Algebricamente: sejam X; e X, 0s termos de uma soma em quadratura com X, = kK
X; A soma em quadratura resulta:

S =x2(1+k?) (111.4)

Seja agora




S = /x2 (111.5)

em que se desprezou x; uma vez que k>1. Note que S > S’, uma vez que X, > X;.
Queremos saber, 0 menor valor de k de forma que S’ e S ndo difiram em mais
que 5%. Queremos que

S-S'<0.05*S ou %>0.95 (111.6)

Com alguma manipulagdo algébrica se obtém

k> 3.0 (1.7

Isto pode simplificar muito as contas, pois, numa soma em quadratura podemos
simplesmente desprezar termos menores que 1/3 do maior. Isto permite, na
maioria das vezes, um célculo rapido, sem o uso de calculadora. Atente que sdo
0s termos da soma em quadratura que devem ser comparados, ndo as incertezas.

Representacado de incertezas em um grafico. Barras de erro.

Ja aprendemos a expressar incertezas quando escrevemos o resultado de uma
medida. Num gréafico vamos expressar a incerteza de cada ponto experimental na
forma de uma barra vertical (ou horizontal) que representard o intervalo de
confianca definido pela incerteza da grandeza.

Exemplo: Representar dados da Tabela I11.2. em um gréafico.

Tabela 111.2. Espagos e velocidades de um corpo

s+ 0,05 (m) v (m/s)

4,60 1,84+0,55




Expressoes para oy,

6,90 2,76+0,82
11,10 3,99+1,20

20,60 9,88+2,96

Pe
I

Velocidade(m/s)

12 16 20 24
Espaco (m)

Figura 111.1 Velocidades e posigdes de um corpo.

Note que a incerteza do espago ndo foi colocada no gréfico, pois € menor que o
ponto marcado. Neste grafico também foi ajustada uma reta média que
representa os pontos experimentais. A reta média pode ser tragada observando
algumas regras simples:

e  Procure passar a reta equilibradamente pelo maior nimero de pontos.

e A origem (0,0) pode ou ndo ser um ponto experimental. Se for fisicamente
justificavel, trate-a como qualquer outro ponto experimental, caso contrario
trace a melhor reta ignorando a origem.

A reta deve estar contida na maioria das barras de incertezas.




W=Xxzty

somae
subtracéo

W = axy
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RESUMO DE FORMULAS PARA PROPAGAGAO DE INCERTEZAS




IV - LINEARIZAGCAO DE CURVAS

Introducao

Numa experiéncia costumamos comparar os valores das medi¢cGes com algum
modelo fisico, provavelmente expresso na forma de uma equacdo algébrica.
Todavia, muitos fendbmenos ndo sdo lineares, isto €, o comportamento da
grandeza observada ndo pode ser descrito por uma reta. Nestes casos, modelar o
comportamento do sistema ou ajustar uma funcdo qualquer aos pontos
experimentais requer o uso de métodos numéricos avancados nem sempre
disponiveis de forma imediata. Num primeiro momento, pode-se optar pela
linearizacdo da funcdo em jogo. A linearizacdo de uma funcdo nada mais é que a
transformagdo de uma funcdo curvilinea (ndo linear) numa reta, ou seja, a
conversdo dos dados experimentais, por meio de uma mudanca de variaveis, para
uma relacdo linear e determinar-lhe os coeficientes. Invertendo o procedimento
de linearizagdo, pode-se entdo determinar os parametros da funcdo ndo linear
procurada.

Exemplo: Para determinar a aceleracdo da gravidade usamos os dados de
posicdo de um corpo em queda livre, cuja dependéncia com o tempo néo é linear.
Inicialmente preparamos uma tabela com os tempos e espagos e construimos o
grafico a sequir:

Espago no tempo

Espaco [m]
P (2] [ox]
o o o

)
o

2
Tempo (s)

Figura IV.1. Espagos em fungdo do tempo para um corpo em queda livre.




Neste tipo de gréafico, onde s = sy + Vo.t +(a/2)t%, ndo é imediato determinar a
aceleracdo do corpo.

Mesmo supondo vo = 0 e 5o = 0 (com o eixo y no sentido da aceleracdo) a
expressao se converte em:

s=at’/2 (IV.1)

que ainda ¢ uma fungdo ndo linear em t. Se, ao invés de graficar “s x t” como na
: 2
figura 3.2, graficarmos, “s x t/2” teremos uma reta:

(IV.2)

Onde a é o coeficiente angular da reta e x=t*/2, conforme pode ser visto na figura
IV.2. Logo:

Espac¢o no tempo ao quadrado

Espaco [m]
[\ B ()] (o]
o o o o

o
L

Figura IV.2. s(t*/2) para um corpo em queda livre.

Pode ocorrer que as grandezas medidas sejam afetadas por um desvio constante.
No exemplo acima, poderia ter ocorrido que o tempo e/ou espaco inicial fossem
diferentes de zero. Esses desvios (inicialmente lineares), em geral, introduzem
desvios ndo lineares nas novas varidveis “linearizadas” e podem invalidar suas
conclusbes. Dada sua natureza, esses desvios costumam afetar mais os valores




“pequenos” que os “grandes” e podem ser identificados na forma de desvio
sistematico dos pontos experimentais da curva (linear) graficada.

Existem diversos outros métodos de linearizacdo: Ainda se usa muito graficar o
logaritmo das grandezas, o que reduz poténcias em coeficientes angulares e
coeficientes multiplicativos em lineares. Os papéis dilog e mono-log, sdo uma
forma préatica de executar transformac6es log sem necessidade de calculos. Outro
método, que na pratica reduz o grau da funcéo, é graficar a derivada da funcéo.
N&o h& uma regra geral para linearizagdo de funcdes. Prética e criatividade sdo
alguns dos requisitos.

Funcdes tipo y=ae™

FuncgOes exponenciais podem ser linearizadas aplicando o logaritmo em ambos
0s termos, que resulta:

In(y) = In(ae™)

In(y) = In(a) + bx

Definindo Y = In(y) e a = In(a), temos:

Que é uma reta com coeficiente linear o e coeficiente angular b.

O papel grafico logaritmico

Antes do uso generalizado de calculadoras, ndo era simples determinar o
logaritmo de um ndmero. Podia-se usar (e ainda se usa) o papel mono-logaritmo,
cuja escala vertical, Y, é desenhada de tal forma que a distancia linear até a




origem (eixo x) é o logaritmo decimal do nimero indicado na escala. Dessa
forma o papel "grafica automaticamente” o log do nimero indicado.

lon v = medida em em /10

Figura IV.3. Escala mono-log. Neste caso, a escala, também denominada ciclo, é de 10cm para cada
ordem de grandeza (fator 10). Outras escalas e varios ciclos sdo possiveis. (um exemplo: dado que
log(3) = 0.477, temos que 10.log(3) = 4.8cm.)

O papel dilogaritmico (dilog) repete o eixo log também para o eixo das abscissas
(eixo x) e é util para linearizar poténcias simples, tais como que sera discutido a
sequir.

Funcdes tipo y=ax”

Poténcias simples tipo ax”, também podem ser linearizadas aplicando o
logaritmo em ambos 0s termos:

log(y) = log(a) + b log(x)

novamente, uma reta com coeficiente angular b e coeficiente linear log(a).




V - INTERPOLAGCAO DE VALORES EM TABELAS

Ao consultar uma tabela, dessas publicadas em livros especializados, é muito
dificil encontrar exatamente o valor procurado. Se por exemplo estivermos
procurando o indice de refragdo de um determinado material em funcdo da
temperatura, em geral ocorre que a temperatura desejada esta entre dois valores
tabelados. A solucdo é interpolar a partir dos valores tabelados. Existem varios
métodos de interpolacdo de dados em tabelas: Pode-se usar polinémios, funcdes
logaritmicas, exponenciais, etc. Esses métodos podem ser encontrados em livros
bésicos de métodos numéricos.

Ocorre que muitas dessas tabelas sdo compiladas de forma que uma simples
interpolagdo linear seja suficientemente precisa, ou seja, o erro da interpolagéo
linear é menor que a incerteza dos valores tabelados. Veja o exemplo a baixo:

Tabela V.1. Presséo de vapor da agua liquida.

Temperatura (°C) | Presséao (Torr)

60 149,4

80 355,1

760

1489

Para determinar a pressdo de vapor a 90°C pode-se interpolar linearmente a
tabela entre os valores de 80 e 100°C. A interpolacgdo linear pode ser entendida
como o ajuste de uma reta a DOIS pontos da tabela e a determinagéo de um valor
intermedidrio ndo tabelado. A figura V.1 exemplifica o procedimento
graficamente.

Sejam 0s pontos (X, Yo) € (X1, Y1) dois pontos quaisquer consecutivos na tabela.
Ajustando-lhes uma reta, pode-se escrever, para um ponto (X;, y;) intermediario.




Isolando y; temos:

Yo = Yo +(X —X,). (yl ij

Xy = Xo
gue aplicada ao exemplo resulta:

760 — 355]
100-80

Yoo = 355+(90— 80).(

gue fornece o valor procurado:

Pgo =558 Torr.

X. VY. X.
Figura V.1. Representagdo grafica de uma interpolagao linear




VI — O Método dos Minimos Quadrados

Frequentemente, as leis fisicas permitem prever o valor de uma grandeza y a
partir de uma varidvel independente x. Um caso particular, mas bastante comum,
é aquele em que y depende de x através de funcgdes f (x) e g(x) na forma linear

y = aof (x) + bog(x) (VLY

onde a, e by sdo constantes (isto é, independentes de x), cujos valores sdo
relacionados ao sistema especifico em estudo.

A equacdo horaria do movimento de um corpo lancado para cima em um
plano inclinado por um &ngulo fem relagdo a horizontal, a partir da
origem, é

g senf

5 t? + vyt

y =
gsenf
2

quando as forcas de atrito puderem ser ignoradas. Neste caso, ag = —
by = vy, f(t) =t*eg(t) =t.

Uma maneira de estimar a, e by € variar o valor de x e medir os correspondentes
valores de y. Se medimos apenas 2 pares, ou seja, (xy, vy, 01) € (x5, ¥z, 05), onde
o1 € 0, 540 0s desvios-padrdes de y; e Y., respectivamente, é possivel resolver o
sistema de duas equacdes a duas incdgnitas que se obtém; a solucdo serd um par
de valores d@e b que ndo sdo os parAmetros da equacdo (VI.1), mas sim suas
estimativas, cujas incertezas decorrentes das incertezas nos valores y;, e y,
devem ser calculadas pelas formulas de propagacdo adequadas. Essa maneira,
entretanto, é insuficiente quando as incertezas de medida sdo significativas e ndo
podem ser diminuidas. Além disso, esse procedimento ndo permite de maneira
nenhuma testar se a relagéo (V1.1) é adequada para a descri¢do do fenémeno.

A pratica em Fisica consiste em observar a grandeza y para N valores de x
diferentes, ou seja, determinar um conjunto de dados

{(xiryiio-i)!i = 1N}

em que o indice i simplesmente identifica cada dado do conjunto de N pontos
experimentais e incluimos os desvios-padres dos dados, o;. O interesse em
repetir a medicdo de y um ndmero maior de vezes decorre da diminuigdo dos
desvios-padrdes de d e b, por conta da redugdo da flutuagio estatistica quando
sdo calculados a partir de mais medic8es, do mesmo jeito que o desvio-padrédo da
média diminui com o nimero de dados, g, =%, como j& aprendemos na
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primeira experiéncia — na verdade, a média e o desvio-padrdo da média
constituem a estimativa de minimos quadrados da medicdo direta de uma
grandeza aleatdria, caso em que a férmula (VI1.1) fica y = a,. A fim de testar se
a relacdo (V1.1) é valida, procura-se escolher valores de x distribuidos por toda a
regido de interesse da variavel independente.

No exemplo do corpo que é lancado da base da rampa para cima com
velocidade v, deve-se observar a posi¢do do corpo desde o inicio até o final
do movimento e ndo apenas concentrar as medic6es nos primeiros ou nos
Gltimos instantes do movimento.

Para explicar o método que vamos usar, relacionamos o dado experimental com
a fungéo (V1.1):

Vi = aof (%) + bog(x;) + ¢ (V1.2)

onde ¢; é o erro da medida experimental. O método que vamos apresentar baseia-
se na impossibilidade de determinar esse erro experimental — se fosse possivel
conhecé-lo, subtrairiamos o erro de medida e nunca precisariamos repetir uma
medico, porque o resultado final, depois da subtracdo, seria exato. Embora nédo
se possa conhecer o erro, supde-se que se possa conhecer seu valor médio, bem
como sua média quadrética, que sdo as duas hipoteses necessarias para aplicar o
meétodo dos minimos quadrados:

i (€;) = 0, que corresponde a hip6tese que os instrumentos ndo déo
leituras erradas sempre para 0 mesmo lado, ou seja, as medic¢des sdo
ndo-tendenciosas.

(&;%) = 0;2, que é a medida de dispersdo dos dados experimentais e
pode ser estimado como vimos fazendo desde o primeiro experimento.

O método consiste em minimizar a soma dos quadrados dos residuos ponderados
pelos desvios-padrbes dos dados, mais exatamente, minimizar a funcdo Q(a, b)

N 2
0(ab) = z lyi — (af(xi). +bg(x))] (V1.3)

0;?

Note que, nessa expressao, a e b sdo variaveis, o que é estranho, mas inevitavel,
uma vez que a natureza ndo nos permite conhecer os seus valores verdadeiros, ag
e by — temos que admitir a possibilidade de que assumam quaisquer valores. Note
também que a ideia intuitiva de minimizar a soma dos erros ndo funciona, por
causa da propriedade (i) acima — o erro médio é zero. Assim, as estimativas dos
parametros s&o os valores @ e b que minimizam essa funcéo Q.




Como Q(a,b) é um polindbmio do 2° grau em a e b, pode-se desenvolver o
polinbmio que corresponde a essa parabola bidimensional e encontrar seu
minimo usando técnicas de algebra linear (veja, por exemplo, o livro de Barone
[1]). A maneira que vamos indicar aqui é calcular as derivadas parciais de
Q(a, b) em relacdo a a e b, que devem se anular para um par de valores d e b,
que sdo as estimativas das grandezas fisicas a, e by, ou seja,

a0
da ab

d
_Q =0
6b [1\‘[,

As duas equagdes do sistema linear acima (a derivada de um polinémio do 2°
grau ¢ um polinémio do 1° grau) em fun¢do das duas incdgnitas de b sdo
escritas de preferéncia em forma de matriz,

¥if () (f(x)* Fx)g (i)
Z O'iz _ z O'iz z O'iz
Yig (xi) Flx)g(x) (9(x))’

Z O'iz Z O'L'Z

O'l'z

onde todas as somatdrias se estendem desde i = 1 até i = N. Essa férmula
matricial pode ser escrita em forma compacta como

D=MA (V1.5)

A solucdo do sistema linear pode ser obtida por qualquer método. Aqui,
definimos a matriz V que é igual & inversa da matriz M

V=M1 (V1.6)
de modo que simbolizamos a solugéo de (V1.4) por
A=VD (VL.7)

Os desvios-padrdes das estimativas d e b sdo calculados a partir dos elementos
da matriz V [3-5], que, por isso, é chamada matriz das variancias:

Og =+VV11 € O0p = VU2 (V1.8)

O método dos minimos quadrados é devido a Gauss e Legendre, no final do
século XVIII ou inicio do XIX, que o aplicaram na reducdo de dados de
observagdes astrondmicas; a prioridade de descoberta do método é uma questéo
interessante, veja, por exemplo, Stiegler [2], que sugere que Gauss descobriu o
método antes de Legendre, que, porém, o apresentou em uma publicacdo que
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despertou o interesse dos astronomos da época, 0 que Gauss teria tentado varios
anos antes, mas nao conseguido.

A qualidade do ajuste pode ser avaliada pelo valor da funcdo Q da equacdo
(V1.3) calculada com as estimativas @e b dos pardmetros, Q(&b), cuja
distribuicdo de probabilidade pode ser calculada quando os dados tém
distribuicdo normal. Se conhecéssemos os valores exatos a, e by, poderiamos
escrever

N

2 N 2
(s, by) = z [yi — (aof () + bog (x)]” _ Zi

4 0;? Lio;?
i=1 i=1

onde usamos a relacdo (VI.2) para identificar os erros ¢;. Calculando o valor
médio dos dois membros da equacéo, obtemos

N o 2
i

(€:%) _
0;? 4 i

N
(Q(agp, by)) = Z
i=1

i=1

Essa relacdo ndo é muito Gtil, uma vez que ndo conhecemos a, nem by No
entanto, se usamos as estimativas conhecidas a e b no lugar de a, e bg, obtemos

VL.10

2 2

o(eh) - Z [y = (ar G + Bgw)] i ¢l

0; 0;

i=1

onde definimos o residuo do ajuste no ponto x;, €';, como

€=y — (af(xi) + Bg(xi)) (VI.11)

E possivel calcular o valor médio da expressdo (V1.10) [5], obtendo-se uma
expressdo bastante parecida com a equacéo (V1.9):

(Q(a,b)y=N-2 (V1.12)
Como Q é uma funcgdo definida positiva ou nula, o fato de seu valor médio ser
nulo para N = 2 significa que ele vale zero sempre. 1sso porque, nesse caso de N
= 2, as estimativas de b sdo a solucdo do sistema linear, de modo que os
residuos €'; e €', para os Unicos dois dados sdo nulos e, portanto, sua soma
quadrética é nula.

Quando fazemos um ajuste, porém, temos um Unico valor Q(d, 13), de modo que,
se N > 2, ele pode assumir qualquer valor no intervalo [0, oo[. Quando os dados
tém uma distribuicdo gaussiana, a funcdo de probabilidade dos diferentes valores

pode ser calculada e demonstra-se que Q(a, B) tem a funcédo de probabilidade da
variavel yZ_, (diz-se qui-quadrado com N-2 graus de liberdade), de forma que
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se pode realizar um teste de hipétese rigoroso, dentro do quadro teorico da teoria
estatistica. Aqui, vamos nos limitar a uma interpretacdo qualitativa dessa
grandeza.

Valores de Q(@& b) muito menores que N-2 sdo devidos a desvios-padrdes
superestimados. Ja valores muito maiores que N-2 sugerem que o modelo seja
inadequado, quando devemos buscar outra funcdo para relacionar y com x no
lugar da (VI.1), ou, entdo, os desvios-padrdes estdo muito subestimados. Se
desenvolvermos as expressdes algébricas da equagdo (V1.8), que determinam os
desvios padrdes de @ e b, veremos que, quando se subestimam (superestimam)
os desvios padrBes dos dados, os desvios dos resultados também estardo
subestimados (superestimados).

Na equacdo (VI1.12), o nimero 2 do membro direito, N-2, est4 associado aos 2
pardmetros a, e by da relagdo entre y e x. Caso a relagdo que substitua (VI1.1)
tenha m parametros, esse nimero 2 sera substituido por m. Por exemplo, se
forem trés os parametros: ag, by € ¢y, entdo a relagdo (V1.10) fica

(Q(a,b,¢))=N-m=N-3  (VL13)

Uma introducdo ao método dos minimos quadrados do ponto de vista do
tratamento estatistico dos dados em fisica experimental pode ser encontrada no
livro de Helene e Vanin [3] ou em Vuolo [4] e uma apresentacdo mais profunda
em Helene [5].
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VI1I. O Método dos Minimos Quadrados com incerteza na variavel
independente

De acordo com o0 método dos minimos quadrados, as estimativas dos parametros
a e b da funcdo VI.1, af(x;)+ bg(x;), correspondem aos valores que
minimizam a funcdo Q da férmula V1.3, repetida abaixo

N 2
0(ab) = Z ly: = (af (x)) + bg(x)] (V13)

2
i=1 9i
em que o;2 é a variancia de y; . Assim, esse método ndo esta preparado para lidar
com as situacbes em que ha erro na varidvel independente, x;. No entanto,
quando a dispersdo dos valores x; ® escolhidos na medida for grande em relacéo
aos seus desvios-padro, oy, transferir a incerteza de x; para y; é uma excelente
aproximagcdo, que permite estender o MMQ para esses €asos.

2 4 6 8 10 X 12

Figura VI1.1. Quando o valor experimental (x,y) ¢ medido com erro em ambas as
coordenadas, desenham-se barras de incerteza na vertical e na horizontal para
representar os desvios-padrdes em y e X, respectivamente. As linhas tracejadas
sugerem como transformar a incerteza em X em uma incerteza equivalente na

® A dispersdo dos x; é uma medida do quanto esses valores estdo espalhados no

eixo x e pode ser definida por /%Z?’zl(xi — )2, onde x é o ponto médio dos x;.
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variavel y, quando a relagdo entre y e x, descrita pela curva continua, for
conhecida.

A figura VII.1 mostra a ideia dessa transformacdo. O Gnico ponto marcado tem
barras de incerteza em x e em y e a curva representa a funcdo y(x). O desenho
sugere que existe uma incerteza em y, oy, que é equivalente a o,.

O processo de célculo do desvio-padréo equivalente, oy, é semelhante ao de
propagacdo de incerteza da secdo de propagacdo de incertezas, formula I111.2,
que, neste caso, fica

dy
Oy(x) = |a|x Oy (VIL. 1)

em que tomamos o médulo da derivada porque os desvios-padrdes sdo grandezas
definidas positivas.

Juntando essa parte da incerteza com a do valor y; medido, ay;, a variancia total
do ponto (x;,y;) é

dy 2
02 =0, + <|a x) 0,2 (VIL2)

que é o valor a ser inserido na formula V1.3 e no célculo dos elementos de matriz
no método dos minimos quadrados.

Esse célculo, porém, requer o conhecimento da relacdo entre as varidveis, que
ndo é conhecida, uma vez que inicialmente ndo temos os parametros da funcéo.
Isso é resolvido tornando o processo de ajuste iterativo: fazemos uma primeira
N A . a
estimativa dos pardmetros, de modo a poder estimar |a—z e com ele as
xi
variancias totais dos dados e ajustar os parametros; caso os valores ¢;2 obtidos
sejam diferentes das estimativas de forma que os valores calculados com a
relacdo VII.2 mudem em relacdo aos valores anteriores, refaz-se o ajuste dos
pardmetros com 0s novos ¢;%, até que os parametros calculados igualem as
estimativas de entrada.

Normalmente, basta obter uma primeira estimativa pelo MMQ sem levar em
conta a incerteza em y, inseri-la em V1.2, e recalcular os pardmetros com essas
variancias aumentadas, Os parametros desse segundo célculo costumam mudar
pouco em relacdo aos da primeira estimativa, a ndo ser que as incertezas em X
sejam mais importantes que aquelas em y. O que muda muito sdo as incertezas
dos parametros, essas sim, dependentes diretamente das variancias dos dados
experimentais, que mudam em ordem zero, de acordo com a expressédo VII.2.







Referéncias e fontes bibliograficas

R.P. Feynman., R.B. Leighton and M. Sands, Lectures on Physics, Vol 1.
1971.

A.Hudson, R. Nelson, University Physics, 2nd Ed. Saunders College Publ.
1990.

Diretorio Central dos Estudantes. Normatizagdo de trabalhos académicos &
referéncias bibliograficas. 2a. Ed. Pontificia Universidade Catolica de
Campinas. - (1998). 52p.

Fernandes, Normando C. O laboratdrio de projetos: inlmeras variagdes
sobre 0 mesmo tema. Preprint IFUSP/ P-564. (1986).

Frota, Mauricio Nogueira, Ohayon, Pierre. eds. Padrfes e Unidades de
Medida - Referéncias Metroldgicas da Franca e do Brasil. INMETRO - Rio
de Janeiro: Qualitymark Ed. 1999. 120p.

Helene, Otaviano A.M. e Vanin, Vito R. Tratamento estatistico de dados em
fisica experimental. Ed. Edgard Bliicher, Sdo Paulo, SP. 1981.

INMETRO, SBM. Guia para expressdo da incerteza de medi¢cdo. ABNT,
Rio de Janeiro. (1998). 120p.

Referéncias Bibliograficas de Multimeios e Documentos Eletrénicos.
Pontificia Universidade Catélica de Campinas. Projeto Disque-Biblio,
(1998) 19p.

Saad, Fuad Daher, Yamamura, Paulo; Watanabe, Kazuo . Introducdo a
interpretacdo gréafica de dados, graficos e equacfes. 25p. IFUSP (sem data).

Vuolo, José Henrique. Fundamentos da teoria de erros. Ed. Edgard Bliicher,
S&o Paulo, SP. 2a Ed. 1992.

Yamamura, Paulo e Watanabe, Kazuo Instrumentos de Medic&o in Manuais
Didaticos de Fisica. 18p




