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Teorema de Conservacao de Energia Eletromagnética

ou Teorema de Poynting

(Também em Reitz, Milford and Christy, secao 16-3)

Suponhamos que tenhamos um con-
junto de cargas e correntes no vacuo, re-
presentadas pela densidade volumétrica de
carga p e densidade superficial de corrente
j. Estas cargas e correntes criam campos
elétricos e magnéticos que vao atuar so-
bre as proprias fontes, de forma que, em
geral, tanto p como j podem variar tanto
espacialmente como temporalmente, isto

é p(F, 1) e f(?, t). A variagdo das cargas e

correntes exige que trabalho seja feito, ou
energia gasta; portanto é importante deter-
minar como varia, de forma auto-consistente, a energia do sistema de cargas, correntes e o
campo eletromagnético por elas produzido.
A forca atuante sobre cada elemento de carga d g, dentro do volume considerado, é dada

por
dF=dq(E+ 7 xB)

Entdo, a poténcia instantdnea gasta pelo campo eletromagnético para mover este ele-




mento de carga, como velocidade 7, é
dP=dqE+VxB)-D=dqE-v

Mas dq = pdt, onde dt é o elemento de volume (usamos 7 para ndao confundir com velo-
cidade), de forma que

dP=E-(p0)dv=E-jdr
onde usamos a expressao para a densidade de corrente f: pv. Finamente, a poténcia total
sobre o volume considerando, ou variacao temporal da energia total do sistema, é dada por

P—d—W—f(E“ Ndt
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Pergunta: Porque neste célculo ndo foi necessério calcular a for¢ca magnética sobre
os elementos de corrente?

Até agora, consideramos os campos E e B como dados; mas, pelas equagoes de Maxwell,

sabemos que eles estdo relacionados com os préprias fontes p e j. Da quarta Equacéo de
Maxwell, temos
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onde utilizamos a identidade vetorial V- (A x B) = B-(V x B) — A- (V x B) no primeiro termo

do lado direito da equacdo. Pela terceira Equacdo de Maxell temos que V x E =
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Substituindo este resultado na expressao para P, obtemos
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O ultimo termo da equacdo pode ser convertido numa integral de superficie através do

Teorema de Gauss; entao obtemos
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Vamos agora interpretar cada termo da equacao. O primeiro representa a energia gasta
para fazer as cargas se moverem dentro do volume, ou seja, a energia gasta por efeito Joule.
Para ver isto, basta lembrar que a colisdo entre as cargas pode ser representada por uma
resistividade 7, de forma que E = nf. Assim E- f =1j?, que corresponde a energia gasta por
efeito Joule (RI?) por unidade de volume. Lembrando que €y E?/2 é a densidade de energia
armazenada no campo elétrico e B?/2u é a densidade de energia armazenada no campo
magnético, temos que o segundo termo da equacao acima representa a variagdo temporal
da energia armazenada nos campos E e B dentro do volume. Se a derivada temporal for

positiva a energia estd aumentando e, se for negativa, a energia estd diminuindo.

Como a energia tem que ser conservada,

se houver dissipacdo de energia dentro do

volume, por efeito Joule, e a energia arma- d ‘S;t
zenada nos campos E e B estiver aumen- L~ ExB
tando, necessariamente tem que haver um oy

fluxo de energia para dentro do volume.

Isto é representado pela integral

1 pd =g - 1 - - -
-— (ExB)~dS:—f(ExB)-(—dS)
Ho Js Ho Js




Portanto o vetor E x (B/pg) = E x H representa a densidade de fluxo de energia associ-

ada ao campo eletromagnético, ou seja, energia transportada pelo campo eletromagnético

por unidade de area e por unidade de tempo. Esta grandeza é representada pela grandeza
vetorial S, definida como

-

S=ExH

que é denominada Vetor de Poynting.

O teorema de Poynting, portanto, equivale ao teorema da conservacao de energia para
o campo eletromagnético. Ele também pode ser expresso numa forma local. Para isso,

retornaremos as integrais de volume, antes de termos aplicado o teorema de Gauss:
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Como o volume V € arbitrdrio, o integrando tem que se anular, ou seja,

O produto E- j corresponde a variacao temporal da densidade de energia mecanica do
sistema, Wpec, € a soma das densidades de energia nos campos elétrico e magnético pode
ser escrita como W,p,;, ou seja, a densidade de energia do campo eletromagnético. Assim, a

expressao da conservacao de energia, na forma pontual fica
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que é a equacao da continuidade para a energia do campo eletromagnético.

Nota Importante: Esta expressdo que obtemos para a conservacdo de energia eletro-

magnética, tanto na forma integral como na forma local, s6 é vdlida no vacuo. A expressao
da conservacao de energia num meio material é mais complicada porque as constantes € e
u na verdade nao sdo constantes! Em geral, elas podem variar com a frequéncia do campo
eletromagnético no meio e esta variacao tem que ser considerada na conservacao de ener-

gia. Ap6s discutirmos a questdo de absorc¢ao e ressonancia de ondas eletromagnéticas em




meios materiais retornaremos a esta questao.

Exercicio:

Q2. Um capacitor de placas planas paralelas é formado por dois discos circulares de raio a, separados
entre si de uma distancia d < a, no vicuo. As placas estao ligadas a um gerador de corrente
alternada de frequencia w, que produz uma carga uniforme na placa do capacitor, dada por
q(t) = gosin(wt). Sao desprezados efeitos de borda. Supondo baixas frequéncias, de forma que
wa/c < 1 (onde ¢ = 1/, /g€ € a velocidade da luz), o campo elétrico E entre as placas pode
ser considerado uniforme. Considere nm sistema de coordenadas cilindricas, (r,0,z), com eixo
z passando pelo centro das placas, conforme indicado na figura.

a) Calcule a expressio para o campo elétrico E entre as placas.
(a) C

y) Calcule o campo magnético B, em funcao do raio r, na regiao entre as placas do capacitor.
(b) Calcul anpo magnético B, em funcao do rai na regi ntre as placas do capacitol
() Calcule o vetor de Poynting S = (E x B)/ .
(d) Usando a aproximacao de baixas frequéncias, mostre que é satisfeita a conservagio de

energia, expressa pela condigio V - S + du/dt = 0, onde u = %(ruEZ + B?/pp) é a
densidade de energia contida no campo eletromagnético.

A7

Conservacao de Momento

Como jé foi visto, de uma forma introdutéria, nos cursos de Fisica Bésica, o campo ele-
tromagnético transporta momento. Agora vamos ver, de uma maneira mais formal, como
fica a conservacao de momento na presencga de campos eletromagnéticos. Para isto, vamos

precisar antes discutir o Tensor de Cisalhamento de Maxwell e seria interessante, antes de

mergulhar na dlgebra, entender como surge em Fisica o conceito de tensor e para que ele

é util.

Forca de Friccao, Gradientes de Temperatura e Forcas Térmicas

Suponhamos que num meio gasoso ionizado (plasma), como na descarga de uma lampada

fluorescente, tenhamos uma grande quantidade de elétrons. Ao aplicarmos um campo




elétrico no meio os elétrons serdo acelerados. No entanto, devido a colisdes com os ions do
meio, eles acabam perdendo momento de forma que, em regime estacionadrio, a forca de
aceleracao acaba se equilibrando com a de friccao. Se a frequéncia de colisdo entre elétrons
e fons for v, em regime estacionario a for¢a devido ao campo elétrico tem que se igualar a

taxa de momento perdido por colisdo, ou seja,

eE=mvv

onde v é a velocidade dos elétrons. Se a densidade de elétrons no meio for n» (nimero de

elétrons por unidade de volume), a forca por unidade de volume no meio sera

enE=mnvv

Exercicio: Deste resultado, demonstre que a resistividade p do meio, definida por j = E/p,

é dada por
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onde w. € a frequéncia ciclotronica, w, =
le|B/m. O raio de giracdo caracteristico

pode ser calculado, num sistema em equilibrio térmico, como a velocidade térmica dos




elétrons
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onde “k” é a constante de Boltzmann e T a temperatura eletronica. Consideremos agora
duas orbitas ciclotronicas dos dois lados do ponto x = xyp, onde vamos estimar a for¢a de
colisdo dos elétrons com os ions do meio. Os elétrons da direta (6rbita b) se chocam com
os ions transferindo momento no sentido negativo do eixo y. Ja os da esquerda (6rbita
a) transferem momento no sentido oposto. No entanto, como os elétrons da direita vém
de uma regido de maior temperatura, eles possuem maior velocidade térmica que os da
esquerda, de forma que as trocas de momento para baixo e para cima nao se equilibram.

Na média, os ions sentem uma forca resultante para baixo dada por

mAv—m(v Vg)V
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onde v, outra vez, é a frequéncia de colisdao. Entdo a forca média para baixo, por unidade

de volume, é
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Mas
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onde substituimos a diferenca pequena pelo diferencial. Entao
Ap = /2 1
m2vkT

Por outro lado, Ar é da ordem do préprio raio ciclotrénico, ou seja,
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onde vy é a velocidade térmica calculado em x = xy. Entdo, retirando o indice x,, temos
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O indice T na forca representa que é uma forca devido ao gradiente de pressdo; na rea-
lidade ela é denominada densidade de forca térmica. E interessante ver que ela aponta na

direcdo perpendicular ao gradiente de temperatura, ou seja,

R1VT

Em situacdes desse tipo é que aparece o conceito de tensor; a variacdo de uma grandeza

numa dada direcao provoca um efeito na direcao perpendicular!

Exercicio: Mostre que
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