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1. Consideracoes Iniciais

A maior parte desse trabalho encontra-se no livro “Quantum Mechanics”, dos autores
Claude Cohen-Tannoudji, Bernard Diu e Franck Laloé, traduzido para o inglés do francés por
Susan Reid Hemley, Nicole Ostrowsky e Dan Ostrowsky. Meu trabalho aqui foi o de traduzir e
sumarizar as informacoes do capitulo 6, General properties of angular momentum in quantum
mechanics. Constantes referéncias a esse capitulo serao feitas no texto.

2. Importancia do momento angular

Em mecanica cldssica, a importancia do momento angular é clara: o momento angular
de um sistema fisico isolado é constante. Em alguns casos, mesmo em que o sistema fisico nao
seja isolado, o momento angular pode se conservar. Um exemplo é o de uma particula de
massa m confinada a um potencial central, onde a forca que atua sobre m é sempre voltada a
origem O do centro de coordenadas. Existem duas implicacdes fundamentais desse fato para
esse sistema: o movimento da particula é confinado a um Unico plano (que passa pela origem
e é perpendicular ao momento angular) e ele respeita a segunda lei de Kepler (a velocidade
para percorrer uma determinada drea é sempre constante).

Em mecanica quantica, iremos promover a quantidade classica momento angular £ ao
conjunto de observaveis L (Ly, L, e LL,) e iremos verificar que esses operadores comutam
com o hamiltoniano H de um sistema que esteja sujeito a um potencial central V() (nessa
notacdo, I simboliza o operador produzido pela quantizacdo da quantidade r da mecanica
classica, a coordenada radial de coordenadas esféricas, e ndo o vetor posicdo como em outros
textos).

Ao longo do texto, iremos diferenciar dois tipos distintos de momento angular: o
momento angular que possui um analogo classico serd tratado pelo observavel L, e receberd o
nome de momento angular orbital; o momento angular de spin ndo possui andlogo classico e
serd representado pelo observavel S. Existe uma por¢do da teoria de momentos angulares que
é vdlida tanto para LL e S; nesses casos, iremos tratar de um momento angular arbitrario J.
Além disso, ] também sera a notag¢do utilizada para tratar de momento angular total. A
distincdo entre o momento angular total e um arbitrario sera feita de forma devida no texto,
para que nao haja confusao.

3. Relagdes de comutacio caracteristicas
a) Momento Angular Orbital, L

Vamos promover as quantidades classicas de momento angular, Ly, £, e L,, nos
observaveis quanticos de momento angular. Tomemos, por exemplo, a componente na
direcdo x:

Ly =yp, — ZPy
Promovendo L, «» L,, e usando as quantizacées com que ja estamos familiares,

Ly =yp, — ZP.y,



Podemos fazer essa promogdo sem preocupacdes com os produtos de operadores em
decorréncia da comutabilidade entre y e p,, e z e p,,. Por essa razdo, L, € hermitiano, assim
como Ly, e LL,, que sdo obtidos exatamente da mesma forma. Assim, podemos escrever, com
um certo abuso de notagao,

—

L=TXPp

Onde os vetores IL, T e p representam o conjunto de operadores em cada uma das
direcdes.

As relagdes entre os comutadores sdo derivadas da comutacdo entre eles. Vamos
calcular, por exemplo, a comutacdo entre Ly e LL,,:

[H-‘x' H—‘y] = [y]pz — ZPy, ZPy — X]IDZ]

= [yp,, 2P — [yP, xp,] — [2Py, zDs| + [2Dy, xP, ]
=0 -0

= [yp,, zps] + [2Dy, Xp,]
= ylp, zlpx + x[z, p,Ip,
= —ihyp, + ihxp,

= AL,

Analogamente para os outros componentes, obtém-se uma relacdo geral:
[L;, Lj] = ihLge;j

Onde €, representa o simbolo de Levi-Civita.

b) Generalizacdo: momento angular arbitrario ]

Quaisquer trés observaveis J, J, e J, que satisfazem a relagdo geral
[:.0;] = indkeijn

Sao definidos como momentos angulares. Introduzamos o operador quadrado do
momento angular como:

VP =T+ 0y 4z

Esse operador é hermitiano, ja que vimos que suas componentes sdo uma a uma
hermitianas. Iremos assumir que ele é um observavel. Uma relacdo importante de comutacgao
se da com o quadrado do momento angular e suas componentes. Vejamos, por exemplo,
quanto vale [J2, ], ]:

02,0, = [I% + 35 + 12, 0x] = 15, Jx] + D2, 3]
Explicitando o quadrado de cada um dos comutadores do lado direito:
03 0x] = 0y [0y U] + [y, DDy = —ihJ, 0, — iR,
02, 0x] = 0202 0] + U2 Dl)z = iRD,D, + iR, ),



Logo, a soma desses dois comutadores é zero, implicando que

[Hz:Hx] =0

De fato, pode-se provar de forma andloga que essa relagao é valida para qualquer
direcdo, de forma que (abusando a notagao):

2,1 =0

Antes do fim dessa sessdo, ouso ressaltar novamente: essa propriedade de
comutabilidade é valida para todos os momentos angulares, uma vez que é valida para o
momento angular arbitrdrio. Isso inclui o momento angular orbital I, o momento angular de
spin § e o momento angular total de um sistema.

c) Enunciacdo do problema

Dadas as defini¢des acima, juntamente com as propriedades delas recorrentes, faz-se
necessario que se inicie, de fato, o estudo sobre o momento angular de um sistema quantico.
Para isso, teriamos de trabalhar com todas as componentes do momento angular ao mesmo
tempo. No entanto, o trabalho com J? torna toda a sistematica do problema muito mais
simples. Assim, basta que escolhamos uma Unica direcdo de trabalho, por exemplo, a direcao
z, e 0 momento angular a ela associado, JJ,. Mesclaremos os operadores J, e ], em outros
operadores, mais convenientes, que influenciardo J,, porém n3o J?, gragas a forma com que
ele foi construido.

Dito isso, é importante que se compreenda: poderiamos ter escolhido trabalhar em
outra dire¢do que nao z, bastando que, para isso, redefinissemos os operadores de trabalho.

4. Teoria Geral do Momento Angular

Aqui, iremos determinar o espectro de J? e JJ,. Usaremos autoestados comuns a
ambos os operadores nos problemas. A |dgica serd analoga a de osciladores harmonicos.

a) Defini¢coes e Notagoes

Inicialmente, iremos definir os operadores JJ, e J_ a partir dos operadores J, e J,:

De forma analoga aos operadores a e at, os operadores J+ ndo sdo hermitianos, sdo
adjuntos um do outro. A partir de agora, iremos trabalhar apenas com os operadores J, ], e
J?, de forma que é importante que conhegamos as relagdes de comutagdo entre eles. Fica a
cargo do leitor, a partir da definicdo acima, demonstrar que:

[Hz:]]i] = ihﬂi
0+, J-1= 2],
[J]Z!J]i] = [J]Z!J]Z] =0



Além disso, é de grande utilidade escrever o produto entre esses operadores:

Jilx = (J]x + lHy)(]]x + iHY)
= ]])ZC + ]]32, + i[ﬂx'ﬂy]
=J2+J% + hJ,

De tal forma que, podemos acrescentar e subtrair ]2 para obter:

0,07 =J2—J2 + 1], |

Essas duas expressdes (compactadas acima em uma Unica equac¢do) podem ser
somadas, resultando em:

1
]]2 = E(H+H— +J-J)+ Hg

Os autovalores e autovetores serdo definidos apenas para os operadores ]2 e J,: como
J? é definido como a soma ao quadrado de trés operadores, é de se esperar que seus
autovalores sejam positivos ou iguais a zero, e tem unidades do quadrado de momento
angular. Sabemos que A tem unidades de momento angular, de forma que AA? tem unidades
de momento angular ao quadrado e podemos dizer que sdo autovalores de J?, contanto que
A = 0. A notagdo usual de A é a seguinte:

A=jG+1)

Claramente, se j = 0, entdo A = 0. Ndo alteramos em nada o autovalor 4, apenas
escrevemos ele de uma forma mais conveniente. Dessa forma, ja sabemos que o espectro de
autovalores de J? é j(j + 1)h%. Como o espectro de ], deve ter unidades de momento
angular, vamos usar a notacdo classica e dizer que ele vale mh, onde m é um nimero
adimensional.

Notemos: até aqui, ndo obtivemos nenhuma propriedade sobre j e m, de forma que
ndo sabemos ainda se sdo numeros discretos, continuos ou mesmo se sdo relacionados entre
si. Estamos apenas dando nomes ao espectro dos operadores para futuramente obtermos,
algebricamente, as relacGes entre esses espectros.

Para autovetores de JJ? e ], (queremos autoestados que sejam autoestados de ambos
os operadores ao mesmo tempo, por facilidade algébrica), vamos usar o rétulo “k,j,m” dentro
do ket: o indice j remete ao autovalor do operador ]]2, o indice m remete ao autovalor do
operador J, e o indice k serve para separar autoestados que possuam mesmos valores de j e
m, mas que representam estados diferentes (como degenerescéncias). Ou seja,

121k, j,m) = j(j + DR?|k, j, m)|
U1k, j, m) = mhlk,j,m)|

Essas equagdes, provavelmente, sdo as mais importantes que iremos tratar de agora
em diante.



b) Autovalores de J? e ],
Vamos buscar por propriedades dos autovalores desses operadores.

Propriedade: Se j(j + 1)h? e mh sdo autovalores de J? e ], associados ao mesmo autovetor
|k, j,m), entdo j e m satisfazem a desigualdade:

—j<m<j
Demonstragéo:

Considere a atuagdo dos operadores J, e J_ no autovetor |k, [,m): ], |k, j, m)
e J_|k, j,m). Certamente, a norma ao quadrado desses novos vetores deve ser positiva ou
igual a zero:

”]+|kljlm)|2 = (k)j)m”]—]]"'lkljﬂm) 2 0
|]]_|k,j,m)|2 = (k,j,ml]]+J]_|k,j,m) 2 0
Vamos calcular o lado direito utilizando as férmulas dos produtos ], J+:

(k,j,m|]_J+1k,j,m) = (k,j,m|J* = ]Z — aJ,|k, j, m)
=j(j + 1)h? — m?h%? — mh?

(k,j,ml) ]k, j,m) = (k,j,m|J* = J7 + Ak, j, m)
= j(j + Dh? — m?h® + mh?

Essas expressdes nas desigualdades originam:
jG + Dh? —m?h? —mh? =0
jG + DA —m?h2 + mh? = 0

Tomando a evidéncia de /2, juntamente com o agrupamento conveniente,
ficamos com:

jG+1) —m(m+1)=0
jG+1)—m(m—-1)=0

A proxima passagem é um pouco “capciosa”: vamos reescrever as duas
desigualdades como um produto de dois termos. Vamos comegar abrindo a desigualdade
superior e trabalhando com ela:

jG+1D)—-mm+1)=j2+j-m*—m=j24+j—m?—m+jm—jm
TSomae
subtrai jm

jG+1D)—mm+1D)=G-m)G+m+1)
De forma andloga para a segunda desigualdade,

jG+1D)—-mm-1)=G+m)Gj—m+1)



Assim, as desigualdades ficam:

G-my+m+1)=>0
G+m)—m+1)=0

Precisamos, entao, que o produto de duas quantidades seja positivo ou igual a
zero. Isto é, ou ambas as quantidades sdo positivas ou ambas sdao negativas. Tomemos a
desigualdade superior: caso ambas sejam positivas:

jzm-m<j
jtl1=z-m->—-(G+1)<m

Isto é,
-(+1)<m<j

Caso ambas sejam negativas, o resultado é andlogo, porém redundante, pois
j = 0. Dessa forma, vejamos a desigualdade inferior caso ambas sejam positivas:

—j<m<j+1

Assim, para que ambas essas condicdes sejam satisfeitas simultaneamente,

Como gostaria de se demonstrar.

Propriedade: Seja |k, j, m) um autovetor de J2 e ], com autovalores j(j + 1)h? e mh. Se
m = —j, entdo J_|k,j,m) = 0. Sem > —j, entdo J_|k, j, m) é um autovetor ndo nulo de J% e
J, com autovalores j(j + 1)h% e A(m — 1).

Compreendendo a propriedade: O operador ]_ abaixa em uma unidade de # o
autoestado do operador J,,. Se o autoestado ja for o menor possivel, isto 6, m = —j, entdo o
operador J_ retorna zero.

Demonstragéo:

Inicialmente, vamos demonstrar a atuagdo de J_ num estado onde m = —j. A
norma ao quadrado de J_|k, j, m) é:

”]—lk'j'm)lz = hz[](] + 1) - m(m - 1)]

Como vimos anteriormente. Se m = —j, entdo a norma é nula. Dessa forma,
concluimos que J_|k, j, —j) = 0. Vamos provar o contrario, ou seja, que J_|k, j, m) = 0 implica
que m = —j(so existe um estado em que isso é verdade, o estado minimo). Para isso, vamos
atuar J, sobre J_|k, j, m), partindo da hipdtese que ele é zero:

J]+J]—|kijl m) = 0

Usando a expressdo que ja conhecemos para o produto J, J_, jd usando as
equacdes de autovalores-autovetores, temos:



h2[jG+1) —m(m— D]k, [,m) =0
E isso s6 é verdade se m = —j, como era esperado.

Vamos agora demonstrar que se m > —j, entdo J_|k, j, m) é um autovetor de
J? e ], com autovalores j(j + 1)h% e (m — 1)h%. Se m > —j, entdo J_|k, j, m) é um vetor nio
nulo, j& que sua norma vale 22[j(j + 1) — m(m — 1)]. Como os operadores J_ e J? comutam,
podemos aplicar J2 em J_|k, j, m) e fazer o seguinte:

121k, j,m) = J_J?|k, j,m) = A%j(j + D]J_|k, j,m)

Isso mostra que J_|k, j, m) é um autovetor de ]2 com autovalor #%j(j + 1),
como era esperado. Infelizmente, J_ e J, ndo comutam, de forma que a mesma artimanha nao
pode ser utilizada: precisamos do comutador entre esses operadores. Como j3 foi visto,

[sz]]—] =-hj_=J,J--J-],
]]z]]— = _h]]— + J]—J]z

Assim, atuando ], sobre J_|k, [, m), temos:

J -1k, j,m) = (=h)_ +]_J )k, j,m)
= —hJ_|k,j,m) + mhJ_|k, j, m)
= h(m — DJ_Ik, jl,m)

Portanto, J_|k, j, m) é um autovetor de J, com autovalor A(m — 1), como
gostaria de se demonstrar.

Baseado no que foi feito acima, fica a cargo do leitor a demonstragdo da propriedade
abaixo:

Propriedade: Seja |k, j, m) um autovetor de J2 e ], com autovalores j(j + 1)h? e mh. Se
m = j,entdo JJ, |k,j,m) = 0.Sem < j, entdo JJ, |k, j, m) é um autovetor n3o nulo de J?e JJ,
com autovalores j(j + 1)h% e (m + 1)h.

Compreendendo a propriedade: O operador J, aumenta em uma unidade de A o
autoestado do operador J,,. Se o autoestado ja for o maior possivel, isto ¢, m = j, entdo o
operador J, retorna zero.

O raciocinio a seguir € um pouco complexo (uma infelicidade da forma de abordagem
do Cohen), existindo formas mais simples de demonstrar os resultados a serem mostrados.
Sugiro que, em caso de duvida, verifiquem o livro do Griffths.

Como ainda ndo conhecemos a natureza dos nimeros m e j, podemos supor que
certamente existe um inteiro p de tal forma que
—Jjs<sm-p<-—j+1

Isto é, entre dois termos —j e —j + 1, existe um m — p. Isso resulta da propriedade
—j <m < j.Seisso é verdade, entdo podemos considerar um conjunto de vetores originados
pela sucessiva aplicagdo de J_ no ket |k, j, m) p vezes:



|k:j: m):H—lijl m): ] (H—)plk'jr m)

Essa sequéncia de vetores de p + 1 termos possui autovalores de acordo com a n-
ésima aplicacdo de J_: (J_)"|k, j, m) tem autovalores j(j + 1)h? e (m — n)h, paran =
0,1, ..., p. Vamos agora atuar J_ sobre (J_)P|k, j, m). Isso pode resultar em duas coisas: ou em
zero, caso esse vetor ja seja o patamar inferior dos estados (m = —j), ou em um outro
autovetor. Vamos supor o caso mais interessante, em que possamos sim abaixar o estado, de
forma que J_(J_)?|k, j, m) se torna um autovetor com autovalores j(j + 1)A? para J? e
(m—p—1)hpara],.

Ou seja, em nossa suposi¢cdo, m — p > —j. Mas isso esta contradicdo com o que foi
visto anteriormente, onde m — p — 1 < —j. Dessa forma, a suposi¢ao de que podemos abaixar
o estado é falsa, de forma que (J_)P|k, j,m) é tal que m é minimo, de forma que
J_(J-)P|k,j,m) = 0, necessariamente. Portanto,

m-—p=—j
De forma andloga, podemos encontrar um inteiro g que satisfaca
m+p=j

Utilizando a sequéncia de aplicagdes sucessivas de ], q vezes sobre |k, j m).
Subtraindo a expressao superior da inferior, ficamos com:

2j=p+q

Como p e q sdo inteiros, por hipdtese, j deve ser um valor inteiro ou semi-inteiro. Isto
€, um nuimero inteiro ou um ndmero impar dividido por 2. Ou seja,

'—01 13 2
]_ l2l 12' ) e

E, gragas as consecutivas operagdes de J,. sobre |k, j, —j) até que se atinja o estado
|k, j, ), temos saltos discretos de uma unidade sobre m, de forma que m é inteiro se j é
inteiro ou semi-inteiro se j é semi-inteiro.

Essas informacGes, por mais que ndo seja de tdo fundamental importancia que sejam
deduzidas, é muito importante que sejam entendidas e memorizadas:

Se J ¢ um momento angular genérico, que obedece as rela¢gdes de comutagdes
impostas, de autovetores |k, j,m), onde j denota a referéncia ao autovalor de ]2, m denota a
referéncia ao autovaor de ], k denota um indice que pode distinguir entre dois autoestados
que possuam mesmos valores de j e m, porém que sejam estados distintos (degenerescéncia)
e de autovalores j(j + 1)A?2 para J? e mh para JJ,;, entdo os valores possiveis para j sdo
inteiros positivos, semi-inteiros positivos ou zero:

'—01 13 2
]_ 121 JZJ ) e




E, para um valor fixo de j, existem 2j + 1 valores possiveis para m:
—j,—j+1..,j-1,j
c) A base {|k, j, m)}

Em resumo, irei sumarizar as informacgdes que conhecemos sobre a base dos
autovalores que sdo comuns a J2 e JJ,,, denotada por {|k, j, m)}.

J2|k, j,m) = j(j + DA2|k, j,m)

J.lk, j,m) = mhlk, j,m)

Jilk,j,m) = aj( + 1) —m(m + DIk, j,m + 1)
J_lk,j,m) = aj( + 1) —m(m — DIk, j,m — 1)

(O valor dessas constantes multiplicativas dos estados ao aplicar ] sdo obtidas como
na demonstracdo da primeira propriedade).

Vale ressaltar uma caracteristica importante: existem matrizes bastante caracteristicas
em mecanica quantica. Algumas que vimos em aula sdo as matrizes de rotacdo. Note como as
matrizes JJ, e J? se parecem com matrizes de rotagdo quando s3o representadas na base de

seus autovetores. Vamos supor j = 1/2; nesse caso m = —%% Assim, os autoestados sdo
|k,%, —%> e k%%> Atuando J? nesses estados, obtemos:
2kl 1>—1(1+1>h2k1 1>—3h2k1 1>
J 20 2 2\2 2" 20 4 )
11 3 11
2\k,=,=) = =h? k——)
J '2'2) 4 272

De forma que sua representagao matricial é:

=30

Que é muito parecida com matrizes de rotagdo vistas em sala em exemplos de outras
partes da matéria.

5. Aplicacao: Momento Angular Orbital L

As propriedades vistas até aqui sdo validas para todos os momentos angulares,
decorrentes unicamente das relagées de comutagao que foram necessarias para definir o que
€ um momento angular. Vamos agora aplicar esse conhecimento para tratar do momento
angular orbital I. de uma particula sem spin (ainda iremos definir essa quantidade mais
adiante). Vamos ver que os autovalores do operador IL? sdo da forma A%l(Il + 1), para [ inteiro
positivo ou zero (os valores semi-inteiros de j como vimos anteriormente ndo sdo validos
nesse caso, e veremos o motivo).



a) Autovalores e autofunc¢ées de L% e L,

Sabemos que a representacdo na base das posicdes, { |r) }, os observéveis T e p tem

efeitos especificos:
Tr|r) = r|r)
- n
Blr) = ~vir)

De tal forma que podemos escrever a atuagao das componentes do momento angular

orbital L. como:

i 4 Zay
L _h( d 6)
y = 7\%ox Yoz

E mais conveniente que trabalhemos em coordenadas esféricas, pois (como veremos),
varios operadores de momento angular atuam unicamente nos angulos 8 e ¢, e ndo na
variavel radial r. Nessas coordenadas, os operadores Ly, LL, e L, se escrevem, na base das

posicoes,
L, =ih (sin(;bi + cosqbi)
d6 tanf d¢
L, = ih(— cos¢i+ sinqbi)
Y 96  tanf d¢
h o
=73

Que originam os operadores convenientes para trabalho, L2, L, e L_:

L2 — _pe 02+ 1 a+ 1 92
B 902 " tan6 90  sin? 6 0?2

Ly = heti® (+i+ icotQi>
* ~ 06 ¢

Note que agora mudamos o jeito de representar a base das posi¢cdes: em coordenadas
retangulares, podemos relacionar |r) = |x,y, z); agora, em coordenadas esféricas,
|r) = |r, 6, ). Projetando |¢) nessa base, obtemos a fun¢do de onda em coordenadas

esféricas,

(r,0,9lp) = ¢(r,6,¢)

Sabemos que a atuagdo de L.Z em seus autoestados origina, em analogia a J?:
L?|p) = R?L(L + 1)|¢p)

Projetando sobre a base das posi¢cdes, em coordenadas esféricas, ficamos com:



62+ 1 6+ 1 92
00? tan6 06 sin? 0 d¢p?

@(r,6,¢) =11+ 1Dep(r,0,9)

Podemos fazer o mesmo com a atuagdo de LL,, que origina, em analogia a J,,

L.} = mh|p)

Na base das posicoes,

0 B
_l%(p(r' 9' (,b) - ng(T‘, 9: d))

Como vimos anteriormente, associando j «= [ e m <« m(a rigorosidade implicaria em
escrever m;, mas omitirei esse indice para ndo carregar a notagao), [ poderia, em principio,
assumir qualquer valor inteiro ou semi-inteiro positivo e, para [ fixo, m poderia assumir os
valores —[,—l+1,...,1 — 1,1 (2L + 1 valores).

Como nas equacgdes acima ndo existe dependéncia na coordenada radial r, podemos
denotar que as derivacdes atuam apenas em uma porg¢ao angular de ¢(r, 6, ¢). Denotaremos,
entdo, as autofungdes comuns a L2 e L., como Y™ (6, ¢) com autovalores, respetivamente,

I(1 + 1)A? e mh. Isto &,

(r,6,¢l) = R(r)(6, ¢IY) = R(MY™ (6, $)

Ou seja, se compararmos com a teoria vista anteriormente, o ket |Y) seria analogo ao
ket |k, j, m), no caso do momento angular generalizado. Isso implicaria que a fungdo ¥, (6, ¢)
precisaria de mais um indice k, que indicaria a distingdo entre autofuncdes distintas com os
mesmos autovalores. No entanto, Y, sdo unicamente determinadas por esses dois indices
(ndo existem duas ou mais autofun¢Ges que possuam o mesmo autovalor, a menos de
constantes), de tal forma que ndo adotaremos o indice k de agora em diante.

Assim explicado, podemos entdo agora definir de forma mais simples e intuitiva a
atuagdo de I e IL, sobre os autoestados angulares |l, m):

L2|l,m) = I(I + 1)A?|l,m)
L,|l,m) = mh|l,m)

Projetando sobre a base das posi¢des angulares,
6, 9ll,m)=Y"(0,¢)

Comentario: para a normalizagdo de ¢(r, 8, ¢), é conveniente que normalizemos
separadamente R(r) e ¥/*(6, ¢), de forma que:

2w m

f fsin@ Y™ (6, $)|2d0d¢ = 1
0 0

f [R(r)|r2dr =1
0



Até o momento, determinamos as autofuncdes comuns aos operadores L2 e LL,: as
fungdes Y™ (0, ¢). No entanto, ainda ndo especificamos nada sobre [ e m que definem os
autovalores desses operadores, além do que ja sabiamos de j e m, decorrente das relagdes de
comutacgao que definem um momento angular. Vamos estudar com mais cuidado agora esses
autovalores. Note o seguinte,

ho
?%Yzm(a ¢) = mhY™ (6, p)
A atuagdo da derivagdo parcial sobre Y™ (6, ¢) mantendo constante a por¢do
dependente de 6 e multiplicando ¥;™ por uma constante implica que:

Y™ (6, ¢) = 07" (6)e™?

Onde 07*(6) é uma fungdo que sé depende do angulo azimutal 8. Como e™™? esta
relacionada a rotacdo do espago (pois ¢ define um angulo espacial), acrescer ¢ em 27 deve
manter e/™? igual. Supondo ¢ = 0, temos:

Y™(6,0) = V" (6, 2m)
Que leva a:

etm2r — 1

Necessariamente, portanto, m tem de ser um nimero inteiro. Dessa forma, [ também
deve ser inteiro, descartando os valores semi-inteiros que seriam o resultado mais geral
possivel do momento angular. Note a importancia do que foi feito aqui: como o momento
angular orbital IL estd relacionado com rotagdes espaciais de um objeto quantico, a
periodicidade espacial implica em m e [ inteiros. Veremos, em outro momento, que tal
argumento ndo existe no momento angular de spin, de forma que ele pode, de fato, assumir
valores semi-inteiros.

As fungdes Y™ (0, ¢) recebem o nome de harmdnicos esféricos. Como podemos
determina-los? Sabemos que existe um valor minimo para m, bem como um valor maximo: —1
e +1, respectivamente, para um dado [. Dessa forma, podemos escolher iniciar do patamar
mais baixo de m, —[, e tentar abaixar esse nivel com IL_, obtendo 0 como resultado:

L_|,=-1)=0

E projetar esse resultado sobre a base das posi¢des, dada a expressao de IL._ nas
posicoes,

he™i® (—i + icot@i) Y;L6,¢9) =0
20 ap/ b
A resolugdo dessa equacdo origina, portanto, Yl_l. Iterar o operador IL, sobre a
expressdo resultante 21 vezes origina todas as Y, possiveis. Essa é uma forma de determinar
os harmonicos esféricos. Outra forma completamente analoga seria tentar aplicar o
levantamento L, no estado limite superior, |, 1), que também resultaria em zero:



L. |Ll)=0
Projetando sobre a base das posicoes,

he'¢ (i + icot9i> Y(6,¢) =0
a0 ap) "t
Cuja resolugdo resultaria em Yll. Iterar ._ nesse resultado 21 vezes também originaria
todas as Y, possiveis. No proximo item, mostramos algumas expressdes possiveis para os
harménicos esféricos.

Aqui, ndo exibiremos a expressido de R(r) (tal assunto sera visto ao abordar o atomo
de hidrogénio). No entanto, vejamos que R ndo pode depender do nimero quéantico m.

Se Py m(7,60,0) = R (r)Y™(6, p), entdo, na base das posi¢cdes (denotarei por L?, L,
e L4 os operadores L2, L, e IL; projetados nessa base):

L2 (pl,m (T, 9' ¢) = l(l + 1)h2§0l,m (T, 9' (P)
Lz(pl,m (T', 9' ¢) = mh(pl,m (T', 9' ¢)

Li@ym(r,0,¢) = i1+ 1) — m@m + D)@ ns1(r, 6, )

Mas, note com cuidado o que é escrito na terceira expressao:

Li(pl,m (T‘, 9! ¢) = Rl,m(r)l’iylm (0' ¢)
= h/I(l + 1) = m(m £ DR, (1Y 1(0, $)

Assim,

Rims1(r) = Ry (1)

(pois os operadores levantamento e abaixamento atuam apenas sobre os esféricos
harmonicos). Assim, R = R;.

Porque a porgdo radial de ¢(r, 8, ¢) depende de [? Uma fungdo da forma f(r)g (6, ¢)
pode ser continua na origem (r = 0 e Q arbitrario) somente se g(0, ¢) se reduzir a uma
constante na origem ou se f(r) ir a zero em r = 0. Consequentemente, se queremos que
©1m (1,60, ®) seja continuam somente a fungdo radial correspondente a [ = 0 pode ser ndo
nulaemr = 0, pois YO0 é, de fato, uma constante. De forma similar, se gostariamos que
©1m (1,0, @) fosse diferencidvel na origem, obteremos condigdes para R;(r) que dependem
del.

b) Os Harmonicos Esféricos Y7 (0, ¢)

Iremos exemplificar o inicio do calculo da expressdo geral de Y;"* comegando por

calcular ¥ e iterar IL_ na base das posigdes (L_):
L.Y!(6,4) =0

A solugdo dessa equagdo, lembrando que Y'(6, ¢) = 0(8)e'?, é:



YL(6,) = ci(sin §)leil®

A determinagdo de c; € um pouco complicada. Ele é feito impondo a normalizagdo de
Yll. Ao leitor interessado, 0 mesmo encontra-se na pagina 679 da referéncia. Resumo-me a
expor seu resultado:

=D @+
= o 4

Usando esse fator de normaliza¢do, juntamente com a acdo de L_, obtém-se uma
expressdo geral para Y;™:

, —11/21+1l+ ! at-m
(0, ¢) = e™? (211!) 41 El - Z%' (sin 9)_md(cos g)l-m (sin §)

De fato, essa expressao pode ser simplificada com o uso dos polindmios de Legendre e

as fungdes associadas de Legendre. Param = 0, a por¢do ©(0) pode ser escrita como uma
combinacdo linear de polind6mios de Legendre:

0(0) = ¢;P;(cos 9)
Z 1

Com

2l+1
=

s
f sin 6 P;(cos 8)0(6)do
0
Para um m positivo, iteramos L, [ vezes:

20+ 1 (1 — m)!

e mle(cos G)eim¢

Y, ¢) = (=™

Onde P/™ denota uma fung3o associada de Legendre,
m

d
PMw) = (1 - uz)mdu—sz(H)

Para m negativo, basta que:

20+ 1(L+m)! .
> 7 p- ¢
an (—m)! P ™(cos B)e'™

Y6, ¢) =

Em resumo, basta ao leitor que seja familiar com a expressao de trés dos harmoénicos:

3 ; 3
YE6,¢)=F ’gsinﬁeild’ Y2(6,¢9) = ’Ecosa



6. Consideracoes Finais

Espero que o trabalho aqui exibido tenha ajudado o leitor a compreender melhor o
conceito de momento angular em mecanica quantica. Uma abordagem mais completa do que
foi tratado aqui pode ser visto no livro de MQ do Cohen, base para esse estudo.



