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1. Consideracao Inicial

A maior parte desse trabalho encontra-se no livro “Quantum Mechanics”, dos autores
Claude Cohen-Tannoudji, Bernard Diu e Franck Laloé, traduzido para o inglés do francés por
Susan Reid Hemley, Nicole Ostrowsky e Dan Ostrowsky. Meu trabalho aqui foi o de traduzir e
sumarizar as informacgdes do capitulo 5, The one-dimensional harmonic oscillator. Constantes
referéncias a esse capitulo serdo feitas no texto.

2. Motivacgao: Oscilador Harmonico Classico
a) Aplicagoes

O estudo do oscilador harmoénico se faz necessario tendo em vista a tamanha utilidade
de sua ideologia. Qualquer sistema fisico que oscile em torno de um ponto de equilibrio
estavel pode ser razoavelmente aproximado por um oscilador harmonico nas vizinhangas
desse ponto de equilibrio. Dessa forma, a aplicabilidade desse sistema fisico é tdo ampla
guanto se possa imaginar: cinética de moléculas estaveis, vibracdes em estruturas cristalinas,
oscilacdes torcionais de moléculas, oscilagcdes em cavidades dpticas, etc.

b) Abordagem matematica

O oscilador harmonico cldssico surge de um sistema fisico onde uma massa m estd
sujeita a uma forca restauradora que atua proporcionalmente a sua posi¢do: supondo que o
equilibrio da particula encontra-se na posicdo x = 0, entdo a forga restauradora tenta fazer
com que m retorne a esse ponto, atuando como:

F=—kx (2.1)

Onde k indica a proporcionalidade da for¢a com a posigdo da particula. A
generalizagdo dessa forga, considerando o ponto de equilibrio sendo x = x, é dada por
F = —k(x — x,), para futuras referéncias. Tratando o caso simples, onde x, = 0, podemos
partir para o estudo da energia potencial do sistema. A energia potencial diz respeito a
capacidade do sistema em oscilar e esta diretamente relacionada a forga atuante sobre ele

por:
F = v (2.2)
odx T
(Ou, no caso tridimensional, F= —VV). De 2.2, usando 2.1, podemos obter o
potencial do sistema como:
kx?
V(x) = Vo + T

Onde V, é o potencial da particula no estado de equilibrio. Por conveniéncia, podemos
simplificar o problema e supor que o potencial minimo da particula é 0, originando

V(x) = %kxz (2.3)




Esse é o potencial do oscilador harmoénico unidimensional. A frequéncia angular de
oscilacdo, w, é dada por:

k

A equacgdo do movimento (22 lei de Newton) para esse sistema unidimensional é

d?x 5
W+w x=0 (2.4)

Essa equacdo diferencial linear de segunda ordem tem como solugdo vdrias
combinagdes de fungdes. Simplificando ao maximo, podemos dizer que:

x(t) = xp cos(wt — @) (2.5)

Onde x), é a posi¢do extrema da particula (a distancia maxima partindo de 0 que a
particula atinge) e ¢ uma fase da oscilagdo (essas duas constantes aparecem na solugdo da
equacao diferencial por conta da mesma ser uma equacao de segunda ordem e necessitar de,
portanto, duas constantes de integracao).

Essa solucdo permite que compreendamos a posicao do oscilador harmonico como
composto de oscilagdes cossenoidais ao redor do ponto de equilibrio, de acordo com uma
frequéncia angular w. A energia cinética T do oscilador é:

. 1 (dx>2 p?
= —m —_— = —
2 dt 2m
Ondep = m% é o momento linear da particula. A energia total E do sistema é a soma

da energia cinética T com a energia potencial V, sendo nesse caso:

2
1

E=2_ + =mw?x?| (2.6)
2m 2

c) Potenciais complicados

Vamos supor um potencial geral que possui um conjunto de minimos locais. Um desses
minimos locais é x = x,. Expandindo o potencial ¥V (x) numa série de Taylor ao redor do ponto
Xo, temos:

[oe]

S o X N4 L1dv 2,
() = Zo"! el COICEEORE AR = INCEORS e IICREDI
n= =Xo
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Mas se xy € minimo local, — =0e— > 0. Além disso, se a expansao é
dxlyx=x, dx*lx=x,

feita para vizinhancas suficientemente pequenas de x,, 0s termos (x — x)3, (x — x)*%,..., s3o
muito pequenos se comparados a (x — x,)?, de forma que podemos aproximar:

V(x) = V(xy) + %k(x —x0)%  (2.7)

da?v . . .
Onde k = =z > (. Esse potencial é igual ao caso mais geral do potencial

X=%g

2

harmonico. Por isso, podemos sempre aproximar um potencial complicado por um potencial
harmonico nas vizinhangas de um ponto de equilibrio estavel. Dai a importancia do oscilador.

3. 0 Oscilador Harmonico Quantico
a) Construcao

Partindo das quantidades cldssicas x e p, podemos construir os observaveis X e p,,
(iremos omitir o indice do operador momento porque aqui iremos lidar apenas em uma
dimensdo). Esses operadores, atuantes sobre a base das posicdes, originam as seguintes
relacdes:

x|x) = x|x) (3.1)
=ih d 3.2
plx) =i Elx)( 2)

Vale lembrar que essas relagdes sao validas em casos unidimensionais. O comutador
entre X e P, [X, p], pode ser calculado aplicando-o num ket |¢) aleatério do espago de Hilbert:

[x, pll@) = xple) — px|p)

Projetando sobre a base das posi¢bes, |x), temos:

(x|[x, pllo) = (x|xple) — (x|px]p)

Usando 3.1 e 3.2, temos:
. d
(x|[x, pllo) = (x|xplo) — (x| — th——x[p)
Jogando as constantes pra fora:
d
(xI[x, pllo) = x(x|ple) + th——{x|xlo)

Novamente, usando 3.1 e 3.2, temos:

(xll pllo) = x (~in ) (xlg) + (in ) xlo)

Usando a regra da cadeia no segundo termo:



d

Ix (x|p)

d
(xlixpllo) = —x (in ) xlg) + @) | (xl) + %
Que nos deixa com

(x|[x, pllo) = (x|if|p)

Logo,

63

A deducao desse comutador foi feita por ser de fundamental importancia no
tratamento do oscilador harménico. O procedimento de transicdo da situagao cldssica para a
guantica se da pela promocao da energia total do sistema classico, E =T + V, no
hamiltoniano do sistema quantico, H = T 4 V. Nesse caso, temos:

P
T =——
2m
E
1
V(x) = Ekxz

Para que a notacdo seja simplificada, vamos escrever k = mw?, de forma que:
1 22
V(X) = —mw*x
2
Assim, o hamiltoniano H do sistema se torna:

2
1

H = L + —mw?x? (3.4)
2m 2

Como ele é independente do tempo, podemos dizer que a fun¢do de onda W(x, t) é

composta por um produto da dependéncia temporal e‘Et/"

dependente unicamente da posig¢do, ¢(x). Ou seja,

com uma fun¢do de onda

iEt
Y(x,t) =e h p(x)
Na notacdo de kets e bras,

iEt
(x[¥P(@)) = e 7 (x|p)

Isso implica que o problema do oscilador harmdnico quantico se resume a resolver a
equacdo de autovalores e autovetores:

Hl|p) = Elp)



Projetando sobre a base das posi¢des, ficamos com:
———+-—mw?x?|p(x) = Ep(x) (3.5)

Essa equacao diferencial é de dificil resolucdo. Por tanto, iremos introduzir novos
conceitos matematicos para resolver esse problema. Antes disso, irei enunciar algumas
propriedades do hamiltoniano do oscilador harménico quantico.

b) Propriedades de H
(i) Os autovalores de H sdo positivos.

Essa propriedade pode ser facilmente demonstrada. Tome a equacdo de
Schrédinger independente do tempo no caso mais geral onde o potencial é V (x):

2 d2
— T L V@R () = Fp(x)

Multiplique-a toda por ¢*(x) e integre ambos os lados em todo o dominio:

——f dw(x) <p<x)+ f dx V()2 = f dx |p()|?

~ . oo
Para uma funcdo de onda normalizada, f_w dx |¢(x)|?> = 1, 0 que nos leva a

escrever:
V)= dxv@leGP = @lVle)
E
2
(T) = ——f dx " (1) 5 p()
Essa expressdo pode ser trabalhada da seguinte forma: tome u = ¢*(x) e
2
dv = e 22 dx e realize uma integracdo por partes:
A AN °° 2 h% [ de|®
(Ty=—5|( a)_w‘f_w axl | = 2m) ] &

=0
Logo, podemos dizer que:

(T)>0

(Vy=V,



Onde V;, é o minimo do potencial. Dessa forma, E > V, e, portanto, os
autovalores de H (ou seja, E) sdo sempre positivos (mesmo se tomamos V, = 0).

(i) O espectro de energias é discreto e ndo degenerado.

A demonstracdo desse fato é um pouco longa e ndo sera feita, por nao ter
muita relevancia (o fato do espectro ser ndo degenerado e discreto é fundamental, mas sua
demonstracdo é que ndo tem muito propdsito aqui). Nés ainda iremos obter quais sdo os
valores das energias, mas é importante ter em mente que esses valores serdo discretos e para
um dado indice n, a energia E,, do estado estara exclusivamente relacionada a uma unica
autofuncgdo |@,).

c) Os operadores M, { e X

No caso do oscilador harmonico quantico, a equagdo 3.5 é muito dificil de ser
resolvida. Precisamos de algumas modificacGes matematicas que a torne mais conveniente.
Vamos tomar a equacdo de autovalores e autovetores explicitando H:

2
]p) 1 22 —
[2m+2mw ¢ ]l(p)—El(p)

Dividindo os dois lados da equacdo por Aw, temos:

P19 oy = L)
—X [ —
2mhw 2k 'Y T he'?
Note que o lado direito da equacdo foi tornado adimensional. Dessa forma, o lado
esquerdo também deve ser adimensional. Ou seja, vamos definir novos operadores
adimensionais especiais:

p=—r
mhw
E
- [mow
X = hX

De tal forma que obtenhamos:

5% + 2110) = — |o)
hw

N[ =

Ou seja, o lado esquerdo da expressao mostra um operador hamiltoniano

. . P TN
adimensional H = > [P? + 2] atuando sobre um autoestado |¢@) e retornando um autovalor
. . E
adimensional —:
hw

fllp) = — )
loy =+—lo



A relagdo entre o hamiltoniano H e seu adimensional é:
H = AwH

Esses operadores adimensionais ainda sdo de dificil trabalho. No entanto, faremos uso
de seu comutador mais adiante. Fica a cargo do leitor a demonstragdo de que (de forma
andloga a [x, p] = ih):

[X,pl=1i (3.6)
d) Os operadoresa’,aeN

A real simplificacdo da equacado de Schrodinger reside ndo somente na
adimensionalidade da mesma, mas na combinacdo conveniente de operadores. De fato,
podemos tomar um par de operadores muito convenientes para trabalhar. Isso se darad da
seguinte forma: note que poderiamos escrever P2 + X2 = (X — i) (X + i), se esses
operadores comutassem (ou se fossem nimeros complexos). Mas a equacdo que temos até
agora é:

1 E
a2 192 —
2[11)) + X]lg) hwlfp)

Ou seja, vamos criar dois operadores que multiplicados “originem” o operador do lado
esquerdo da equacgdo. Definem-se

1

&+ G7)

a=

at = i(ﬁ —ip) (3.8)
V2

Serdo esses operadores que iremos usar para tratar o problema do oscilador
harmadnico. Vamos inverter as relages 3.7 e 3.8 para exibir R e ff em termos de a e at:

1
= — t
K \/E(a +a) (39)

1
S5—__ (o —
P \/E(a a) (3.10)

Essas relagdes sdao fundamentais e precisam ser memorizadas. Vamos trabalhar um
pouco com a' e a: inicialmente, vamos encontrar seu comutador.

Ja,a'] =

N| =

~— —— ~——

=—1 =i

S A FSN
[X+ip, X —ip] = 5{[1@.?&] - [x,p]} =1



Ou seja, [a, a*] = 1. Essa comutagdo é consequéncia direta de [X, p] = ih, calculado

anteriormente. Como a e a’ ndo comutam, fica claro que ata no terd a mesma aplicacdo que
% [% + K?], como gostariamos. No entanto, ainda assim, eles sdo Uteis. Vamos exibir aa:
1 o o
ata = 5 X—-ip)EXR+ip)
1 Az /\2 NN AN
=§(X + P° + IXP — iPX)
1 Az /\2 P TN AN
==(R°+pP*+i[XR D]
=i
1 1 1
<2 4 =2 <2 4 =2
=-X+p°—-1)=z(x+ -=
;& +P - =5 +p) -5

Tinhamos definido H = %(ﬁz + 2). Logo, temos que:

_ 1
H = ata +5 (3.11)

De forma andloga, mostra-se que:
_ 1
H = aat - 5 (3.12)

(De fato, basta usar que [a, aT] = aa’ — aTa = 1 que 3.11 origina 3.12 de imediato).
Daremos um nome ao operador ata: define-se o operador niimero N como sendo
N =ata (3.13)
Esse operador é claramente hermitiano, pois:
Nt = (aJra)Jr =ata=N

(Lembre-se que o conjugado hermitiano de uma expressao é sempre feito invertendo a
ordem da expressdo e tomando o conjugado hermitiano de cada um dos componentes).

Além disso, podemos relacionar Hl com N como:
~ 1
H=N+ > (3.14)

Qual é a funcionalidade desse operador? Por que tivemos todo esse trabalho para
escrevé-lo? Note o seguinte:

Alg) = o)
Q)= o %
Substituindo o operador H por N + %, temos:

N )+1 )_E
1% zlw—hwkp)



W) = (5= =3)10)

Perceba que a quantidade entre parénteses é um nimero, que iremos denotar por n.
Esse numero poderia ser qualquer valor real se a energia E fosse continua. No entanto,
expusemos que o espectro de energias é discreto, ou seja, as energias sé assumem valores
bem definidos E,,, de forma que n é inteiro. Ou seja,

Nlgn) = nle,) (3.15)

Essa equacao de autovalores e autovetores é o motivo pelo qual iremos trabalhar
usando os operadores a, at e N: para cada autofungio |®,,), apenas um Unico autoestado n
existe e ele define a energia do sistema como E,,. O espectro de autovetores de H é igual ao
de N, de forma que todo autovetor de N é autovetor de H e, portanto, é autovetor de H a
menos de uma constante multiplicativa. O espectro de autovalores também tem a mesma
relacdo entre esses operadores.

e) Entendendo a e a’

Qual é a atuacdo de a e a’ sobre os autovetores do hamiltoniano, |, )? Suponha que
|, ) seja um autovetor de N com autovalor n. Ou seja,

Nlg,) = n|@,)

Vamos aplicar o comutador [N, a] sobre |¢,,). Para isso, precisamos inicialmente
calcular quanto vale esse comutador:

[N, a] = [aTa, a] =ataa— aa' a=ataa- (anr + l)a
N
=ata+[a,at]

~[N,a] = —a (3.16)
Com esse resultado, fagcamos:

[N, all@,) = —al@y)

Podemos reescrever o lado esquerdo como:

N(alg,)) — a(N|g,)) = —ale,)
N(alg,)) —n(aley)) = —aley,)
~ N(alg,)) = (n — D (ale,))

Ou seja, al@,,) é um autovetor de n com autovalor n — 1. Atuar a sobre um estado n
leva a um estado um nivel abaixo de n. Por isso, o operador a recebe o nome de operador
destruicao ou operador abaixamento.

De forma andloga, vamos atuar [N, a*] sobre |¢,,). Pra comegar, calculemos o
comutador:

[N, aT] = [a-l-a, a-l-] = aTanr - a-l- a-l-a = aTaaT — aT(aa-l- — 1)
——
=aat-[a,at]

[N, aT] =al (3.17)



Aplicando esse resultado:

[N: a-l-] |(pn> = a+|§0n)

Reescrevendo o lado esquerdo:

N(aﬂ(pn)) - aT(N|¢n)) = a+|§0n)
N(allgn)) — n(atle,)) = atle,)
« N(atlgn)) = (+ 1) (at|py))

Ou seja, a'|¢p,) é um autovetor de N com autovalor n + 1. Atuar a' sobre |¢@,,) o leva
para um estado uma unidade acima de n. Por isso, o operador a’ recebe o nome de operador
criagdo ou operador levantamento.

f) Resumo: as relacgdes entre a, a’, H e H

Com tudo que foi discutido até aqui, podemos resumir o problema do oscilador
harmoénico da seguinte forma: o espectro de energias do hamiltoniano H é discreto. Como a
relagdo entre H e H é conhecida, podemos relacionar seus autovalores: as autoenergias de H
serdo os autovalores de H multiplicados por Aw.

Os autovalores de H sdo obtidos dos autovalores do operador numero, N. Como a
relacdo entre H e N é conhecida (3.14), podemos dizer que os autovalores de H serdo iguais

. 1 . ;.
aos autovalores de N acrescidos de > Dessa forma, podemos escrever as energias possiveis do

oscilador harménico quantico em fun¢do do nimero n correspondente ao autoestado do
oscilador:

1
En=(n+z)hw

E importante ressaltar que n = 0,1,2, .... Chamamos de estado fundamental o estado
descrito por |@,). Note que ele ndo possui nenhuma analogia classica, o estado fundamental
do oscilador harmonico quantico possui energia, enquanto o estado fundamental do oscilador
harmoénico cldssico seria 0 mesmo parado na posi¢do de equilibrio, sem energia cinética ou
potencial.

Note que, até o momento, ndo encontramos uma sequer fungdo de onda do oscilador
harmonico quantico: apenas mudamos o tratamento com a notagdo de Dirac e obtivemos
propriedades em relagao a energia do oscilador e ainda fomos capazes de obter um par de
operadores que nos servira da seguinte forma: ndo existe nenhum estado do oscilador que
seja inferior a |¢@,); ou seja, ndo ha formas do operador abaixamento atuar sobre ele e
retornar outra coisa que ndo zero. Assim, seremos capazes de encontrar o estado
fundamental do oscilador. Qualquer estado excitado pode ser obtido pela atuagdo do
operador levantamento sobre o estado anterior e seremos capazes de, recursivamente, obter
todos os estados quanticos do oscilador.



4. A funcao de onda do OHQ

Aqui, iremos obter a fungao de onda que descreve um oscilador harmdnico quantico.
Inicialmente, vamos abordar a construcdo da base {|¢,,)}, ou seja, como expressar qualquer
ket |@,,) em termos dos outros.

a) Os kets |¢,,)

A atuagdo do operador a sobre |@,) tem de resultar em zero, pois ndo ha formas de
obter um estado que possua energia menor do que a do estado fundamental. Dessa forma,

algy) =0

O ket |¢@,) é aquele que possui energia do estado fundamental acrescida de uma
unidade. Ou seja, ele deve ser proporcional a atuagdo do operador levantamento sobre |@,):

lpy) = C1aT|(P0>

A constante de proporcionalidade se da pela exigéncia de que |¢) seja normalizado
(ainda, vamos definir |¢) como sendo normalizado também):

(p1lp1) = |c1|2((p0|aaf|<p0)

Mas aa® = ata + 1, gragas a 3.11. Logo,

(@oIN|@o) + (@olpo)
=0 =1

(P1lp1) =l [H{@olata + 1|pg) = lcy |2

A1) = |C1|2 =1
o Cl = 1

Dessa forma, |@,) = at|@,). Vamos usar novamente esse processo recursivo para
encontrar |@,) = c,at|@,) e depois reescrevé-lo em termos de |@,).

(p2le2) = |cz|2(g01|aaT|(p1> = |c3|* |{@1IN]@1) + (@1 ]¢1)

=1 =1

(p2lp2) = 2|C2|2 =1
1
SOy = —

V2

Assim, |@,) = \%a*lfpl) = \%(a*)zlqoo). Dessa forma, reproduzindo esse algoritmo,

podemos escrever que qualquer ket |¢@,,) por recorréncia de |@,,_1) ou |@g):

1 T
ln) = ﬁa |pn-1)

1 n
|<pn>=ﬁ(a*) lpo) (4.1)



Com essa relagdo, podemos ver claramente a atuacdo dos operadores a e a’ sobre os
autoestados |@,):

1 1
aley) = aﬁa”ﬁun—l) = ﬁ(a;;g + 1) lpn_1) = ﬁl@n—l)

N

= alen) = Vnle,—1) (4.2)

1 n+1
aTI(pn) = a-rﬁal(prwl) = W |(pn+1) =Vn+ 1|§0n+1>

watp,) =Vn+ 1l@,4q) (4.3)

As equacdes 4.2 e 4.3 permitem que obtenhamos qualquer autoket do operador H
utilizando recursivamente os operadores a e a®.

b) A representacio matricial de a e a'

Das equacGes deduzidas acima, somos capazes de escrever as matrizes que simbolizam
a e a’ na base dos autokets {|¢,)}. Para a, projetemos 4.2 sobre o ket |¢@,_;):

(Pn-1laley) = Vn

Isso indica que o elemento de matriz da linha (n — 1) e coluna n serd vn e sera 0 se
for de alguma outra combinacdo de linhas e colunas. Ou seja,

«Dn’ lalgn) = ‘/7_1 6n',n—1

a, na base dos {|@,)} é, portanto, uma matriz de “diagonal deslocada para cima”, com
seus elementos iguais a v, onde n é o nimero da linha. Irei representar, por dificuldade de
notac¢do, apenas uma matriz 4 X 4:

0y10 0
a. =]00v20
4X4 000\/§
0000

A representacdo matricial de at se d4 com a projegdo de 4.3 sobre o ket |@,,41):

<(Pn+1|aT|(Pn> =vn+1

Ou seja,

<(pn’ a-l-lgon) =vn+1 cS‘n’,n+1

Sendo assim uma matriz de “diagonal deslocada para baixo”.



¢) O estado fundamental ¢, (x)

Para encontrar o estado fundamental do oscilador harmdnico quantico, note que

algy) =0

E necessario, pois ndo ha nenhum estado abaixo do fundamental. Projetando essa
expressao na base das posicdes, temos:

(x|alpo) = 0

. 1 ey | o ~ .
Usando 3.7 que exibe a = 7 (X + ip) e as relagBes entre os operadores chapéu e sem

<P0>:0

(xllp)l%) =0

chapéu, temos:

mw i

+
h \/mwhp

Separando em duas estruturas:

/ (x[xle@o) +

O que resulta em, relembrando que @ (x) = (x|@,),

V3000 + a0 = 0

Reescrevendo de uma forma mais conveniente:

dgg
Gt K0 =0
%% dx max?
Usando o fator integrante u(x) = e’ = =e 2n

d mwx?
I <e 2h (p0> =0

_mo, 2
Y @o(x) = Ae 2°7 (4.4)

Precisamos normalizar a fungdo de onda, ou seja, integrar seu quadrado no espaco
todo e exigir que ele seja igual a um:

j 9o (0)[2dx = 1



Aintegral I é complicada. No entanto, seu quadrado é facilmente integravel em

coordenadas polares: chamando de y = %,
© oo 27T oo
1? = f fe"’(xzﬂ’z)dxdy:f fe_wzrdrde
—00 —00 0 0
2 21 T T
=27rfre dr=——1 e%du=——[e"®—-1] =—
—2y Y Y
0 0
u=-yr?
du=-2yrdr
Portanto, I = \/E = fﬂ—h Logo,
Y mw
mw
A% = |—
mh
4 (mw)1/4
~ \rh

O que escreve a funcdo de onda do estado fundamental 4.4 normalizada como:

1
mw-\z _Mw >
) e 2h x

po() = (—— (45)

d) Os estados excitados ¢, (x),n > 0.

Como é de se supor, encontrar qualquer ¢, (x) partindo do estado fundamental ¢, (x)
serd dado pela projecao da equacdo 4.1 na base das posi¢des:

1 n
— t
(xlgn) = 7= (x| (@")"| o)
A atuagdo de a' na base das posicBes pode ser vista pela sua definicdo em 3.8, de
forma que:
(rlat = (¢l = R = 1B) = | [ ate] — |y
= — (X — = — —_— —_— ——

x|a X 7 ip 7 5 x(x ——— x

Portanto,

n 1 h d
(xI(a") =ﬁl\/?x—&a] (x|



De forma que:

1 1 mw h d
(x|¢n>:ﬁﬁ[ /TX— /%E (x|@o)

Como {x|py) = po(x) = (%)Ze—%le temos:
1 1
) = 1 (h)"z(mw)z[mw ai" a2 4.6)
o= omn maw h n T dx) € '

Essa equacao da a forma geral das funcdes de onda. Ela pode ser reescrita de forma
mais elegante usando os chamados polindmios de Hermite.

Definigdo: Um polinémio de Hermite de grau n, H,(z), é definido como:

n

Ho(2) = (—1)e? 2 o= (47)
dzm

Sua formulagdo permite que possamos escrever qualquer fungdo de onda ¢, (x) dos
estados do oscilador harmonico como:

_mw, 2
Pn(x) = CuHyp(x)e 2R (4.8)
Onde C,, sao constantes de normalizagdo para cada ¢,,.
5. Resumo

Essa sessdo tenta resumir tudo o que foi visto ao longo do estudo do oscilador
harménico quantico.

- Todo sistema fisico sujeito a um potencial VV (x) que possua minimos locais, ou seja,
que possua regides de equilibrio estavel pode ser aproximado por um oscilador harménico nas
regides de x proximas aos pontos de equilibrio estavel.

- O operador potencial no caso do oscilador harménico quantico pode ser escrito como:
1 22
V(x) = Emw X

- O operador hamiltoniano do oscilador harmonico quantico é funcdo somente da
posicdo e do momento (é independente do tempo):

2
1
H = _;P)m + Emwzxz

- Dada a independéncia temporal do hamiltoniano, podemos resumir o problema para
encontrar os autokets |¢,) em:

qu)n) = Enlfpn>



- A simplicidade na resolugdo do problema reside em tornar a equacao acima

. . P H .
adimensional: definir H = P ficar com

_ _E,
H|¢n) —%kpn)

- O uso dos operadores X e P, definidos como:

R P R mo
= X = —X
P mhw h

Origina Hl = %(@2 + X2).
- Definem-se a e at como:

_ R+ iP) = ®—ip)

a=—K&+i at=—®-i
vz N A

Bem como seu produto N = ata.
- Os comutadores de interesse do problema s3o:
[x,p] =ih [XP]=1i [a, aT] =1 [Na]=-a [N, aT] =aqat

- O operador a é chamado de operador destrui¢do ou operador abaixamento. Sua acdo
sobre um autoestado |¢@,,) de energia E,, é de levar a particula ao estado de energia E,,_;, a
menos de uma constante multiplicativa.

al@n) = Vnle,_1)

- O operador at é chamado de operador criagiio ou operador levantamento. Sua acdo
sobre um autoestado |¢@,,) de energia E,, é de levar a particula ao estado de energia E,, .1, a
menos de uma constante multiplicativa.

atlon) =Vn + 1|@n4q)
- A relagdo entre o operador nimero (N) e o hamiltoniano do sistema (H) é:
1
H = (N + E) hw

- A relacdo entre as autoenergias de H e os autovalores de N é:

1
E, = (n + —) hw
2
A . ~ . . . h
- O estado quantico de menor energia, |¢,), ndo possui energia zero, mas sim Tw Essa

caracteristica é puramente quantica, ndo possuindo analogia classica.

- A funcdo de onda do estado fundamental do oscilador pode ser obtida pela projecdo
(x|¢g,) e o fato de que ndo é possivel abaixar mais o nivel de energia de |¢,), ou seja,



alpo) =0
Projetando sobre |x) e resolvendo a equacdo diferencial resultante, obtemos:

mwy\1/4 _mw _,

po) =(—) e "

- Qualquer estado excitado pode ser obtido pela equacdo de at no estado anterior, de
forma que podemos escrever em geral que

_mw, 2
Qon(x) = Can(x)e 2h

Onde C,, sdo constantes de normalizagdo para cada estado de energia n e H,(x) sdo
os polinbmios de Hermite.

6. Oscilador Harmoénico Quantico em 3 dimensoes

a) Caso I: as frequéncias angulares dependem da direcao

Nesse caso, wy # Wy # wj. Assim, o hamiltoniano do sistema se escreve como:

1 1
H=—— (pZ + p2 + p2) + Em(w,%xz + wly? + wiz?)

Isto €,
H=H, + ]I-]Iy + H,
Com
1 1
Hi = ﬁ]p)lz +§mwi2ﬁ2,i =X, ¥,z

Esses hamiltonianos sao completamente independentes entre si, portanto comutam
entre si e com sua soma. Dessa forma, podemos tratar o problema como se 3 hamiltonianos
unidimensionais do oscilador harménico agissem sobre o corpo de massa m. Sabemos que,
para cada dimensao,:

1
Hx|(pnx> = (nx + E) hwx|¢nx)

1
(ny + E) hwy |<pny>

1
Hz|§0n2> = (nz + E) hwz|(pnz>

Hy |(pny>

Assim, escrevemos:

H |(an,ny,nz> =E, |(pnx,ny,nz>



Com:

|(pnx,ny,nz> = |‘pnx) ¢ny> |(pnz>

b= o o s )

As fungOes de onda serdo obtidas certamente como:

<F|(pnx,ny,nz> = (Fl(pnxxf)l(pny)(?l(an)
Ou seja,
Prpnym, (6 Y, 2) = Qn (X, Y, 2)Pn (X, ¥, 2) Py, (%, Y, Z)

Existem estados degenerados nesse caso: todos aqueles em que A [(nx + %) W, +

1 1 . .
(ny + 5) y (nz + E)] produzem um mesmo valor de energia E,,. No entanto, ndo sdo simples

de serem calculados. Irei me restringir a calcular no caso Il.
a) Caso II: existe uma unica frequéncia de oscilagao

Esse problema modela o caso em que existe uma forca restauradora na direcdo radial
do problema, ou seja, isotrdpica. Isso simplifica muito as expressées acima. Observe:

1 1
H = —(p2 + p3 + p2) + s mw?(x* + y* + z?)
2m 2
De forma que:
H = H, + H, + H,

Com

1 1
i = ﬁ]p)lz +§mw2ﬁ2,i =X,¥,Z

Resolvendo uma direc¢ao por vez, obteremos também:

1

Hx|(/)nx) = (nx + E) hwl(pnx)
1

H,, |(pny> = (ny + E) hw |(pny>

1
]HIZ|‘/’nz) = (nz + E) h‘”|‘pnz)



Assim, escrevemos:

H |(pnx,ny,nz> =E, |(pnx,ny,nz>

Com:

|(pnx,ny,nz> = |(pnx) Qony> |(pnz>

A auséncia de indices nas frequéncias exibe sua facilidade no calculo das autoenergias:

3
En=hw(nx+ny+nz+§>

De forma que podemos admitir um unico n = n, + n, + n, e escrever:
3
En = hw (Tl + E)

Claramente, existem estados degenerados: aqueles em que n, + n,, + n, originam um
mesmo n. No entanto, para esse caso, somos capazes de calcular a degenerescéncia de um
estado n.

Suponha que, para um n fixo, saibamos que n,. pode variar discretamente de 0 até n,
ou seja,

n,=012..,n
Sabemos ainda que:

n=n,+n,+n,
Ou seja,

ny,+n, =n-—ny

Dados os possiveis valores que n, pode assumir, o par {ny, nz} pode assumir valores
como:

{ny,nz} ={0,n—n,},{1,n—n,—1},..,{n—n,,0}

Ou seja, existem n — n,. + 1 pares possiveis que {ny, nz} pode assumir. Portanto, a
degenerescéncia de um estado de energia n, g, € dada pela soma de todos esses possiveis
valores que x,, pode assumir. Ou seja,

9n = zn:(n—nxﬂ)

Ny,=0



Essa soma pode ser calculada da seguinte forma: lembre-se de que Y-, k =
%(m+ 1) edequedii,l=m+ 1.

n n n
g= Y -m+D= ) @+D- ) n,
N,=0 Nn,=0 N,=0
s 1
=(n+1)z 1-Zn(+1)
N,=0
2
= (n+1)? -2 2+”
2n4+2n+2—-n*—-n n?+n+2
- 2 -T2
_(n+1)(n+2)

2

Dessa deducdo, observa-se que a o Unico estado ndo degenerado é o estado

. . . 3
fundamental do oscilador tridimensional, com E, = 5 hw.

7. Oscilador Harmoénico Quantico na presen¢a de um campo elétrico

Considere um oscilador harmonico quantico unidimensional de carga g e massam
sujeito a acdo de um campo elétrico em seu eixo de oscilagdo, E = EyX. Vamos mostrar que a
atuacdo desse campo sobre o oscilador causa um deslocamento na posicdo de repouso da
oscilacdo e gera um shift de energia igual para todos os estados.

Se o campo elétrico atuante sobre a particula é constante e igual a E,, entdo a for¢a
que esse campo gera sobre uma carga q é F = qE. Dessa forma, o potencial V() associado

, av , L
a essa forga é Vy(x) = —qEyx, de forma que F = — - Promovendo esse potencial classico a

um operador quéntico,
Ve(x) = —qEox

De forma que o oscilador harménico quantico no eixo x tem seu hamiltoniano H' dado

por:
2
P 1
H' = — + —mw?x?® —qEyx
T Vharm E

Os autovetores |¢@') de H' s3o tais que:
H'l") = E'|¢")
Explicitando H':

2
]p) ! I I
- +§mwzxz — qEox|l@’) = E'l@")



Na base das posicoes,
————+ —mw?x? — qEOx] o' (x) =E'¢' (x)

Completando o quadrado a respeito de x nos colchetes, ficamos com:

n? d? 1 qEo\*  q*E?
- 4= 2( _ ) _ ’ =E'o'
[ 2mdx? 27 \* T w2 2mw?|? (x) ¢'(x)
Basta que facamos uma mudanca de varidvel u = x — :li"z, podendo sempre escrever

x em termos de u, ficamos com:

n? d*> 1 qE q*E? qE
- _ 2.,,2 ! 0 — 12 0 12 0
[ 2m dx? +2ma) u ](p (u+mw2) <E +2ma)2)(p <u+mw2)

Como ¢’ (u + :jj’z) = ¢'(u), para resumo de notagdo, podemos reescrever
22
E'"=E +- EOZ e ficamos com:
2mw
K% d?
———+-mw?u?|p'(w) =E"¢'(u
[Zmdx2 2 ](p() o'W

Que é a equacao do oscilador harmoénico que conhecemos. Ou seja, o campo elétrico
constante no eixo de oscilagdo nao altera a natureza harmoénica do movimento, apenas
altera sua energia e seu ponto de equilibrio. A nova energia é dada por:

12 1
Ey = (n +5) hw

Exatamente como num oscilador. No entanto, como sabemos que essa energia é a
soma de uma porgao oscilatéria subtraida de um shift do campo elétrico, ficamos com as
autoenergias do operador H’' como sendo:

1 q*E¢

By = (n+5)ho -0

n 2 2mw?
As fung¢des de onda nada mudam das ¢,, que calculamos, apenas devem ser calculadas

qEy |
mw?’

no ponto u, ou seja, em x —

CIEO)

on(x) = @, (x e

Essa translagdo das fungdes é resultado da acdo da forga elétrica sobre a carga g.

Fica a cargo do leitor a generalizagao do que foi visto acima para um potencial geral da
forma V(x) = fx e concluir que tal potencial ndo afeta o sistema a menos de um
deslocamento da posi¢ao de repouso.



8. Consideracoes Finais

Espero que o trabalho aqui exibido tenha ajudado o leitor a compreender melhor o
oscilador harménico quantico. Uma abordagem mais completa do que foi tratado aqui pode
ser visto no livro de MQ do Cohen, base para esse estudo.



