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1. Consideracao Inicial

A maior parte desse trabalho encontra-se no livro “Quantum Mechanics”, dos autores
Claude Cohen-Tannoudji, Bernard Diu e Franck Laloé, traduzido para o inglés do francés por
Susan Reid Hemley, Nicole Ostrowsky e Dan Ostrowsky. Meu trabalho aqui foi de sumarizar as
informacgBes mais relevantes para o curso de Mecéanica Quantica ministrado pelo professor
Alexandre Martinez no primeiro semestre de 2015, traduzir o texto para o portugués e adaptar
algumas aplicagGes como vistas em aula.

2. Fungoes de Onda
a) Definicao

Retomando os conceitos de fisica moderna, uma particula quantica tem seu estado
fisico descrito por uma fung¢ao de onda, que denota seu estado em uma dada posicdo r do
espaco (usarei notagcdes em negrito para denotar vetores). Essa fun¢do de onda pode
depender do tempo no caso mais geral, porém aqui iremos tratar inicialmente de estados
estaciondrios, ou seja, que ndo dependem do tempo. Dai, escrevemos:

Y(r, o) = f(OP(r)

Onde ¥ denota a fungdo de onda completa, f(t) denota sua dependéncia temporal e
1) denota a porgao independente do tempo. Posteriormente, explicaremos melhor esse
conceito. De agora em diante, iremos trabalhar apenas com a por¢do independente do tempo,

Y.

Para que uma fungdo (1) seja considerada uma fungdo de onda, ela deve ter norma
finita (e, para fins praticos, unitaria). Ou seja, integrada em todo o espago:

f drip@)? = 1

Esse conjunto de fungGes (onde a integral acima converge) forma um espaco
matematico que recebe o nome de L?. No entanto, muitas fun¢des “ndo comportadas”
satisfazem esse critério de convergéncia e ndo sdo Uteis fisicamente. Logo, vamos nos limitar a
um subespaco de L?, que denotaremos por &, onde todas as funcdes (7)) sdo bem
comportadas (continuas, infinitamente diferenciaveis, entre outras propriedades).

Ressalva: existem fun¢des que recebem o titulo de funcdo de onda, porém a integral
acima ndo converge. No entanto, essas fungdes sdo originadas em problemas “aberrac¢do”,
como o da particula livre sem potencial, e podem ser compreendidas fisicamente como
funcgdes de onda ao relacionar os parametros delas com os parametros fisicos reais do
problema (como considerar, por exemplo, que o comprimento de 1 metro é algo infinito se
comparado as dimensdes de um elétron e majorar a integral por coisas desse género).



b) & como um espaco vetorial

O espago que denotamos por & onde vivem as fungdes de onda Y cumpre todos os
dez critérios de um espago vetorial. Dessa forma, podemos definir algumas grandezas de
interesse nesse espaco. Uma delas é o que chamamos de produto interno ou, como abuso de
linguagem, produto escalar entre duas fungoes.

Definicdo 1:  Sejam duas fungdes Y(r) e @(r) pertencentes a §. Define-se o produto
escalar (¢, ) como o nimero complexo resultante da seguinte integral:

(0. ¥) = f dr ¢ ()

Onde a integral é tomada em todo o espago e ¢* () denota o complexo conjugado da
fungdo ¢ (r). Dada essa definigdo, provam-se quatro propriedades fundamentais sobre
produtos escalares no espaco &, todas sumarizadas a seguir, onde A € C:

(o) =@, o) D
(@, L1¥1 + A,97) = 41(@, Y1) + (0, 2) (2)
(A1 + 4202, 9) = A1 (@1, ¥) + 23(92,¥)  (3)

W) = f arlp@? (@)

Essas propriedades acima podem ser todas demonstradas usando a definicdo 1. Como
completeza, irei demonstrar a primeira propriedade:

.oy =|[ arw@em| = [ @y = @

Ainda, vale ressaltar que, como esta definido, o produto escalar é dito anti-linear a
respeito do primeiro fator (como mostrado nas propriedades 2 e 3, onde a constante A sai do
produto escalar como seu complexo conjugado caso esteja multiplicando o primeiro fator).
Quando (¢, ) = 0, as fungbes @ (r) e P (r) sdo ditas ortogonais.

c) Operadores Lineares

Operadores lineares sdo definidos como entidades matematicas que associam fungdes
Y(r) € § com outras fungdes P’ (r) € F de forma que

Y'(r) = AY(r)
A1 (1) + A, (1)] = 1, Ay, (1) + 1, A, (1)

Um exemplo de operador é o chamado operador paridade I1, que associa uma fungao
Y(x,y,z) asuasimétricap(—x, —y, —z):

Hl/)(x' Y, Z) = l/)(_xr =Y _Z)

O produto de dois operadores lineares A e B é definido como

(AB)Y(r) = A[By(1)]



Ou seja, aplicamos o efeito de B sobre (1) e, entdo, aplicamos o efeito de A sobre o
resultado. Em geral, AB # BA, de forma que definimos o comutador entre A e B como o
operador [4, B] de forma que

[A,B] = AB — BA
Dizemos que dois operadores comutam quando [4, B] = 0.
d) Bases ortonormais discretas em g

Tomemos um conjunto enumeravel de fungGes pertencentes a {, indexadas pelo
indicei (i = 1,2, ...,m, ...) que chamaremos de {u;(r)}. Dizemos que esse conjunto é
ortonormal se

(u,uy) = fdr ui (M (r) = §;;

Onde Sij denota o delta de Kronecker,

0,i #j
5ij - {1,1' =j
Iremos agora definir o que se chama de base do espaco & sem nos preocupar
momentaneamente com o fato desse conjunto de fungdes precisar ser completo (propriedade

que sera discutida posteriormente com a relagdo de completeza, tratada ao adotarmos a
notacdo de Dirac).

Definigdo 2:  Um conjunto de fungdes {u;(r)} € § constitui uma base do espago & se toda
fungdo Y (r) € § puder ser escrita como uma combinag&o linear Unica dos termos de {u;(1)}.
Ou seja,

Y@ = ) ey

4

Onde o indice i varia para todas as fungdes do conjunto {u;(r)} e os coeficientes
¢; € C. Dessa definicdo, fica claro que um coeficiente ¢; pode ser determinado pelo produto

escalar (uj, 1,[)):

(w,9) = (uj'z Ciui(r)) = Z ci (W) =g

i =5ji

Ou seja,

i = [ druw

Dizemos que os coeficientes ¢; de uma fung¢do ¥ (1) numa dada base {u;(r)} sdo as
componentes de (1) na base {u;(r)}. Podemos escrever, entdo, o produto escalar de duas
fungBes @ (1) e Y(r) ambas pertencentes a § em fungdo das componentes de ¢ e .



Y@ = ) eyl

0@ = ) byuy()
J

i

@) = D buw@), Y @ | = > > biei(wu) = ) bic
J { j =5j; i

Ou seja,

mw=2wq

Em particular,

<ww=2mw

e) “Bases” continuas fora de §

Existem duas “bases” muito convenientes de se expressar funcdes de onda. O fato do
termo “bases” estar entre aspas se da por conta de ambos os conjuntos de fungdes usados
como base ndo serem do quadrado integravel e bem comportadas (pré-requisito das fungdes
de &), mas ainda assim conseguirem construir todo o espaco §: as ondas planas e as fungoes
delta.

e1) Ondas Planas

Para que possamos construir a base das ondas planas, que serd denotada por {vp(r)},
precisamos nos lembrar de que podemos trabalhar, em célculos, ndo somente com a prépria
fungdo de onda (1), mas também com sua transformada de Fourier {)(p), em que
expressamos o estado da particula no espectro de momentos p (os vetores momento, em 3
dimensdes). A relagdo entre 1(r) e Y(p) é dada pelas seguintes equagdes:

1 _ pr
W) = 3f@¢@kmh
(2mh)z
_ 1 p.r
Jp) = 3fw¢mf”&
(2mh)z

Vamos chamar de base das ondas planas como a base das func¢Ges {vp(r)} tais que:

3 eip'r/ h
(2mh)2

Up (r) =

Onde p.r denota o produto escalar entre os momentos e as posi¢des (em 3
dimensodes).



Vamos simplificar essa expressdo para uma Unica dimensao, para verificar claramente
que vp(r) ¢ &:fagcamos r = x e p = p e obtenhamos a expressdo unidimensional dessa base:

vp(x) = eipx/ h

1
V2mh

Vamos calcular sua norma:

|vp(x)|2=£mv;vpdx: jf)[ ! e_ipx/ﬁ” ! eipx/fz]dx

V2mh V2mh
T 2mh f X

Essa integral claramente diverge, o que prova que vp(x) & &. Podemos estender esse
conceito para trés dimensdes e verificar que v, (1) € .

A diferenca dessa base para as bases discretas que vimos anteriormente é o fato de p
ser uma variavel continua (e ndo discreta como o indice i). Na verdade, p é um vetor de
componentes continuas. Isso vai implicar no fato do somatdério em

P@) = ) eyl

L

Ser substituido por uma integral ao inserir v, (") na expressdo de Y (r):

1 _ pr -
Y) = —— f dp P@)e” " h = f dp () vy()
(2mh)z

Onde a integral é efetuada em todas as 3 dimensdes, para todos os valores possiveis
de momento. Ou seja, (1) pode ser expandida sobre a base {vp(r)} com os coeficientes

Y (p), escritos como:

B®) = (0p,9) = [ dr ) v

Essa base permite, claramente, que Y (r) tenha norma finita, justamente como
gostariamos. Além disso, vamos calcular o produto escalar entre dois elementos distintos da
base, denotados por v, (1) e vy, (1):

1 dr

.
(v vp ) = @n)? ﬁelh'(p_p V=5 -p")

Expressdo acima que é a defini¢do do delta de Dirac em 3 dimensdes, generalizagdo da
delta de Kronecker para meios continuos.



Ou seja, existe a seguinte relagdo entre as grandezas discretas e continuas para usar-se
a base das ondas planas:

iep
Z — f dp
i
5ij —ép-p")
Implicagdo fisica de se trabalhar sobre a base das ondas planas: Expressar a fungdo de
onda 1) em termos de seus momentos implica que a fungdo de onda se comporta como uma
combinagdo infinita de ondas planas, ou seja, podemos tratar o objeto representado por

como uma onda. Mais adiante, veremos que isso ajuda a explicar a dualidade onda-particula
da matéria.

e,) Fungdes Delta

Apesar de ndo serem fungdes propriamente ditas, o conjunto de todas as deltas de
Dirac nas posicdes 1, {fro (r)}, também forma uma base de fungdes fora de & que é capaz de
expressar as funcGes de onda de §. Definimos

[, ) = 3G —1y)]

Como sendo a base formada pelas fungdes delta centradas nos infinitos pontos do
espago( ry). Como a integral de cada fungdo delta originaria o valor 1 e temos infinitas fun¢des
delta na expressdo de {Ero (r)], vemos que &, (r) € . No entanto, podemos sempre escrever

que:

W) = f dro Y(ro) 8(r — 1o)

Ou seja, para os coeficientes Y (1), a fungdo () pode ser expandida em:

W) = f dro p(ro) &, ()

E os coeficientes calculados por

Pro) = (&) = f dro & (r()

O que mostra que qualquer fungdo Y (r) € § pode ser expandida de uma Unica forma
na base dos deltas. Dessa forma, vemos que c¢; no caso discreto é anélogo a ¥(r,) na
expansao sobre a base {fro}. Ou seja, os estados nas posigdes 1 sdo os coeficientes de 1 na
base das deltas. Dessa forma, ela pode ser associada a uma base das posi¢oes, enquanto a
base das ondas planas pode ser associada a uma base dos momentos.



A relacdo entre os indices discretos e os continuos sobre a base das posi¢des sdo:
R
i
8ij & 6(r—ry)

Implicacdo fisica de se trabalhar sobre a base dos deltas: Ao expandir Y(1) sobe a
base dos deltas, vemos que 1) descreve um objeto que se comporta como algo discreto em
cada ponto do espaco, ou seja, como uma particula. Dito isso, escolher a base sobre a qual se
trabalha (se posi¢do dos deltas ou momento das ondas planas) diz se 0 mesmo objeto é uma
onda ou uma particula. Dai origina-se a dualidade onda-particula, pois um mesmo ente fisico
pode ser visto tanto como onda quanto particula, dependendo apenas da base usada em sua
representagao.

f) Resumo
Sumarizando tudo o que foi visto no item 2 “Fun¢Ges de onda”:
Bases Discretas
Ortonormalizagdo: (u;, u;) = &;;
Expansdo da fungdo de onda: Y(r) = Y, c;u; (1)
Expressdo dos coeficientes de Y(1): ¢; = (u;, ) = [ dr uj(r) Y(r)
Produto escalar entre duas fungdes de onda ¢ e Y: (¢, ) = X; b{'c;
Quadrado da norma: (¥, ¥) = ¥;|c;|?
Bases Continuas
Notagdo para uma base genérica com vetor de componentes continuas a: {w,(r)}
Ortonormalizagdo: (w,/,w,) = 6(ax — a')
Expansdo da fungdo de onda: Y(r) = [ da c(a) wy(T)
Expressdo dos coeficientes de Y(1): c(a) = (Wg, ¥) = [ dr wi(r) ()
Produto escalar entre duas fungdes de onda ¢ e Y: (¢, ) = [ da b*(a)c(a)

Quadrado da norma: (¥,y) = [ dea|c(a)|?



3. Notacao de Dirac

Vamos ilustrar todas as bases tratadas até aqui com uma tabela, exibindo quais sdo os
componentes de () nessa dada base.

Base Componentes de (1)
u;(r) c,i=123,..,m, ..
vp(T) P(P)

$ro (1) Y(ry)

We(T) c(a)

Agora, iremos introduzir a chamada notag¢do de Dirac, em que iremos mudar o espaco
de trabalho até entdo utilizado: sairemos de § e passaremos a trabalhar no espago de estados
de uma particula, que denotaremos por &,.. Cada estado quantico de uma particula serd
caracterizado por um vetor de estado que existe dentro de &,.. Da mesma forma que § era um
subespaco de L?, o espaco de estados &, é um subespaco do chamado espago de Hilbert, £. A
notacdo que serd introduzida facilita os cdlculos e operac¢des dos vetores de estado e permite
uma generalizacdo do formalismo.

a) Kets

Os elementos do espaco de estados sdo denominados de ket (analogamente as
fungBes de onda do espago §). Iremos associar a cada estado (1) € & um ket pertencente a
&,. A notagdo utilizada para kets é a de | ), dentro do qual se insere o estado da particula. Ou
seja,

Yr) eF = [Y) €&,

Vale notar que os espagos & e &, sdo andlogos (ou isomarficos), mas operar sobre eles
carrega sutilezas Unicas, entdo é valido que fagamos a definigdo de outras entidades em &,
para que possamos trabalhar nesse novo espaco.

b) Bras

Para cada elemento |Y) € &, existe um elemento (Y| € £, onde £* denota o espago
dual de &, que recebe o nome de bra. Os bras ndo sdo estados propriamente ditos: eles, na
verdade, atuam sobre vetores de estado |1/) da mesma forma que um funcional linear. Vamos
entender esse conceito, generalizando para todo ket do espaco de Hilbert (ndo sé para o
subespaco das posicdes E,.):

Defini¢do 3: Um funcional linear y definido no espago £ atua sobre kets |y} de forma a
associar a cada ket um nimero y(|y)) de acordo com a seguinte relagdo:

¥) € € = nimero x (1))
XA 11) + A2 2)) = A xlq) + Az xlY2)




N3o confunda operador linear com funcional linear. O primeiro atua sobre kets
(veremos a seguir) e associa a eles outros kets; o segundo atua sobre kets, associando a eles
um numero (geralmente, um escalar complexo).

Dessa forma, entendendo que (Y| atua da mesma forma que o funcional linear y,
podemos associar a grandeza (Y |y), que é um escalar, um significado. Ou ainda, de forma
mais geral, a grandeza (@), onde @) € &, |[Y) € E e (| € £ é 0 bra correspondente ao ket
|@). Fagamos isso.

Observagdo Importante: Apesar de ter dito que para cada ket [i)) associa-se um bra
(Y|, a reciproca ndo é verdadeira. Existem bras que ndo possuem kets analogos. Digo isso
apenas por completeza, pois nesse curso (aparentemente) nao iremos lidar com tais
anomalias, iremos sempre assumir que por mais que os kets andlogos ndo existam de fato, em
uma aproximacao “com o mundo real”, eles existem e podemos operar com eles. Isso vai ser o
caso das bases de momento e posicdo, em que ndo nos preocuparemos com o fato de elas ndo
serem bases bem definidas e iremos ainda assim trabalhar sobre elas.

¢) Produto Escalar

Em &, o produto escalar entre duas fungdes de onda ¢ (1) € Fe Y(r) € Fera
definido como:

(@) = f dr o @Y (r)

Agora, iremos definir o produto escalar entre [@) € € e |{) € € como sendo o andlogo
a (¢, ¥) no espaco de Hilbert &:

(@lp) = (o), 1)) = f dr ¢* (W)

Ou seja, o formalismo matematico de se trabalhar com integrais em & se mantém em
&, porém a notacdo é simplificada. Vamos entender o motivo.

Se existe uma grandeza escalar, digamos 1; € C, multiplicando o ket |¢,) € € e outra
grandeza escalar, digamos 1, € C, multiplicando o ket |@,) € £, e desejamos encontrar o
seguinte produto escalar:

(Mle1) + A21@2), 1Y)

Onde [) € €. Vamos tomar a notagdo de bras e kets:

(Alo1) + Azl02), [¥) = A1(@1), 1)) + A5(l@2), [¥))
= A{@1|Y) + 3@z |Y)
= (A (1] + 22{@2 DY)

Ou seja, podemos associar ao ket A1 |@1) + A;|@,) 0 bra A1{@4| + A5{(¢p-|:

Al@1) + A2102) = Ai{@q| + 23(@,|

ket bra associado




De maneira simplificada, podemos resumir o que foi visto sobre as constantes no
seguinte esquema:

|A4p) = Alyp)
| = @|a*

Ou seja, remover constantes que multiplicam bras implica na tomada de seus
complexos conjugados. Vamos reescrever as propriedades do produto escalar usando a
notagdo de Dirac, com @) € Ee |Y) € &:

(plp) = Wlepy (D)
(@l 411 + A22) = 1{@|P1) + (@) (2)
(191 + 1202 |¢) = 21{@1 1Y) + 25{02 1Y) (3)

Wlp) = f arfpl> (@)

d) Operadores Lineares

Os operadores lineares sao definidos em £ da mesma forma que sdo definidos em {:
entes matematicos que atuam (agora) sobre kets e associam, a eles, outros kets com
correspondéncia linear:

[¥') = Alyp)
Al 1) + A212)] = 11AlY1) + 2Al,)

A notagdo usada acima, onde A é um operador, é usual em mecanica quantica. Vamos
ver, como exemplo, um operador que ndo havia sido tratado em & por ser algo dificultoso de
ser trabalhado nesse espaco, porém trivial com a notagdo de Dirac: o operador projetor.

O operador projetor, IP;, onde i denota sobre qual base esta se projetando, é definido,
de forma mais facil e geral possivel, para uma base unitaria que irei generalizar como |). Ou
seja,

W) =1

Dai define-se IP’w como sendo:

Py = [Y)¥|

Em um primeiro momento, soa estranho o contraste entre as duas expressdes acima:
inverter a ordem dos bras e kets transforma um nimero escalar (1) em um operador linear
(]P)w)- No entanto, ressalvo que é importante se familiarizar com o fato de expressées como
( | )denotarem sempre grandezas escalares, uma vez que ( | implica em um funcional
linear que resulta em um nimero quando aplicado sobre | ).

Vamos verificar o que IPy, de fato significa: tomemos um ket arbitrério @) € E e

apliguemos o projetor sobre ele:



Pylo) = [¥)Xle)

Invertendo a ordem entre a grandeza escalar (| @) e o ket |):

Pylp) = @lo) )

escalar ket

Ou seja, | ){ | aplicado sobre um ket retorna outro ket, o que torna IP, de fato, um
operador. Esse operador projeta o ket |¢) genérico sobre a base |y), usando como constante
de proporcionalidade o produto escalar (1|¢). Isso significa que projetar sobre uma base nada
mais é do que tomar o produto escalar daquela base com o que se deseja projetar escrito em
funcdo da base. Voltarei a tratar desse operador ao falar da relacdo de completeza.

e) Conjugacao Hermitiana

Um conceito importante de ser levado em conta surge da seguinte problematica:
vimos que (AY| = (Y|1*, quando A € C. E se tivéssemos ndo 4, mas um operador linear no
interior do bra?

Nesse caso, ao retirar o operador linear de dentro do bra, devemos tomar seu
conjugado hermitiano, ou operador adjunto. Ou seja, quando um operador A atua sobre um
ket |y), temos:

) = 9"} = A1)

Transpor o ket |Y) no bra (y| implica no seguinte:

+
(] ——— (/| = (p|AT

Onde o operador At denota o conjugado hermitiano de A. Portanto, definimos AT
pela seguinte expressao:

vy =Alp) = @' = wlat] «

Usando o fato de que transpor o produto escalar resulta em:

(oY) = Wlo)

Inserir um operador A atuando sobre |y} do lado esquerdo da expressdo resulta,
imediatamente, em:

(plAlY) = (P|AT|p)| ==

As relagbes (*) e (xx) s3o suficientemente fortes para demonstrar que

COIE!
QAT = 17 At
(A+B)f = At + Bf



Por completeza, irei demonstrar a primeira relagdao: Queremos demonstrar que

A= (AT)T. Usemos (xx):

(wlat] o) = (o |(a1)'|w)
Mas

(plAl )" = (W]|AT] p)

Portanto,

(olatpy = (o |(a1)] )

2 A= (At

Por fim, vamos calcular a transposicdo de AB, ou seja, (AB)*: considere o ket
@) = AB|y). Fagamos B|y) = |7) um ket autiliar, de forma que:

lp) = Alr)

Transpor a expressao acima significa:

(o] = (z|AT

Mas se |t) = B|), sua transposicdo vale (t| = (p|B*. Substituindo acima, ficamos

com:
lp) = ABlY) < (o] = (YIBTAT
Ou seja,
[(AB)' = BTAT]|
Inverte-se a ordem dos operadores e toma-se o conjugado hermitiano de cada um
deles.

Resumindo: O procedimento de transposi¢do (ou conjugacdo hermitiana) de uma
expressao na notagdo de Dirac é de fundamental importancia, de forma que conhecer essa
propriedade das transformagdes lineares facilita muito o trabalho. Para transpor qualquer
expressao, por maior que ela seja, na notagao de Dirac, basta que se inverta a ordem de todos

0s membros e tome-se complexo conjugado das constantes e conjugado hermitiano dos
operadores.

Vamos, por exemplo, tomar o conjugado hermitiano da expressao:

MKulA| v)w)(y]

Nota-se que essa expressdo é um operador (uma vez que (u|A| v) e A sdo escalares).

Sua conjugacdo, seguindo a regra sublinhada acima, é |l/))(W|(v|AXJr| u)ﬂ*



f) Operadores Hermitianos

Por simplicidade, no curso de MQ que estamos estudando, todos os operadores de
interesse serdao hermitianos, ou seja, qualquer operador A tratado sera tal que:

E essa é a definicdo de um operador hermitiano. Um exemplo claro é o operador
projecdo [Py, que tratamos anteriormente: vamos transp6-lo usando sua definigéo,

P}, = [Pyl = Py,

Logo, P, € hermitiano. Um comentario importante: o produto de dois operadores
hermitianos A e B é hermitiano se, e somente se, [A, B] = 0. Em notac3o,

|AB = (AB)! < [A,B] = 0]

Dois operadores quaisquer X e Y comutam se [X, Y] = 0.

4. Representacao no Espaco de Estados €

A representacdo em bases do espaco de estados é andloga a tudo que vimos para
bases de fungGes no espaco §. Gracgas as bases, poderemos dar uma interpretacao aos kets,
bras e operadores como, respectivamente, matrizes coluna, linha ou matrizes quadradas, uma
vez que os componentes de |1) em uma dada base sdo nimeros e podem, portanto, ser
dispostos de forma conveniente.

Iremos, novamente, tratar de bases discretas e continuas (como {u;(r)} e {w, ()} em
&) da forma mais geral possivel e, posteriormente, partiremos para as aplicagdes vistas em
sala: as bases de momento e de posigdo (exatamente como as bases {v, (1)} e {&, ()} em §).

O trabalho aqui serd de introduzir os conceitos do item 2 para a notagdo de Dirac do
item 3. Esse trabalho serd, como pode ser observado, algo que simplifica a notacdo do item 2 e
generaliza os conceitos, facilitando os calculos.

Notagdo: Um conjunto discreto de kets serd denotado por {|u;)}, ondei =1,2,3,...,n, ...,
enquanto um conjunto continuo de kets sera denotado por {|w,)}, onde a denota um vetor
qualquer de infinitas componentes que podem variar continuamente.

a) Relacao de Ortonormalidade

Um conjunto de kets (discretos ou continuos) é dito ortonormal se ele
satisfaz(respectivamente):

(wilw;) = 8
(Walwa’> = 6(“ - a’)

Dessa definicdo, fica claro que (w,|w,) ndo existe (explosdo da delta de Dirac), o que
implica na norma infinita de |w,), desqualificando-o como um ket bem definido (um ket bem



definido é analogo a uma fungdo ¥ (r) bem definida, ou seja, de norma finita e unitaria). No
entanto, os vetores de estado podem ser expressos sobre a base de |w,), de forma que é util
aceita-los como “kets generalizados”.

b) Rela¢do de Completeza

Essa relacdo nao foi tratada em & por motivos de ser demasiadamente complicada de
ser entendida nesse espaco. No entanto, no espaco de Hilbert £, ela é uma relacao trivial.

Um conjunto discreto {|u;)}, ou um continuo {|w,)} constitui uma base se todo ket
|Y) € € puder ser escrito como uma expansdo Unica em termos de |u;) ou |w,). Ou seja,

)= cilw)

) = f da (@) wg)

Vamos assumir que essas bases sdo ortonormais, como ditas em 4a. Dessa forma,
podemos calcular a componente ¢; do vetor de estado [1) ou a componente continua c(a")

como sendo a projecdo de |i) sobre os elementos |u]-) ou [w,/), respectivamente.

(uili) = (w Z ciluy) = Z ci (wlw) = ¢

14 =6ji

(Warl) = (wi | f da (@) wg) = f da c(@) (wy|we) = (@)

=5(a'-a)

Ou seja, podemos escrever que:

ci = (u;|y)
c(a) = (wq )

Vamos substituir essas duas expressdes na expansao de [i): primeiramente, no caso
discreto,

)= ) cilu) = Y Gl = ) ludal ) = 11)

L l l
=1
Ou seja, existe um operador, que damos o nome de operador identidade I, que ao
atuar sobre um ket |i) retorna o préprio ket |) no caso de uma base discreta. Na base
continua,

) = f dat (@) wg) = j dawe ) ) = f dat | (Wl ) = 1))

~—————
=1
O operador identidade I existe, portanto, no caso discreto e no caso continuo. A
chamada relagao de completeza que uma base ortonormal do espaco de Hilbert £ deve
satisfazer é, para o caso discreto e continuo, respectivamente:



Z|ul-><ui| =1
[ dawewal =1

Dito isso, vale ressaltar que um conjunto de kets s6 é considerado uma base quando
satisfaz tanto a relacdo de ortonormalidade quanto a relagao de completeza.

Interpretagao da relagdo de completeza: O operador I é uma soma de todos os
possiveis operadores projecao que estudamos anteriormente. Observe que é uma relacdo que
surge naturalmente, pois imagine somar todas as proje¢des de |) numa dada base, ou seja,
somar todos os componentes de |i) nessa dada base; esse procedimento originaria o préprio
ket |1). Dessa forma, é razoavel interpretar a relagdo de completeza como algo intrinseco e
l6gico a respeito de uma base.

c) Representacao de Kets e Bras

Numa dada base {|u;)}, o ket |Y) pode ser representado como uma matriz coluna de

coeficientes de |y):
( (u1|l/J)\
) =| (uzly) |

\<u{{|:¢> )

Onde (u;|y) representa a i-ésima coordenada de [) na base {|u;)}. Numa base
continua, a matriz coluna teria infinitos indices continuos e ndo sera representada.

Bras, no entanto, devem ser representados como matrizes linha de infinitas
componentes discretas. Seja um dado bra (¢| expresso numa base {|u;)}. Uma representagdo
pode ser entao:

(elur) (@luz) ... (@lup) ...)

Isso condiz com o seguinte: o produto escalar denotado por {(@|y) pode ser visualizado
como o produto matricial das representac¢des acima descritas, ou seja,

(uq )
(0lY) = (plwy) (pluz) ... (pluy) ..)| ()
(unlip)

Vale ressaltar que, por mais que essa representacdo seja Util para a visualizacdo, ela
sera pouquissimamente utilizada ao longo do curso, apenas em exercicios tedricos em busca
de algum entendimento discreto.



d) Representacao de Operadores

De forma andloga aos kets e bras, os operadores também podem ser representados
como matrizes. No caso discreto (o caso continuo seria dificil de representar, verifique a
pagina 126 do Cohen para mais detalhes), poderiamos associar os componentes do operador
A numa base {|u;)} como:

Ajj = (u;lAlu;)
E, dessa forma, dispor os elementos na seguinte matriz:

/All AlZ Aln \
AZI AZZ AZTL

A=| I

\Anl Anz .. Ann /

Para determinar os elementos do produto de dois operadores, basta que usemos a

1= )
k

Dai, usando o produto de operadores AB, ficamos com:

relacdo de completeza. Relembremos:

(wi|ABJw;) = (u;|AIB|y;)
= {ual Al Bl
k
Ou seja, basta multiplicar matricialmente os operadores A e B para obter a matriz que
representa o operador AB.

Os operadores adjuntos ou conjugados hermitianos também s3o representados por
matrizes. Notemos que se o operador A é hermitiano, entao:

At =A
As componentes de A na base {|u;)} sdo:

(A),; = (ui|Atfw) = (u;lAlw)" = A];

Logo, temos:

(AT)U = A;i

Ou seja, a conjugada hermitiana A’ é formada ao espelhar a matriz A em sua diagonal
principal e tomar o complexo conjugado de suas componentes.



AL, Ay - Al \
AiZ A;Z :12
At =] : s .

\A;n AL, o A, .. /

Isso implica que, sempre, A;; = A};, o que prova que a diagonal principal de uma
matriz hermitiana é sempre composta por nimeros reais.

e) Autovalores e Autovetores

Define-se como a equagao de autovalores e autovetores de um operador A como
sendo:

Alyp) = AlY)

Onde 4 € C é dito o autovalor do operador A e |i)) sdo seus autovetores. Essa
equacao resume muita informagcdo em poucas notacdes. Vamos analisa-la sobre a perspectiva
de operagbes matriciais para que se compreenda bem:

O lado esquerdo da expressdo denota uma matriz quadrada aplicada sobre uma matriz
coluna, enquanto o lado direito denota apenas uma matriz coluna de nimeros. Ou seja,

Y ) f1)

A{,;l A?‘Z A\ S'..- \walr | 2l

Isso significa que existem infinitos autovalores de um operador infinito. Melhor

dizendo: uma matriz n X n possui n autovalores. Esses autovalores podem ser univocos ou ndo
(eles sdo raizes de um polindbmio de ordem n, dai podem se repetir ou ndo). Para um dado
autovalor 4, existe um autovetor |1;) associado. Dessa forma, podemos caracterizar qualquer
operador A pelo conjunto de autovalores e autovetores que o forma.

O uso dessas grandezas pode parecer inicialmente complicado. No entanto, é
importante que se ressalve o motivo de utiliza-los: um operador A expresso em termos de
seus autovetores é uma matriz diagonal com elementos iguais a 4 ou 0. Isso significa, que
podemos sempre tomar um operador complicado A (complicado em termos de elementos
matriciais) e torna-lo simples ao diagonaliza-lo, ou seja, mudar a base em que ele esta sendo
trabalhado.

O que eu quero dizer com isso é: o procedimento de diagonalizagao, que faz com que a
matriz A escrita sobre uma base qualquer {|u;)} seja escrita sobre a base de seus autovetores

),



Ay A o A \
Ay Ay o Ay e diagonalizagio /1.1 0
| . . . . . | _ : . :

\Anl ATLZ .. Ann /

Faz com que trabalhar com A seja mais simples. Trabalhar com matrizes é sempre

0 - A,

trabalhoso no processo de multiplicacdo. No entanto, multiplicar matrizes diagonais é algo
trivial. Dai o interesse nos autovalores e autovetores.

Mas isso é realmente verdade? A diagonalizacao é, de fato, trabalhar sobre a base dos
autovetores? Veja que sim: tome uma matriz A qualquer, de elementos (A)U. Vamos calcular
os elementos na base dos autovetores |):

(A)i; = (YilAlp;)

Vamos agora fazer uso da equagdo de autovalores: A|;) = 4;|1);). Como A; é uma
constante, ela pode sair do produto escalar e ficamos com:

(D) = 4 (iv))

Mas o fato desse conjunto de vetores ser ortonormal se o operador A é hermitiano
(vamos demonstrar isso mais afrente) faz com que (;|y;) = 8;;, 0 que implica,
necessariamente, que somente os elementos (A);; sdo diferentes de zero, e sdo iguais a 4;,
como se espera da matriz de diagonalizacdo, como queriamos demonstrar.

Existem outros nomes que sdo usados, sem perda de sentido, para autovalores e
autovetores:

Autovalores & Autofuncgao
Autovetores < Autoestado

A determinacdo dessas entidades se da através do processo de diagonalizagdo da
matriz A. A fim de simplificar a notagdo, vamos supor que ela tenha ordem n(seja finita).
Entdo, podemos dizer que a diagonalizacdo é feita da seguinte forma:

Aly) = Ayp)
Alp) - 2y) =0
Usando a notag3o matricial,
(A-AD|Y) =0

Onde I denota a matriz identidade de ordem n. Esse sistema sé possui solu¢do Unica
se

det[A — AI] = 0



Onde det[ ]denota o determinante de uma matriz. Isso significa que os autovalores
A sdo solugdes da seguinte equacdo:

Ay —21 A A Ay
Ay Ay —AA, Agy

A1n AZn "'Ann - A
Uma vez determinados as n raizes A, substituir cada um desses valores em
(A-AD[P) =10

Usando |y) um vetor genérico de componentes x4, X, ..., X, ira determinar as n
componentes do autovetor |i;) correspondente ao autovalor A.

Antes de continuar, deixe-me provar duas propriedades importantes sobre os
autovalores e autovetores de operadores hermitianos.

Propriedade: Se A é um operador hermitiano do espaco de Hilbert €, entdo seus autovalores

sdo reais.

Demonstragdo: Vamos partir das duas informacdes que sabemos: AT = A e parao
conjunto de autovetores |Y) € &, temos

Aly) =Ay) (D)
Vamos tomar o préprio vetor |y) € € e projetar A|y) sobre ele. Ou seja,
WlAlY) = Ayly) UD)
Agora, tomemos a expressdo transposta de (/) acima:
WIAT = (|2
Aplicando esse funcional sobre [), ficamos com:
(w]AT|y) = W lp)
Mas, se At = A entdo 1l = A* e, portanto, A € R, como gostaria de se demonstrar.

Propriedade: Se A é um operador hermitiano do espago de Hilbert €, entdo para dois
autovalores distintos 4; e 4,, os autovetores correspondentes |Y;) e |1,) sdo ortogonais. (Sdo
ortonormais a partir do momento que os dividimos por sua norma e tomamos o conjunto
normalizado, o que é feito com naturalizade).

Demonstragdo: Vamos agora tomar a equagdo de autovalores para |y;):

A|1/’1) = /11|¢1)

E, agora, projeta-lo sobre |,):



(W2]Alp1) = 21 (P2[4)

Mas sabemos que

(l/)2|AJr = (Y2143 = (P2]4;

De forma que

(1/J2 |AJr |1/J1> = /12<1/J2 |1/J1)

Como AT = A,

A2 |¥1) = (2 [1)

Tomando a evidéncia de (Y, |14):

(A1 — 22)(P2lh1) = 0
Como A, # A, por hipétese, (P, |1) = 0, como gostaria de se demonstrar.

Vamos, agora, estudar algumas consequéncias importantes dos autovalores e
autovetores de operadores no espaco de Hilbert €.

Teorema: Se dois operadores A e B comutam e se |i)) é um autovetor de A, entdo B|y) é
também um autovetor de A, com o mesmo autovalor. (Demonstragdo: pagina 139)

O préximo teorema soé vale para operadores que sao ditos observaveis. Um operador
A é dito um observavel quando seu sistema ortonormal de autovetores forma uma base no
espaco. Para que ndo tenhamos mais complicagdes, tenha em mente que os operadores de
posicdo e momento (que iremos trabalhar futuramente) sdao observaveis e possuem bases
correspondentes de posicao e momento.

Teorema: Se dois observaveis A e B comutam, e se [1);) e |1,) sdo dois autovetores de A com
autovalores diferentes, entdo o elemento matricial (¢, |B|,) é zero. (Demonstragdo: pagina
140).

O préximo teorema pode ser considerado o de maior importancia entre os trés vistos
até aqui:

Teorema: Se dois observaveis A e B comutam, pode-se construir uma base ortonormal do
espaco de estados com autovetores comuns a A e B.

A implicacdo desse teorema é poderosissima. Como ndo somos capazes de construir
uma base ortonormal com elementos de ambos os observaveis posicdo e momento, entao eles
ndao comutam, o que implica que nunca poderemos determinar precisamente a posi¢do e o
momento de uma particula ao mesmo tempo.

5. Base de posicao e base de momento

Em 4, transladamos os conceitos importantes que foram definidos no item 2 em &
para o espaco de estados £ usando a notagdo de Dirac (3). Agora, iremos aplicar todo esse



embasamento matematico sobre duas bases importantes que sdo originadas de dois
observaveis: as bases de posicdo e de momento.

No espirito de 4, as analogias que serao feitas sdo as seguintes: as bases de ondas
planas em &, {vp(r)}, serdo andlogas a base de momento, {|p)}, em &; enquanto a base das
deltas de Dirac, {fro (r)} serdo andlogas a base de posi¢do, {|7)}. Essas analogias nos permitem

escrever justamente as propriedades que caracterizam {|p)} e {|r)}, respectivamente, como
bases de &:

(rir'y=6(r—1")
fdr |[r){r| =1

E

(plp)=6(P-p")
[ v o)l =1

Que sdo, respectivamente, as relagdes de ortonormalidade e completeza das bases.
a) Produto Escalar

Vamos estudar uma caracteristica interessante que surge ao tomar o produto escalar
justamente nas bases de posicdo e momento: primeiramente, tomemos luz aos seguintes
fatos:

(rlp) =)
ply) = P(@)

Isso decorre justamente da analogia que fazemos a base de posigdes e momentos, a,
respectivamente, as bases de deltas de Dirac e de ondas planas de §: representar a funcao de
onda 1) em termos das posi¢des € mesmo que projetar ela sobre a base das posicoes e
representa-la na base de momentos (ou seja, como a transformada de Fourier da
representacdo nas posi¢cdes) é o0 mesmo que projetar i sobre a base dos momentos.

E importante também notar que inverter a ordem das projecdes origina complexos
conjugados,

Wlr)y =y*(@)
Wlp) =¥*(p)

Vamos, entdo, entender o produto escalar entre dois vetores de estado |[Y) € £ e
|p) € €, que representam fungdes de onda P € F e ¢ € §F: inicialmente, usando que,

I= f dr |rXr|



(ol = (ol = [ dr (i) i) = [ dr " @)
=@*(r) =)

Que é justamente o que haviamos definido como o produto escalar (¢, 1)) em 2. Dessa
forma, justifica-se pela relagdo de identidade o que havia sido “postulado” como o produto
escalar {(@|y) em & ser andlogoa (¢, ) em &.

Ainda, podemos usar a representacdo de momentos,

1= f dp )|

O que resulta em:
(ol = ol = [ dp (olp) @1} = [ db 7" @5 P)
=9 () =(p)

Isso mostra que as representacdes sobre essas bases sdo andlogas a menos da
transformada de Fourier que deve operar sobre as funcdes de onda no caso da representacdo
de momentos.

b) Mudando de |r) para |p)

Da analogia a §, a relacdo entre |r) e |p) deve surgir de uma transformada de Fourier.
De fato, a relacdo mais importante entre essas duas bases é a seguinte:

(rlp) = (plr)" = (znh)—S/ze%p-r

Onde p.r denota o produto escalar entre posicdo e momento; e o nimero 3 na
poténcia de (2h) denota a dimens3o do problema. Essa expressdo diz o seguinte: projetar os
momentos sobre a base das posi¢des é justamente a transformada de Fourier entre momento
e posigao.

Vamos provar que isso é verdade: projetemos a fungdo de estado |i) sobre a base das
posicdes e usemos a relacdo de completeza dos momentos:

o= @) @

P() =(2ﬂh)_3/ze%p.r 17)(1’)

1 - pr
~ () = 3fdp J@e’ /n
(2mh)2

Exatamente como foi visto em 2e;. De forma analoga, podemos expressar ) (p) em
fungdo de () ao projetar |y) sobre a base dos momentos e usar a relagdo de completeza
das posigoes:



(plp) = f ar (plr)  (rly)
v =(27rfl)_3/ze%lp‘r v

1 p.r
) = —— [ dr pare "
(2mh)2

Algo importante deve ser dito aqui: 0 que chamamos de fungdo de onda () é
justamente a proje¢do de |) na base das posiges. Sua projecdo na base de momentos ndo é
uma fungdo de onda, mas sim uma transformada de Fourier de uma func¢do de onda.

c) Os operadoresT e |p

Vamos iniciar a abordagem aqui ao introduzir um operador: considere o operador
denotado por x o operador que, ao atuar sobre um vetor de estado |y), o multiplica pelo valor
de sua coordenada x no espaco. Ou seja,

(rIx|p) = x(r[p)

Isso significa que podemos definir (analogamente) operadores y e z que multiplicam o
ket |y) por, respectivamente, suas coordenadas y e z no espaco de posig¢des. Fica claro que
esses operadores devem ser definidos sobre a base de posi¢cdes, uma vez que as componentes
X,y e z sO existem quando usamos [Y) como representagdo de Y (r) = Y(x,y, z).

Dito isso, nota-se que é de extrema facilidade trabalhar com X, y e z sobre a base de
posicoes:

(rix|y) = x(r|y) = xp(r)
(rlyly) = y(rly) = yp ()
(rlzly) = z(r|y) = zy(r)

Vejamos que esses operadores sdo hermitianos. Consideremos, por exemplo, o
operador X. Suas componentes numa dada base representada pelos kets |@) e |):

(plxlp) = (lixty) = [ dr (irtrixty) = [ dr " @p) = [ [ arw @]
= [[ ar wimixie)] = wixley

Logo, x é hermitiano (o termo Xy, € igual ao termo xqu,, 0 que mostra que ele é

hermitiano). Analogamente, prova-se que y e z também sdo hermitianos.

De uma forma simplificada, utilizando um abuso de notacdo, basta entender esses
operadores hermitianos como definidos da seguinte forma:

X|r) = x|r)

ylr) = yIr)
z|r) = z|r)



Isso é, de fato, um abuso de notac3o, pois o ket |1) ndo é bem definido para esse tipo
de célculo, mas usa-lo dessa forma facilita muito o entendimento das expressdes. Ndo vamos
nos preocupar com esse tipo de abusos de agora em diante e vamos considerar as equacdes
acima como equacgodes de autovalores e autovetores dos operadores X, y e z.

Podemos sumarizar esses trés operadores em um unico vetor de operadores,
chamado operador posi¢do T, que produz a seguinte a¢io quando atua sobre a base das
posicdes:

Tlr) = r|r)

Os componentes desse operador podem ser encontrados sobre uma base qualquer da
seguinte forma: Como ele é uma sumarizacdo de 3 operadores hermitianos, ele também é
hermitiano, e vale dizer que:

(r|t =(r|r
E, portanto, para um ket [ip) € € que simboliza uma fungdo de onda:

(rlElY) = (rirly) = r{riy) = rp(r)

Entdo suas componentes numa base com elementos representados por |@) e |¢) sdo:

(lily) = [ dr olr) @iy = [ dr o' @) r )
p*(r) =ry(()

De forma completamente analoga, para a base dos momentos, podemos definir os
operadores [y, P, P, que atuam sobre kets [1p) multiplicando eles pelos respectivos
momentos nas diregdes x, y e z, chamados py, p, e p,. Fica claro que, para que isso possa ser
feito, |1)) deve estar representando a transformada de Fourier da fungdo de onda 1, ou seja,
P (®) = Y(px, Py, 2), Para que possamos extrair os valores dos momentos. Entdo, devemos

trabalhar sobre a base dos momentos:

(Plpx|¥) = px(DIWY)
(p|py|¥) = py(PIY)
(plp. 1Y) = pADIY)

De forma analoga a X, demonstra-se que p, também é hermitiano, e assim
sucessivamente para os outros.

Exatamente como fizemos anteriormente, faremos uso de um abuso de linguagem e
definiremos esses operadores como hermitianos aplicados sobre a base dos momentos:

Px|P) = pxID)
PylP) = pylD)
p.Ip) = pID)



Sumarizando os trés operadores num Unico vetor de operadores, obtemos o chamado
operador momento p, que deve ser definido sobre a base dos momentos da seguinte forma:

Plp) = plp)

De forma analoga ao que foi visto acima, dado o fato de Jp ser hermitiano, podemos
escrever:

(P = (plp

Que, aplicado sobre um ket |1) que simboliza a transformada de Fourier de uma
funcdo de onda,

@IBlY) = (pIplY) = p(plY) = PP (p)

E isso também nos permite calcular os componentes de Jp numa base qualquer,
representada pelos kets |@) e |y) usando a relagdo de completeza para momentos:

(QIBIY) = f dp (01p) (PIBIY) = f dp & @) pP(®)
P =pP(p)

Vamos agora reconhecer o que aconteceria se aplicdssemos o operador momento p
sobre um ket |) que estivesse simbolizando uma fungdo de onda, ou seja, na base das
posicdes. Para isso, usemos a relacdo de completeza dos momentos:

(rlplp) = f dp (o) @IBIY) = @)/ f dp e (p)

=(27‘[h)_3/2e%p'r =pP(p)

Essa integral é a transformada de Fourier de pi(p). Essa considerag3o que sera feita
estd sendo imposta como um “postulado”, porém é demonstravel (vide apéndice 1, relacdo

38-a do Cohen) que a transformada de Fourier dessa expressdo, simbolizada por F (plﬁ(p)),

é:
F (pi@) = Tvp(r)

a 4 @
. Dessa forma, podemos escrever que:

Onde V é o vetor gradiente, V = (5,5,6—2

- h h
rlBl) = V() = TV(riy)

Dessa informag3o, obtemos duas informag&es importantes: o operador de momento p
. L . . h .
aplicado sobre vetores de estado coincide com o operador diferencial ?V aplicado sobre

fungdes de onda; além disso, podemos inferir da relagdo acima, usando um abuso de
linguagem, que:

B 7
Bir) = ZVIr)




O Ultimo assunto que nos resta cobrir a respeito dos operadores T e p (visto que T|p)
nao é de fundamental interesse até o momento do curso) é o que diz respeito a
comutabilidade desses operadores.

Vamos iniciar com a comutagao entre X e p,:

(rllx, pxll) = (rIxpy — pxx|ih)

ho
x(rlpalp) = 7o (rIxly)

9 h o
—Yxa(ﬂl/)) —Tax(ﬂl/))

h 0 h d

Fx=—(rp) == [(ri) + x (i)
= il(r[y)

Logo, o comutador vale:

[X: ]px] =ih

Esse procedimento pode ser repetido para todos os operadores de momento e posicao
entre si. Usando a seguinte notacdo, o resultado dessas comutacdes esta sumarizado a seguir:

r; =X
r, =y
Ir; =Z
P1 = Px
P2 = Dy
P3 = P2

[, ;] =0

[pip,] =0

[]I'l', ]]D]] = lh(slj

Esse resultado nos diz que: os operadores de posi¢cdo comutam entre si, os operadores
de momento também comutam entre si, e os operadores de posicdo e momento podem ou
ndo comutar entre si (os de mesmo indice ndo comutam).

Pode ndo parecer relevante num primeiro momento, mas isso nos leva ao principio da
incerteza: como eu ndo posso operar de forma arbitraria o operador posicdo e o operador
momento numa mesma dire¢do, eu nunca saberei exatamente posicdo e momento ao mesmo
tempo, pois ao aplicar um operador sobre |) ja implica necessariamente que a aplicagdo do
proximo estd deturpada. Isso também implica no fato de ndo podermos expressar a fungdo de
onda ao mesmo tempo em termos de x e p,, por exemplo, mas podermos fazé-lo livremente
em termos de x, p,, e p,, uma vez que os operadores X, [p,, € p, comutam entre si.



6. Equacao de Schrodinger

Vamos agora estudar uma particula de massa m que tem seu estado quantico descrito
pela fungdo de onda ¥ (r). Para isso, vamos comegar relacionando o momento da particula, p,
com seu vetor de onda, k, da seguinte forma:

p = hk

Também podemos relacionar o operador momento p com o operador do vetor de

-
onda, Kk, usando a mesma razdo de proporcionalidade:

Isso implica que

ki) = klyp)
K é um operador hermitiano, por ser proporcional a um hermitiano.
a) Equacao Independente do Tempo: Forma Diferencial

Agora, vamos trabalhar com uma pequena sutileza: se a energia da particula é
constante ao longo do tempo, ou seja, estamos trabalhando em estados estacionarios, entdo
o operador energia, também chamado operador hamiltoniano H atua sobre a funcdo de
estado |) multiplicando-a pela sua prépria energia E. Ou seja,

Hlyp) = El)

Vamos lidar inicialmente com essa situagado e deduzir a equagao de Schrodinger
independente do tempo. Para isso, lembremos que o hamiltoniano de um sistema deve ser
escrito, em notacdo de operadores, como a soma da energia cinética T e a energia potencial V
da seguinte forma:

H(T,p) = T(P) + V()

Novamente ressalto: originalmente, H = H(t, T, p), mas estamos tratando o caso
independente do tempo. Sabemos ainda que uma particula de massa m tem energia cinética
dada pela expressao

Usando a notagao com o operador vetor de onda:

HORES

Dessa forma, o hamiltoniano ]HI(E", ]k) pode ser escrito como:
2

H(% k) = % + V(@)



E essa é a expressdo geral do hamiltoniano para o caso estacionario. Vamos estudar,
entdo, a equacdo de autovalores do hamiltoniano, ou seja,

Hlyp) = Ely)
Vamos projetar essa equacio na base das posicdes, |r):
(r|H[y) = E(rly)

Sabemos que (r|y) = Y (r) é a fungdo de onda da particula. Ainda, vamos abrir o
hamiltoniano de acordo com o que foi visto anteriormente:

()’

Podemos quebrar essa soma de operadores em duas expressoes:

— 2
hk
P (B )+ v = sve

Algo que ndo foi dito anteriormente é o que diz respeito sobre funcdes de operadores,
como, por exemplo, V é funcio do operador I'. No entanto, n3o é algo dificil de ser deduzido e
serd tratado em anexo. No momento, confiemos no fato de que, se:

Tlr) = r|r)
Entao
V@@ |r) =Vv(@)|r)

Ou seja, basta multiplicar a base |1) pelo valor do potencial em r, V (r). Dito isso,
como T é hermitiano, V(T) também ¢, de forma que podemos escrever o termo (r|V(T)|y)
como sendo:

(rlV@®IY) = rlvmy) = V) (riy) = Vr)yp )

E isso implica na expressao

(hK)”
Ll Y|+ V(r)yY(r) = EY(r)

Vamos agora trabalhar com o outro termo de brakets que resta. Primeiramente,
expulsemos as constantes para fora:

2
hk h?
o A R )



— —
O operador k? nada mais é do que o operador k aplicado duas vezes. Como vimos

anteriormente (vimos para [, basta trocar ele por #k e obtém-se a expressao abaixo),
k|r) = —iV|r)
De forma que
k2|r) = —V2|r)
Como Kk é hermitiano, k2 também é, resultando em:
(rk? = (r|(-V?)

Dai, temos:
n?, h? h?
ﬁ(r|lk2|1/)) = —ﬁvz(rll/)) = —ﬁvzlli(r)
Dessa forma, obtém-se a equagao de Schrédinger independente do tempo:

hZ
_ﬁvzlp(r) +V(r)y@) = EY(r)

Ou, exibindo o fator comum ¥ (r),

hZ
[——Vz + V(r)] Y@r) = EY(r)

2m

De uma maneira extremamente simples, usando o formalismo de Dirac, fomos capazes
de deduzir a equagdo de Schrodinger independente do tempo.

b) Equacdo Independente do Tempo: Forma Integral

Vamos agora ver o que acontece se projetarmos o hamiltoniano sobre a base de
momentos (ou, nesse caso, de vetores de onda):

Hlyp) = El)
(k|H|yp) = E(k|)

Como vimos antes, (p|y) = P(p) é a transformada de Fourier da fungdo de onda

Y(r) no espectro de momentos. Dessa forma, (k|i) = (k) é a transformada de Fourier da
funcdo de onda no espectro de vetores de onda.

2

k(hﬁ) V(T = FEyY(k
W-I_ M|y ) = Ey(k)

Quebrando em duas expressdes e usando o fato de que (kﬁ2 = (k|k? (em analogia
ao que foi visto acima), temos:



(hk)?

2m

(k) + (kIV@D ) = EP(k)
Nés ndo vimos anteriormente como aplicar T sobre a base dos momentos |p), o que

implica que n3o sabemos trabalhar com V(T)| k). Vamos utilizar a relagdo de completeza nas
posi¢cdes para nos ajudar nesse aspecto:

I= f dr |[rXr|

(KIVI) = (IIVI) = [ dr (dr)riviy)
Agora, temos duas coisas que conhecemos bem:

(klr) = (2m) ™3/ 2¢~kr

|V = (r v ()
Logo, ficamos com:
(k|V]p) = j dr (2m) 32~ kT () (r|p) = f dr (2m)"3/2e~ kT Y (r) y(r)

Dai, podemos escrever entdo:

(hk)?

2m

B(K) + f dr (2m) "2~k V(1) Y (1) = EP(k)

Claramente, o termo com 1 (r) esta gerando problemas na equagdo. Vamos elimina-lo
ao inserir outra relacdo de completeza, agora em momentos k', de forma que:

I= f dk'|k')}K'|
Vamos trabalhar entdo com a integral problematica:
[ ar @y ety = [ dr @o ek v ity
Ainsercdo de I justamente naquela posic¢do ira resolver o problema:
fdr Q2n)~3/2e" kT y () Y(r) = fdr 2m)~3/2e~kr y () f dk'(r|k')}K'| )
Identificamos que (r|k’) = (21)~3/2ei*' " e (k'|yp) = P(k'), ficando com:
fdr Qn) 3 2e kT y () Y(r) = f dr (2m) e TV (r) j dk’e”"'rl/;(k’)

Organizando os termos no interior da integral,



J dr 2n)32e~ kT y(r) Y(r) = f dr 2m) 3V (r) f dk' e‘i(k—k’)l[)(k’)
Trocando de lugar (k') com V(r) e dr por dk’, identificamos:

f dr 2n) 3/ 2e kT y () Y(r) = f dk'P(k") (2m)3 f dr e~ =Ky )

Transformada
de
Fourier
deV(r)

Dai, denotamos a transformada de Fourier de V (r) no espectro de (k — k') como
sendo V(k — k'), o que permite que escrevamos, enfim, que a integral contendo (r) é
andloga a:

jdr (2m)~3/2e" kT y () Y(r) = (2m) 73 f dk'P(k") V(k— k")

E, portanto, escrevemos a equacao de Schrédinger independente do tempo na forma
integral como:

(hk)?

2m

P + (2m)~3 f dk'P(k) V(k — k') = Ep(k)

Essa nova notagdo é til para casos em que o potencial V(1) tenha transformada de
Fourier como uma delta de Dirac, pois de V(k — k') = 6(k — k'), a integracdo se torna trivial
e obtém-se de cara qual é (k) (bastando aplicar a transformada inversa de Fourier para
obter a funcdo de onda).

c) Equacao Independente do Tempo: Propriedade Temporal

Existe uma particularidade em decorréncia de se trabalhar nos estados estacionarios.
Bem no inicio desse trabalho, ja exclui as dependéncias temporais das funcées de onda
completas W(r, t) dizendo que estdvamos em um regime estaciondrio. Vamos entender
melhor agora o que isso significa.

Suponha um vetor de estado |¥) que possa ter dependéncia temporal. A dependéncia
temporal deve estar expressa em uma fungdo f(t), de tal forma que:

[¥) = FO¥)

Onde [) é um estado independente do tempo, como os que trabalhamos até aqui e
|¥) simboliza um estado estacionario (ele é estacionario justamente pelo fato de podermos
separar as dependéncias temporal e espacial (ou de momento) como um produto de duas
grandezas). A acdo mais geral do operador hamiltoniano ndo é multiplicar o objeto em que se
aplica pela sua energia, mas sim diferencia-lo no tempo, a menos de algumas constantes. Ou
seja,

0
H|W¥) = ih— [V
%) = ih %)




Dessa forma, vamos aplicar H sobre o vetor de estado estacionario como o descrito
acima:

0
Hf ©OlY) = ih- [fOp)]

~ F)
Como |Y) ndo depende do tempo, vamos denotar a_}: = f'(t) e escrever:

Hf(@®)[Y) = irf'(O)]p)

Separando tudo que depende do tempo do lado direito e tudo que depende de |) do
lado esquerdo, ficamos com:

H[p) inf'(t)
lpy  f@©
Note que esse procedimento s é possivel porque |¥) é estacionario, ou seja, pode ser

escrito como o produto f(t)|y). Como um lado da equagdo independe do tempo e o outro
depende, para que eles sejam iguais, eles devem ser iguais a uma constante, que daremos o

nome de energia do estado estaciondrio, E. Dessa forma, o lado esquerdo fica:

Hlyp) = El)

E aqui se demonstra porque a hamiltoniana de um estado estacionario multiplica esse
estado por sua energia (que foi algo postulado anteriormente). O lado direito é:

ihdf
fde

Resolvendo essa equacdo diferencial,

[ENE

Usando limites de integracao convenientes,
IEt
fO=eht
Ou seja, em estados estaciondrios, a dependéncia temporal € uma combinagao
complexa de senos e cossenos dependentes da energia do estado. Essa energia muda de

acordo com o problema e deve ser calculada usando a equagdo de autovalores e autovetores
de H, H|y) = E|y).



d) Equac¢oes dependentes do tempo

As equacdes de Schrédinger mudam apenas o termo referente a energia quando
passam a depender do tempo (vide a redefinicdo geral do operador Hl). A dedugdo é
exatamente a mesma, entdo nao sera feita aqui. Apenas por completeza, as expressdes dessas
equacoes nas formas diferencial e integral, respectivamente, estao escritas a seguir.

i VZ+V — in
[_ﬁ + (r)]t/)(r, t)=1i alli(rr t)

(hk)?
2m

Dk, t) + 2m) 3 f dk' (K, ¢) V(k — k') = ih%lﬁ(k, £)

7. Apéndice I: Trabalhando com operadores

Existem algumas propriedades Uteis no que diz respeito ao uso de operadores lineares.
Para maiores detalhes, verifique a pagina 166, complemento B;;, do livro do Cohen. Vou listar
algumas propriedades que sdo Uteis (e que sdo motivos de exercicio por parte do Alexandre).

Definicdo: Dada um operador A, define-se o trago de A, Tr A, como sendo a soma de todos os
elementos da diagonal principal da matriz que o representa. Ou seja, numa dada base {|u;)},
define-se:

Tr A= ) (wlAl)
i
Em uma base continua {|wg)},
Tr A = fda (We | Alwg)

Propriedade: O traco de um operador é invariante com relagdo a base em que se representa
um operador A.

Demonstragdo (caso discreto): Vamos supor que desejamos alterar a base em que A
esta representado, de {|u;)} para {|t;)}. Para isso, vamos usar a relaggo de completeza discreta

vélida para a base {|t;)} dentro da defini¢do do traco.

1= l)e
J
Tr A = Z(ullAlul) = Z(ullﬂAlul) = Z Uu; Z|t]>(t]| A Uu;
i i j

i

ZZth Nei1A ;) ZZHAAM Nui|t;) Z




= Y (ylAl)

J

Exatamente como gostaria de se demonstrar. Para o caso continuo, basta trabalhar
com o analogo de integrais.

Agora, vamos trabalhar com as propriedades de um comutador. O comutador entre os
operadores A e B é um operador definido como [A, B] = AB — BA.

Propriedades: A partir da definicdo, podem-se demonstrar as seguintes propriedades:

O[A, B] = —[B,A]

(iD[A, (B + D)] = [A, B] + [A, D]

(ii))[A, BD] = [A, B]D + B[A, D]

(iv)[A, [B,D]] + [B, [D,A]] + [D,[A,B]] =0
(I[A, B]T = [B,Af]

Essas propriedades serdo Uteis em exercicios. Por fim, irei tratar de fung¢Ges de
operadores. Dada uma fung¢do qualquer na variavel z, F(z) (sem especificar dominio). Assuma
que F possa ser expandida em série de poténcias,

F(z) = i fuz"
n=0

Podemos fazer analogia a esse fato usando um operador A ao invés da variavel z:

F(A) = i fuA"
n=0

(Claro que aqui ndo considero problemas a respeito da convergéncia da série, que
envolveria autovalores de A e o raio de convergéncia de F(z), suponho que essa série sempre
converge para as fun¢des bem comportadas que trabalhamos)

Por exemplo,

An Az n
eA:Z—=H+A+—+---+—+---
n! 2! n!

n=0

Propriedade: Se o operador A é hermitiano, entdo F(A) também é hermitiano.

Uma observacdo é muito importante aqui: a ordem dos operadores importa em um
caso como e®e®, onde A e B sdo operadores genéricos. Se A e B comutam, entdo a ordem
ndo importa. Caso contrario, se ao menos eles comutarem com seu comutador, temos a
férmula de Glauber,

1
S[AB
eApB — pA+By3[AB]



Essa relagdo pode ser demonstrada da seguinte forma: suponha uma fungdo F(t)
definida por:

F(t) = eAteBt

Vamos derivar essa expressao com relagdo a varidvel t (nesse caso, basta supor A e B
constantes na derivagdo e manter a ordem na regra do produto):

d_F — AeAteBt + eAtIBe[Bt
dt
Colocando em evidéncia F(t) = eAteBt, temos:

ar (A+ B)F(t)
at
No entanto, vamos modificar ligeiramente o termo B por et Be ~At:

(2—1; = (A + eMBe™)F (1)

E vamos descobrir quanto esse termo, de fato, vale. Vamos usar o fatode A e B
comutarem com seu comutador. Vamos usar a seguinte propriedade de dois comutadores X e
Y que ndo comutam entre si, mas comutam com seu comutador:

[X, F(Y)] = [X, Y]F'(Y)

Atencgdo que no caso acima, a varidvel de derivagao é Y. Como estamos trabalhando
com os operadores A e B que comutam com seu comutador,

[eAt B] = t[A, B]eAt
Além disso, [e2f, B] = eA'B — BeA?, de forma que:
eAB — BeAt = t[A, BleAt
Assim, determinamos e B:
eMB = BeAt + t[A, BleAt

Aplicando dos dois lados o operador e ¢, ficamos com (podemos trocar et de lugar

At pois eles comutam):

come~
eAtBe At = B + t[A, B]

Assim, temos:

dF
— =(A+B+ t[A, BDF(t)

Resolvendo essa equacdo diferencial em t, portanto, com os operadores atuando
como constantes,

F(t) — F(O)e(A-'—IB)t-I—%[Ar]B]tZ



Comt =0, F(0) =1 e, portanto, podemos import = 1 e obter:
A_B A+B ,3[AB]
ee® = e P2
Como gostariamos. Lembre-se de que essa relagdo so é valida caso A e B comutarem
com seu comutador, ou seja, [A, [A, B]| = [B, [A, B]] = 0.
8. Apéndice II: Exercicios Resolvidos

Vamos tomar alguns exercicios da lista do professor Alexandre e outros do préprio
Cohen e resolvé-los.

1. (Lista-3) Obtenha o operador p tal que (r|p|r) = |@(1)|? e (k|p|k) = |@(k)|?.

Solugdo: Desejamos um operador que atue de formas distintas sobre a base das
posicdes e momentos. Relembremos:

o(r) =(r|p)
Logo,

2=

lp(M)|* = (rloXelr)

Assim, desejamos:
(rlplr) = (rlpXeolr)

Isso pode significar o seguinte: se p é um operador hermitiano, entdo cada aplicagdo
dele sobre a base das posi¢des retorna o quadrado da fungdo de onda. Isto é,

plr) = lo(™)|?|r)

Dai, teriamos a igualdade validada. No caso da base de momentos, p deve ter como
autovalores o quadrado da transformada de Fourier:

plk) = |p(K)|?|k)

Portanto, basta dizer que p tem dois autovalores, |@(1)|? e |@(k)|?, associados
respectivamente aos autovetores |1) e | k).

2. (Lista-6) Se H|¢) = E|¢p), quanto vale ef|¢p)?

Solugdo: Partimos do principio de expansado de um operador em termos de séries de
poténcia:

n

P — i flf:l
n=0

Isso implica que os autovalores irdo se transformar da mesma forma que o operador,

fE]) = f(E)lp)



No caso da exponencial, temos:

lef]p) = e |p)|

3. (Lista-7) Considere p = |Y(t)){y(t)| e mostre que

0
ihorp =[H p(0)]

Solugéio: Vamos determinar, inicialmente, o comutador entre a hamiltoniana e p ao
aplica-lo sobre um vetor de estado qualquer, |@):

[H, p]l@) = Hp|p) — pH|p)
= H|y)(le) — [Py |H]|p)

= tho [YXble) — 1) <1/’ |_‘hﬁ| (p>

— 'h a a
= i |- w1+ W)l =] 10)

Observe que isso s6 foi possivel por conta de:

9
HI) = ih—- )

Logo,

it = @l [-in ]

Entdo, conclui-se que:

T )
[H, ] = in | )bl + 1)l

G ., D
Vamos agora exibir lhapi

N
ih=cp = iho )

Usando a regra do produto,

o p = in[ s W + 1Y) 5
thagp = g W01+ Wil o
Que é idéntico a [H, p]. Logo, estd demonstrado.

4. (Cohen-1) |¢,,) sdo os autovetores de um operador hermitiano H (H &, por exemplo, o
hamiltoniano de um sistema fisico arbitrario). Assuma que os autoestados |¢,,) formam uma
base discreta ortonormal. O operador U(m, n) é definido por:

U(m,n) = |@mXenl



a) Calcule o operador adjunto UT(m, n).
b) Calcule o comutador [H, U(m, n)].
c¢) Prove a relagdo:
U(m,n)UT(p, q) = 8pqU(m, p)
d) Calcule o trago do operador U(m, n).
e) Seja um operador A com elementos de matriz na base |¢,,) dados por
An = (@m|A]@,). Prove a relagdo:

A= Z Z A, U(m,n)

f) Mostre que A, = Tr{AU'(p, ¢)}.
Solugdo:
a) Apliquemos U(m, n) sobre um de seus vetores de base, por exemplo, |@;):

Ulo:) = |omX@nl®i) = Onilom)

Dessa forma, vemos que U projeta 1 ou 0 sobre no ket |¢,,), dependendo de qual foi o
ket em que se aplicou. O operador Ut deve ser tal que:

((piltm- = (¢m|6in

(@:|UT = (@ml{@ilon) = (@il on )X @ml

Logo,

(Ut (m, 1) = |9, )@l

b) Buscamos agora a expressdo do comutador [H, U(m, n)]. Apliquemos esse operador sobre
um ket genérico |¢@;) da base ortonormal, levando em conta que H|@;) = h;|@;), onde h; é 0
autovalor correspondente ao autovetor |@;):

[H, U(m, n)]l¢p;) = HU|¢p;) — UH]|¢p;)

= H|pmXenle:) — Uhilp;)

= hin|9m)6ni — hil @mNXenle)
= i GnilPm) — hibnilom)

= Spilhm — hillom)

Sei # n, entdo [H,U(m,n)] = 0;sei = n, [H,U(m,n)]|@,) = [hm — hy]l@m). Dessa
forma, se o comutador for aplicado para qualquer integrante do espago formado pela base
ortonormal {|¢;)}, apenas a componente referente ao vetor |¢@,,) restara.

¢) Queremos provar que
U(m, n)[UT »q) = 6nq[U(m' p)

E verdadeira. Fagamos isso usando as definicdes de U(m, n) e Ut (p, q):



U(m,n) = [@mNXenl
U, q) = |og){¢]

Logo,

lom) <(pn|(pq> (‘pp| = 6nq|(pm>(§0p| = 6nq[U(m’ p)

Snq

d) O traco do operador vale:
TrUGmm) = ) (el Ulg)
i

= Z<§0i|§0m><§0n|§0i) = Z SimOni = Onm = Omn
i i

e) E de nosso interesse provar que

A= Z Z A, U(m,n)

E uma relagdo verdadeira. Vamos usar a completeza do sistema ortonormal em nosso

I :2|‘Pq><‘/’q|

Dessa forma, podemos escrever, parag = m

favor: lembre-se que

A=A = [pn)pmlA
m

Nada nos impede de aplicar novamente a relagdo de completeza, com g = n:

A= Z O} |AT = Z |<om><<pm|A\Z|gon><<pn
Z Z|¢m> (Al (9] = ZZA\W [Pl

lU(mn)
~ A= Z Z A, U(m, n)
m n

f) Queremos agora mostrar que A, = TT{A[UT (p, q)}. Vamos expressar A como no item e e

calcular o operador AUT (p, q):

AUT(p,q) = [Z D ApaliGm,m)
=12 Amalgm)oal

Ut(p. q)

|log )@y




= ZZAmn|¢m)<fpn|‘Pq) <‘pp|

Snq

=Y Anclonll] = Y g

Entdo, calculemos o traco desse operador:

Pi

Tr{AUT(p, )} = Z <<Pi Z Al omN ey

= ZZ(‘Pi|Amq|‘pm) <§”p|§”i) = ZAmP (§0p|§0m> = Ayq
i m 5pi m 5pm

Como gostaria de se demonstrar.
9. Consideracgodes Finais

Espero que o trabalho que foi exibido aqui tenha sido algo que ajudou o leitor a
compreender, mesmo que ainda pouco, o embasamento matematico e algumas pequenas
aplicacdes da mecanica quantica. Vale lembrar que todo o formalismo matematico preciso
pode ser encontrado no livro de MQ do Cohen, base pra todo esse estudo.



