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Aula 16

Campo Magnético na Matéria - Continuacao

Na aula passada definimos o vetor Magnetizacao de um meio material como
M=nm

onde n é a densidade volumétrica de &tomos com momento magnético elementar m. Se
o meio tiver diferentes tipos de atomos, ou de agrupamentos de atomos, com diferentes

momentos magnéticos m;, o vetor magnetizacao fica definido como
= E nim;
i

onde n; é a densidade de atomos de espécie 1.
Usando a expressao do potencial vetor para um dipolo magnético elementar, vimos

que o potencial vetor pode ser expresso como

M(F') x 7 o [V xM@F) -,
=t [yt [TIE,

|F =7

de forma que o efeito dos dipolos magnéticos de um meio podem ser expressos como

devido a duas fontes.

Densidade superficial de correntes de magnetizacgao: Ky =M x .

Densidade volumétrica de corrente de magnetizacao: Jy =V x M.

No livro texto em inglés, no lugar do subscrito M temos b que significa “bound”, ou




seja, ligado em portugués; as correntes de magnetizacao sao devidas ao movimento das

cargas ligadas nos atomos.

(3]

Vamos iniciar a aula de hoje conside-

=

rando o modelo fisico para o aparecimento
da densidade volumétrica da corrente de \
magnetizagao quando M ndo & uniforme.
Para isto, vamos supor que num determi-

nado meio magnetizado o vetor magneti-

zacao seja dado por: ¥
- x/ \ \\‘

M = Mx(xa y>éx + My(l‘, y)éy

isto ¢, a magnetizacao varia no plano xy, como esquematizado ao lado.

Para determinar qual é o efeito da va- “
riagao espacial em M , vamos considerar A Ay
dois volumes elementares iguais e adjacen- \ / il
tes dados por AzAyAz, como ilustrado na /
figura. Suponhamos, sem perda de gene- Mr(*"y’%)‘ \//\

ralidade, que M, aumenta com y. Por-

|
|
tanto, na interface dos cubos, a corrente ;oo /
: XMY( ) ) Ay)
|

associada a magnetizagao M, (z,y+Ay/2)

¢ maior que a corrente a associada a Ay Ay ¥

Mo (z,y — Ay/2). ;

Dado que o momento magnético é corrente vezes area, tais correntes sao

me(x,y — Ay/2) _ AzgAz My (z,y — Ay/2)

L. —— = Ax M, —Ay/2
o me(z,y + Ay/2) B AxAMMQC(x,erAy/Q) B
Dhgivo = AyA = > = Az M, (z,y + Ay/2)

Logo, a corrente aparente na direcao vertical, direcao z, devido a variacao de M, com




y é dada por
Alz;x = Icima - Ibai:co - [Mz(xa Yy— Ay/2) - MI(ZE, Y+ Ay/Q)]AI

Ay

no limite em que Ay — 0

AL, 0M,
T AzAy Oy

= Jzuz

A notagao ¢,,,; indica que a parte da quantidade ¢ na dire¢ao x; tem origem na diregao
xj. Por exemplo, no nosso caso, uma parte da corrente na direcao z tem como origem o

comportamento da magnetizacao na direcao x.

]

A variagao com M, com x terd um efeito

semelhante, como é indicado na figura. A

Ax
corrente aparente para cima devido a esta Ay \
variagao sera fAz
AzAyA A A —
ALy = S50, (2, — 48) — Mo(ay + 4Y) \
»

\
|
A-[vert;y — aMy Ax J/ : /\\
AzAy Oz M(y ’x+7) | | ‘My(y
|

Entdo a densidade volumétrica de cor- d P -2

rente aparente, ou corrente de magnetiza- ¥
¢ao, devido a variagao espacial de M (z,y),

na direcao z sera

oM, M,

Iz = oz ox

Naturalmente, em um caso em que M tenha trés componentes, todas variando espa-

cialmente, teremos

jMZVXM




O Vetor Intensidade de Campo Magnético H

Naturalmente podemos ter meios que, além de magnetizados, sao também condutores,
como ¢ o caso do ferro, por exemplo. Vamos entao representar as correntes reais, isto é,
devido ao movimento efetivo de portadores de carga no meio, pela densidade de corrente
e conducao j’c. O campo magnético no meio serd devido entao as corrente de conducao

e as correntes de magnetizacao, de forma que a Lei de Ampére fica

—

V x B = pio(Je + jur)
Mas j’M =V xM , de forma que
Ho

— — — E —
V X B = pupje + oV x M = V><<—_M>:jC

Portanto a grandeza vetorial B /1o — M tem como fonte de circulagao somente as

correntes de conducao reais no meio; esta grandeza recebe o nome de

4

Vetor Intensidade de Campo Magnético: H=2 _M;

A expressao integral para o vetor intensidade de campo magnético é obtida pela apli-

cacao direta do Teorema de Stokes, como para o campo g, de forma que

%ﬁ-di_lc
C

onde I, representa a corrente total de conducao através da area englobada pelo circuito

C.

Neste ponto talvez seja ilustrativo fazer uma comparacao entre as descricoes da ele-

trostatica e da magnetostatica na matéria




Eletrostatica Magnetostatica

—

Vetor polarizagao P= np Vetor magnetizacao M = nm
n : densidade de dipolos elétricos n : densidade de dipolos magnéticos
P=qd m = 1Sn
O7) = 7 | B+ 7 | Ay =t | T+ e | e
ap:ﬁﬁ, pp:—Vﬁ I?M:Mxn, jM—Vxﬁ
D=eb+P A= i
V-D=p; ¢$D-ndS=q VxH=j; ¢H-dl=1I
P = ex(E)E 7

—

Antes de ver as relacoes entre H e B, vamos fazer alguns problemas para fixar os

conceitos.

Ex1:(Correspondente ao Ex 6.2 do livro texto, um A
pouco modificado)
Considere uma barra cilindrica condutora, com mag- N

netizacao constante M = Mé,, transportando uma den-

=

sidade de corrente

- r
F=io(1-1)e. y
a

Calcule H e B dentro e fora da barra, considerando

que seu comprimento é muito maior que seu diametro.

Como a barra pode ser considerada infinita e tem si-
metria cilindrica, podemos utilizar diretamente a Lei de

Ampére para calcular o campo, mas agora aplicada ao




campo H.

1) Dentro do Cilindro: T
|

1
. . . /I =
Consideremos um percurso circular de raio r dentro do 1 J
cilindro. Aplicando a Lei de Ampére e considerando i
que H deve estar na direcao 6 e depender somente de
C
T, temos 0

$ H-dl' =2rrHy = [j-0dS'; dS' =r"dr'de’

Hy = 5to [0 fy o (1= ) dr' = Lo |5 — 5]
=~ jor 27\ . - Jor 27\ . R
" H="—(1—-=—— : B = — (11— == Me,
F(-50)ap B (50 v

2)Fora do Cilindro

Neste caso temos que considerar o percurso circular de

raio r > a, de forma que a integral sobre a corrente so se estende até ' = q;

Hy =13 %de (1- ) dr’ = L

27rr

ol
| —
|8,
|
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Problema 6.12 (livro texto)

Considere uma barra cilindrica infinita, com magnetizacao
M = kre,

Calcular H e B

Sera que esta resultado seria obtido também aplicando a Lei de Ampére? Como no

caso do solenoide infinito, considerando o circuito retangular C atravessando a barra,

indicado na figura. Como as correntes de magnetizagao sao também fontes de B, temos

—

$o Bl = puo | jur - 2dS + [, Ko - dl]

L §e B-dl = pug [y dz [F(—kég) - eodr + po [ kReq - égdz

$. B dl = pol [~ + kR + kR = polhr

Mas como a barra é infinita, B nao deve variar com z, de forma que

Bf = pofkr . By = pokreé,

concordando com o resultado anterior.




Susceptibilidade e Permeabilidade Magnética

Em geral, a relacao entre M e H ¢ dada por
M = xnH

onde a grandeza ., ¢ denotada susceptibilidade magnética e, em casos gerais, pode ser

uma fungao de H. Usando esta relagao, temos
B = puo(H + M) = po(1 + xm)H = pH

onde p = popty (fr = 14 xm) é denominada permeabilidade magnética do meio material.

A relacao M = me[ implica que M e H sdo paralelos. Na realidade, isto é s6 uma

boa aproximacao para os meios materiais paramagnéticos e diamagnéticos. No entanto,

em meios ferromagnéticos M e H sdo dificilmente paralelos e B = Mg(ﬁ + M ) pode
chegar a ter uma diregao completamente oposta a H! Além disso, o valor de u pode
depender nao somente de ﬁ, mas do passado de magnetizacao do material. Isto sera
visto em mais detalhe quando discutirmos as propriedade magnéticas dos materiais.
Neste ponto, vale a pena chamar a atencao sobre uma diferenca sutil mais importante

na descricao dos campos elétricos e magnéticos na matéria. Em eletrostatica definimos
D=¢FE+P

mas consideramos o vetor polarizagao proporcional a F:

—

P= eoxﬁ = D= EOETE; e =14+x

J&, na magnetostatica, definimos

B
Ho

H=—-M = B = puo(H + M)
e considerando o vetor M proporcional a H e nio a é, que é o campo responsavel pelas
forcas magnéticas.

Isto é feito assim porque, na eletrostatica, os campos elétricos sao produzidos a partir
de aplicagoes de tensoes a superficies condutoras e o campo elétrico pode ser obtido

diretamente da distribuicao de potencial; ou seja, o campo elétrico pode ser diretamente




medido e, entao, determinar a polarizagao p por ele produzida.
J4 na magnetostatica, o campo magnético ¢ produzido por correntes de conducao,
das quais H pode ser diretamente calculado e a magnetizagao M por ele produzida

determinada.

Condicoes de Contorno para o Campo Magnético

Consideremos a interface entre dois meios
com permeabilidades magnéticas distintas

@ Hi
€ vamos supor que, no caso geral, esteja

fluindo uma corrente de conducao superfi-

cial K na superficie da interface. @ H2
Vamos determinar as condigoes de con-

torno que 0s campos B e H devem satis-

fazer na interface, como fizemos para os

campos EeD.

Inicialmente consideremos uma pe- A i, : / B
quena superficie cilindrica atravessando a !
interface, como indicado na figura. A lei @ Al T _\_,é
de Gauss para o campo Bé L
— — — ~ E 2
]{B.dszo; dS = ndS i, v
5

Supondo AS e A¢ bem pequenos, pode-

~

mos aproximar a integral como (fy = —7)

Al Al
BnlAS — Bn2AS + Bn1 277'7”7 + Bn2 27'('7”7 =0

Tomando o limite A¢ — 0, obtemos

ou seja

A componente do campo B normal a interface entre

dois meios tem que ser continua




Consideremos agora um circuito retan- - i,

di
gular atravessando simetricamente a inter- O, =
A [T Y K
face, como indicado na figura. Aplicando T L ' \ o
a Lei de Ampére para o vetor H temos @ | B |
As H

fﬁ-di:]

onde [ é a corrente total que atravessa a area do circuito, ou seja, I = KAs. Outra vez,

considerando A/ e As muito pequenos, podemos aproximar os integrandos como

Al Al Al Al

HtlAS— HTLl? —Hn27 — Ht2AS+Hn27 +Hn17 = KAS

onde o subscrito “¢” indica a componente tangencial a interface e o subscrito “n” a

componente normal. Tomando o limite A¢ — 0, temos

Ht1 _Htg — K

A componente do campo H tangente & interface tem

uma descontinuidade dada pela densidade de corrente

superficial K que flui na interface

O livro texto deriva essas condicoes em duas segoes, 5.4.2 e 6.3.3. No entanto, ele

adota uma representacao da condi¢ao de contorno para A que é mais geral
ch'ma - Hbai:po =Kxn

onde 7 aponta de “baixo” para “cima” e K é o vetor densidade superficial de corrente.
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Problema:

O plano z = 0 separa dois meios materiais isotropicos e lineares. A permeabilidade
magnética do meio 1 (x < 0) é puy; = dup e a do meio 2 (x > 0) é ps = 3pp. O campo

magnético no meio 1 é dado por
- . L A
Bl = ,uO(—Zex + 3€y — Gz) <E)
i) Calcule H e M no meio 1.

ii) Calcule H, M e B no meio 2.

iii) Calcule a densidade de corrente superficial de magnetizacao na interface entre os

meios (a densidade de corrente de condugao é nula na interface).

Ho= 2t U9 (96, 36, — ) |Hi= 1(—2éx + 36, —é.)
p1 o Opd 5
B=p(H+M) - M= % —H, .M = %(—Sém + 126, — 4é.)
ii)
B,, = B,, S By, = —2p0
H, = H, H,=H,  H,=3

11



= . 6. 2.
BQ = Ho(—2€x + gey — gez)
Bx = . 3. 1.
ng— /1/02 =—1 HQ——€x+g€y—g€Z
v By = - 3 1
My =——-H B M. __Ax —e _Az
2 o 2 2 e +5ey 56
i)
_)M:MXfL KMl—M1XéI——5éy—%AZ

Ky = Ky + K,
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O problema do Solenoide Infinito

Um dos problemas mais conhecidos em magnetosta-
tica é calcular o campo magnético dentro de um
solenoide infinito. Este problema também ¢é inte-
ressante para ver o efeito de materiais magnéticos.

Consideremos um solenoide muito longo (¢ > a), onde ¢
¢ o comprimento do solenoide e a o raio. A corrente nas
espiras é I e ha N espiras por unidade de comprimento.

O argumento utilizado para calcular o campo é primeiro
mostrar que o campo fora do solenoide é nulo. Depois apli-

carmos a lei de Ampére em um circuito para calcular o

campo.
fﬁ }_j ’ dZ: Liotal H[ = NZI %I_{’
1
“H=NI

O que acontece agora se inserirmos em metade do sole-
noide um material de permeabilidade magnética u = pop,.? If[ X
Consideremos as duas regioes, 1 sem o material e 2 com o
material.

Fazendo o mesmo raciocinio que o solenoide ¢é infinito e,
portanto, o campo externo deve continuar ser nulo, podemos NT
usar a Lei de Ampére tanto na regiao 1 como na 2.

Regiao 1: § H-dl = L . Hf=NfI - H =NI

Regiio 20 § H-dl = Ly .. Hof = NfI - Hy=NI

Mas, na interface,

B,, = B,, copdHy = pep Hoy s Hy = peHy # Hy

]

:>H1:H2
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Como resolver este impasse?
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