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Campo Magnético de uma Espira de Corrente

Um exemplo de calculo do campo magné-
tico ¢ o de uma espira de corrente, por-
que tém muitas aplicacoes praticas. Con-
sideremos uma espira circular, de raio a,

transportando um corrente I. Queremos

calcular o campo produzido pela corrente
circulando na espira em qualquer ponto do

espaco, fixado pelas coordenadas cilindri-

cas (r,0, ). Em primeiro lugar, notamos
que estamos supondo que a secao transver-

sal do fio da espira tenha area 4.5 suficientemente pequena para que possamos considerar

J(Fdr' = j(7)'sSdt’ = j(7)osdl" = 11" (1)

O raio vetor em que esta um elemento

de corrente da espira é dado por y r

S A A /A
7' = aé, = cosy'é, + aseny'é,  (2)

O raio do ponto de observacao ¢ dado

por

T = rcospé, + asenpé, + zé,  (3)




Portanto

|7 — 7| = [(rcosp — acos¢')® + (rseng — aseny)” + 2% 1/2 (4)
|7 — 7| = [7"2 + a® + 2% — 2ar(cospcosy’ + sengpsengp’)] 1/2 (5)
ou
7 — 7| = [r? + a* + 2* — 2arcosa]'/? (6)
onde
cosa = cos(p — ') = cospcosy’ + senpseny’ = cos(p — ¢') (7)

Finalmente, notamos que o elemento de comprimento e’ , paralelo a densidade de

corrente ;’, é dado por
dl' = ady'é,’ (8)

Substituindo estas expressoes para o potencial vetor, obtemos

2m ~ /
1T/ = ,Uo[a éy d(ﬂ
A = 9
" /0 12+ a% + 22 — 2arcosa]'/2 (9)

Para fazer a integral, temos que decompor
e, em diregoes que permanegam fixas du-
rante a integracio. E mais atil escolher as
direcoes que dao a posicao do ponto de ob-
servacao onde A deve ser determinado; nos

referindo a figura, temos que (da = dy')

é,' = cosaé, — senaé, (10)

ff(?) _ ola /7r cosaé, — senoe,
A . a® 4+ r?2 + 22 — 2arcosa]'/?

(11)

No intervalo de integragao a fun¢ao cosa

é par e sena é impar. Entao a integral do




termo envolvendo sena se anual e

27
> o ola cosado
A(r) = 12

(7) o ¥ / [a? + 12 + 22 — 2arcosa)l/? (12)

Esta integral nao pode ser expressa em termos de funcoes elementares; mas pode se

expressas em funcgoes das chamadas integrais elipticas,

w/2 do
K(k) = / ———>——; Integral eliptica de primeira espécie (13)
0 1 — k2?send

/2
E(k) = / V1 — k2sen?6db; integral eliptica de segunda ordem. (14)
0

onde 0 < k < 1. [Arfken & Weber; Mathematical Methods for Physicists (8° ed)|.

No entanto, para escrever a integral em termos dessas funcoes, sao necessarias fazer

algumas transformacoes nao 6bvias; vamos detalha-las a seguir.

1. Transformagao f =7 —a; .. cosa = —cosf; da = —df
- I 0 d
i =tote, | cosidD (15)
2 x Va2 +1r2+ 22 + 2arcos
2. Transformacao cosf = 1 — 2sen?3/2 = 1 — 2sen?0; 0 = 3/2; df = 2d6
- I 0 1 — 2cos%0)d0
A7) 140 aé(p/ ( cos*0)
™ =2 Va* + 22 +r?2 + 2ar — darsen®d
wola €y /”/2 (2sen?0 — 1)do (16)
T \/(a+7r)?+ 22 ) V1 —k%senb
onde definimos A
ar
= 17
(a+71)2%+22 (17)

3. Finalmente, para tentar escrever a integral como uma combinacao de integrais

elipticas, fazemos

2sen?f — 1 1 c1 + ¢y — cok?sen?0
- V1 — k2 20 —
V1—Fk2sen20 /1 — k2sen?0 Tavil=Rsen®d V1 — k2sen20 (18)




C1+C2:—1

Entao

AR = Ml ! 2 [(1 - ’“—2) K(k) - E(k;)]

T la+r)? 2k

Por outro lado, \/(a +r)? 4 22 = %ﬁ; entao

A(F) = ‘%I@ {(1 - k—2> - E(k:)] é,

2

ar

k=2, —m—
(a+7)?+ 22

Campo Magnético

S, - 10A 0A 0A 0A 10
B = A= |=-2"2 - "2|e¢, N e -—(rA .
VX [r@gp 8z]e [87" 8r]e¢+[8r(r 2 r Jy c
Como A s6 tem componente ¢, obtemos
0A 10 A 0A
B, = ——; B, =-—(rA)==—+ >
0z r@r(r ) r * or
Para calcular as derivadas, usamos as relacoes
dk K . E d. K n E
dk ko k(1 —k2) dk  k  k
dK k(a+r)?+22—2(a+r)r dK k a?—r?4 22
dr 2r (a+7)?+ 22 ’ dz  2r(a+r)?+ 22

(19)

(20)

(23)

(24)

(25)

(26)

Com estas relacoes obtemos as expressoes para B, e B,., com um pouco de algebra. Nao

vamos fazer todas as derivagoes em aula, deixando-as para a quarta série de exercicios.




O resultado final é

B, =

B. =

pol

1

21 rl(a+1)2 4 22|V2 |

pol

1

2r rl(a+1r)%+ 2212 |

i a® +r? + 22
—K (k) + S (k?)]

(27)
K(k) + (R (’f)}

Estas expressoes sao obviamente complexas, mas faceis de serem utilizadas em calculos
numéricos. Primeiro é importante notar que, quando k& — 0, K(0) = E(0) = 7/2.
Quando k — 1, K(k — 1) divergente, mas E(k = 1) = 1. Entao o comportamento das

duas funcoes é monotonico em funcao de k, como mostra a figura.

(&1
T

K(k)
Ek)

Para implementagao em calculos numéricos, normalmente se utilizam as aproximacoes
polinomiais para K (k) e E(k) disponiveis em M . Abramovitz & I.Stegun; Handbook of

Mathematical Functions, Section 17.3 |disponivel em people.math.sfu.ca/~cbm/aadns]|.

Uma calculadora online para estas funcoes pode ser encontrada em:
keisan.casio.com/exec/system /1180573454




Comportamentos assintéticos do campo produzido pela espira

circular

E interessante verificar o comportamento do campo produzido pela espira de corrente
para duas situacoes de interesse pratico; proximo do eixo da espira e a uma distancia
R > a da espira.

Comportamento préximo do eixo

Consideremos situagoes em que r < a. Se si,simplesmente fizermos r = 0, obtemos
k = 2y/ar/(a®+ 22) = 0. Mas, neste limite, K(0) = E(0) = 7/2 e obtemos das

expressoes das componentes dos campo B, =0 e

ol a?

B, =
2 (a? + 22)3/2

(28)

que é o resultado para o campo ao longo do eixo da espira obtido pela Lei de Biot-Savart
no curso de Fisica III. Mas, na realidade, queremos determinar o comportamento de B,

e B, para r < a, mas nao nulo. Para obter este resultado, notamos que no limite

4ar
2 _
k2 = T <! (29)

podemos desenvolver os integrandos de K (k) e E(k) em série de Taylor, ou seja,

1 1x3
[1— K’sen0]* =1+ 5]{?2867120 ¥ 2§—4(k:256n20)2 +... (30)

e fazer as integrais termo a termo. Fazendo isto (que esta feito na série de exercicios)

obtemos
x| 1\2 1x3)\?
K ~ — |1 — 2 4 1
(k) =3 +(2)k+(zx4)k ] (31)
E(k) ~T (1) e (X3 (32)
9 2 2 x 4

de forma que

(1—%2)K(k)—E(k:)ng1—%2> (1+%2+2—zk4+...)—<1—%2—%k4+...)]




ou

(1 — %2) K(k) — E(k) ~ ﬁk‘l

Portanto a expressao para o potencial vetor préoximo ao eixo da espira fica

oo ol fa g pol a’r A
Ay~ g [oase, = e,

As componentes do campo magnético proximo ao eixo da espira ficam

0A,  3uol a’r

B, = —

or 4 (a? + 22)5/2
10 ol a?
r Or (rd,) 2 (a? + 22)3/2

(34)

(35)

(36)

(37)

Esta ultima expressao é igual a obtida pelo calculo de B, no eixo usando a “Lei” de

Biot-Savart. Por outro lado, a componente B,, s6 existe fora do eixo e, quando z > a,

B, se comporta com
3ol a’r
4 24

Portanto a componente B,, proxima ao eixo, cresce com 7.

B, ~

Campo Longe da Espira

Neste caso, temos que considerar tanto
r como z muito maior que a. Para isso,
¢ mais conveniente tomar coordenadas es-
féricas, (R, 0, ), R? = r? + 2%, e tomar o
limite R > a. Nessas coordenadas, temos

que r = Rcos; z = Rcosf e

dar
4aRsent
a? + R%sen?0 + 2aRsenf + R2cos20

K=

4% senf
= —&_— (39)
1+ 2%86”9

(38)




Portanto, no limite R > a, temos k? ~ 4%sent < 1 e, novamente,

R ol fa. . asen9 asen&
A(R) ~ 25 f ke, = 25 V Rsen@ V (40)

pola? send
4 R

As componentes do campo magnético podem ser calculadas diretamente em coorde-

A(R) ~ é, (41)

nadas esféricas

BR = rsen@ o6 (AS@H@)
B=VxA, A=AR,0e, = (42)
B, = —%%(TA)
Fazendo as derivadas, obtemos
pola? cost pola® send
B, = : = ‘ 4
2 R 4 R (43)

Lembrando que, para um dipolo elétrico, as componentes do campo sao dadas por

2p cost p senf
Er = —; Ey =
B dmey R °7 drey RS

(44) &)
Ip| = qd. g

Vemos que o campo de uma espira de

corrente é exatamente o campo de um di-

polo magnético, que pode ser escrito como

gd_mag(F) = 57?]7:3 [2cosbé, + senbéy|
(45)
onde
m = wa’l (46) —q

¢ denominado o Momento de Dipolo Mag-

nético

Este resultado pode ser derivado de uma forma mais geral, como mostrado na Secao

5.4.3 do livro texto. No entanto, nao cobramos o conhecimento desta formulagao geral.




ol

Momento de Dipolo

Corrente Elétrica |




