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Campo Magnético Produzido por Correntes

Estacionarias (Griffiths Cap. 5)

Como visto no curso de Fisica Basica, o campo magnético descreve a interacao entre car-
gas em movimento, ou seja, entre correntes elétricas. Existem duas formas de introduzir

o campo magnético B na Teoria Eletrogmanética;

A maneira classica é simplesmente definir o campo magnético através da Lei de Am-
peré (ou pela expressio de Biot-Savart) e especificar sua a¢do sobre as cargas em movi-

mento através da Forca de Lorentz

F =1(7 x B) (1)

A segunda maneira é utilizar a Lei de Coulomb como uma lei fundamental num refe-
rencial onde a carga esteja em repouso. Para determinar a forca atuante entre as cargas
com movimento relativo entre si, usamos a Teoria da Relatividade Restrita. Um livro
tradicional que adota esse formalismo é Purcell, Eletricidade e Magnetismo, Edgard
Bliicher. Naturalmente essa segunda forma parece ser mais atraente do ponto de vista
formal, mas também implica em considerar como fundamentais a Lei de Couloumb e os
postulados da Relatividade Restrita. De qualquer forma, ambos os procedimentos levam
a determinacao do campo magnético B. Acrescentando a Lei de Faraday e a corrente de

deslocamento de Maxwell, obtemos as equacoes de Maxwell para o campo B no VACUO,

OF

V-B=0; VXE:MOJ+M0€OE

(2)

Neste capitulo vamos considerar apenas campos estacionérios, ou seja, d/0t = 0, de




forma que as equagoes para B ficam
V-B=0; V x B=uj (3)

A partir deste ponto, vamos seguir uma metodologia didatica bastante distinta do livro
texto. Ele adota o mesmo método de discussao do campo magnético utilizado nos livros
de Fisica Bésica. No6s vamos considerar que as nogoes basicas sobre campo magnético ja
estao consolidadas e seguiremos um caminho inverso, ou seja, partindo das Equacoes de
Maxwell para é, no caso estatico, vamos ver como solucioné-las e, a partir da solucao,
obteremos as leis basicas da magnetostatica, incluindo a férmula de Biot-Savart. Apesar
desse procedimento distinto, todas as equacgoes que vamos obter estao no livro texto,
Cap. 5, e os mesmo exemplos e problemas serao utilizados para consolidar os conceitos.
A vantagem do método que vamos seguir é a introducao de métodos matematicos que

serao dteis mais tarde, comecando por

As Duas ldentidades de Green

Vamos comegar pelo Teorema de Gauss

para uma func¢ao vetorial F', visto em céal-

culo Veotiral

/(v.ﬁ)dfzjfﬁ.ﬁds (4)
v S

Agora facamos uma escolha particular
para F' bastante interessantes: seja 1(7) e
¢(7) duas fungoes escalares com primeira e

segunda derivadas continuas; escolhemos

F=yve (5)
Entao, utilizando o Teorema de Gaus, temos

| v-@wvayir = § wve)ids (6)

mas

V- ($V$) = Vi - Vo + 4V - (V) = Vi - Vé + V¢ (7)




Por outro lado, V¢-n = d¢/0n, derivada direcional de ¢ na dire¢do normal & suérficie;

portanto

2odr — ¢ 025 90 _ 4
/‘/<V¢-V¢)dT+/V1/)V gbdr_jg%nds, o= Vo (8)

Esta é a Primeira Identidade de Green.

Exemplo:
Tomando ¢ = ¢; V¢ =0 e E = —V¢, temos

/ (Vo)2dr = ]i o(Vo-n)dS = / E2dr = — ]i dEndS (9)

Uma equacao que relaciona a energia eletrostatica total dentro do volume com o fluxo
do vertor ¢E através de sua superficie.

Agora vamos trocar os papéis de ¥ e ¢, escolhendo F= oV1. Naturalmente obtemos
a mesma identidade de Green, mas com 1) e ¢ trocados,

o
V¢ - Vip)d Vidr = ¢ ¢p——dS 10
[ 50w+ [ovruar = § o2 (10

Subtraindo uma expressao da outra, obtemos a Segunda Identidade de Green

/V [WV?p — oV dr = ]i (w% — gbg—:{:) ds (11)

“Solucido” das Equacdes V-B=0e V x B =y

Estas duas equacoes representam um sistema de equacoes diferenciais para as trés com-
ponentes de é, que vém do rotacional, com uma condicao de vinculo, representada pela
divergéncia de B.

Do ponto de vista mateméatico, uma equacao diferencial é considerada solucionada se
for encontrada uma representacao integral para a solugao. Vamos entao tentar encontrar
uma integral que permita determinar B, conhecida a densidade de j

Em primeiro lugar, como ja vimos no inicio do curso, a equagao V-B = 0 é solucionada




escrevendo B em termos do potencial vetor /T,
B=VxA (12)
Substituindo na Equacao de Maxwell V x B= MJ’, temos
V x (VXA =V(V-A) = VA = o] (13)
Como somente V x A est4 definido, podemos completar a especificacao de A escolhendo

V-A=0 (14)

Esta escolha é denominada Calibre de Coulomb, e sera posteriormente discutida, den-

tro de um panorama mais geral, quando incluirmos a variagdo temporal nos campos.
Entao a equacao para A fica

VA = — o] (15)
ou, em coordenadas cartesianas, V2A; = —pgji; i =, 2, Y, 2.

Portanto, introduzindo o potencial vetor ff, temos que resolver uma equacao de Pois-
son para cada componente cartesiana de ff, o que é muito mais simples que o complicado
sistema de equacoes que corresponde a V x B= Moj, que mistura diferentes componentes
de B.

Por analogia com a equacao de Poisson da eletrostética,

__r _ 1 p(r’) .,
Vig— -2 o ¢(ﬁ_4ﬂ60/|F_F/|dT (16)

€0

esperamos que
p(7")

=7

Vamos, no entanto, obter formalmente esta solucao utilizando as identidades de Green.




Suponhamos que a densidade de cor-
rente ] esteja localizada num volume fi-
nito, cujos pontos sao representados pelo
raio vetor ’. Queremos determinar o po-
tencial A no ponto de observagao 7. Con-
sideremos duas superficies, S e Sy, sendo
S1 uma esfera de raio r; centrada no ponto

de observacao .

Portanto, a regiao em que vamos aplicar

a segunda identidade de Green esta limi-
tada por duas superficies, S e S;. Desta
forma, a regiao dentro de S; esta fora da

regiao de aplicacao.
Apliquemos agora a Segunda Identidade de Green, com a escolha
¢ = A V3 =0 (18)

ou seja, 1 é qualquer solucao da Equacao de Laplace; entao
oY o

V2 Adr = — —A;— | dS 19

/w ! /S'+S1 < 871 an) ( )

A Equacao de Laplace pode ser escrita em coordenadas esféricas centradas no ponto

de observacao, em termos de variavel R; depois converteremos novamente para as coor-

—

denadas 7 e 7/, tal que R=71"—7r

Em termos da varidvel R, o problema tem simetria esférica, de forma que

1 Q(RQ(% 1

Vi =0 ) =0 = YR = (20)

RZOR\" on R

Esta solugdo diverge em R = 0(7 — 7’); mas este ponto esta fora do volume consi-

derado. Substituindo esta solucao da Equacao de Laplace na Segunda Identidade de

1_, 1 0A; ) 1
—V2Adr = — AmeV =) d 21
foaviaar= [ (55 - 209 (5)] o 2

Green, temos




Na superficie S7, a normal deve ser para fora do volume V', ou seja, para o centro,

DA, DA, . d 1 1
on OR |, - Vel [ aRRL r (22)
Entao
1 9A; 1 1 [ 0A; 1
——_An-V(=)])dS = —— | =2dS-= [ Ad
fwa an (w)os = = f s o
1 DA, 1 _
— —r—147r7"%< aR> — T—%szAi (23)

onde a barra indica o valor médio dentro da esfera de raio 1. Tomando o limite r; — 0,

temos
Por outro lado _
| 04\ _
rllm_n)oélﬂrl (ﬁ) =0. (25)
Utilizando a equacao VA; = —pugJ;, obtemos entao
Ji 1 0A; . 1 L
— —dr = — — An - — || dS — 47 A; 2
o [ Lir /JRan mv(@} S — dmAy(7) (26)

Agora tomemos para S uma superficie esférica cujo raio tende para infinito. Quantpo
R — o0, as fontes de corrente se comportam, em mais baixa ordem, como uma espira
de corrente, cujo campo se comporta como B ~ 1/R3 A ~ 1/R% Portanto a integral

de superficie se anula no limite R — oo e obtemos

Ay(F) = Z—i ]—édT (27)
ou, voltando a B = 7/ — 7, temos
7 po [ 307
A(F) = =2 d 28
(") =1~ T (28)

que ¢ a Eq. (5.63) do livro texto.
Embora este resultado tenha sido derivado em coordenadas cartesiana, uma vez escrito

na forma vetorial , é valido em qualquer sistema.




