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Introducdo a Mecdnica das Estruturas Prefdcio

Prefacio

Esta publicacdo apresenta o texto da disciplina PEF-124 “Introdu¢do a Mecanica das Estruturas”,
lecionada aos alunos do 4° semestre do curso de engenharia civil da Escola Politécnica da Universidade
de Sao Paulo.

E nesta disciplina que os alunos tém seu primeiro contato com as estruturas e seu projeto, sendo seu
objetivo dar as primeiras nog¢des sobre o comportamento fisico das estruturas e sobre concepgdo
estrutural.

Estudam-se estruturas reticuladas isostdticas — vigas simples, trelicas, vigas Gerber, arcos e porticos
triarticulados —, mostrando-se como o comportamento de cada um destes tipos de estrutura decorre de sua
forma e do arranjo de suas barras.

Apresenta-se também um breve histérico da evolugdo das estruturas, analisa-se a adequacdo dos
diferentes materiais estruturais aos diferentes sistemas estruturais, discutem-se os aspectos construtivos e
de localizacdo fisica das estruturas que influem na decis@o sobre o tipo de estrutura a ser adotado.

Esta € a primeira de uma série de cinco disciplinas que tém como objetivo dar aos alunos os fundamentos
béasicos da engenharia de estruturas, preparando-os para as disciplinas de projeto de estruturas de
concreto, metdlicas e de madeira e para as disciplinas de geotecnia do curso de engenharia civil. As
demais disciplinas da série sio PEF-125 “Resisténcia dos Materiais e Estdtica das Construgdes I”, PEF-
126 “Resisténcia dos Materiais e Estdtica das Constru¢des II”, PEF-127 “Resisténcia dos Materiais e
Estéatica das Construgdes III” e PEF-128 “Resisténcia dos Materiais e Estitica das Construgdes IV”,
ministradas respectivamente aos alunos do 5°%, 6°, 7° e 8° semestre do curso de engenharia civil.

Apresento os meus mais profundos agradecimentos ao Engenheiro Alfonso Pappalardo Junior e a
Engenheira Maria Silvina Medrano pela magnifica composic¢do e editoracdo do texto e das figuras, com
tanto capricho e de forma tdo clara e didatica.

O Engenheiro Alfonso Pappalardo Junior e a Engenheira Maria Silvina Medrano, que desenvolvem
programa de doutorado em engenharia de estruturas no Departamento de Engenharia de Estruturas e
Fundagdes da Escola Politécnica da USP, foram estagidrios do PAE — Programa de Aperfeicoamento de
Ensino da Reitoria da Universidade de Sdo Paulo, junto a disciplina PEF-124 “Introducio a Mecanica das
Estruturas”. O Engenheiro Alfonso Pappalardo Junior realizou seu estdgio durante o segundo semestre de
1994 e o primeiro semestre de 1995; a Engenheira Maria Silvina Medrano, durante o segundo semestre de
1995 e o primeiro semestre de 1996. A editoracdo deste texto foi uma das atividades que desenvolveram
neste estdgio: o Engenheiro Alfonso Pappalardo Junior se encarregou dos Capitulos 1, 2 e 3, e a
Engenheira Maria Silvina Medrano, dos Capitulos 4 e 5.

Sédo Paulo, julho de 1996 Henrique Lindenberg Neto
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Capitulo 1

Estatica

O objetivo deste capitulo é recordar algumas nogdes da estdtica dos sélidos rigidos que serdo
utilizadas ao longo do curso de engenharia de estruturas e, por esta razdo, vai-se procurar ilustrar esta
recorda¢do com exemplos extraidos da propria engenharia de estruturas.

1.1 Nocoes fundamentais
Nesta secdo serdo examinadas as forcas e seus momentos.

O conceito de forga serd introduzido por meio do 3° Principio da Mecanica Cléssica: “Em cada instante, a
agdo mecdnica de um corpo sobre um ponto material pode ser representada por um vetor (forca
interativa) aplicado no ponto”.

Uma extensdo deste principio leva a seguinte afirmacdo: “Em cada instante, a a¢do mecdnica de um
corpo sobre um solido rigido pode ser representada por vetores (forgas interativas) aplicados em pontos
do solido”.

Esta acdo de um sélido sobre outro pode se manifestar a distancia ou por contato direto entre eles. No
primeiro caso, as forgas que representam a ag@o sao forg¢as de volume, como as que representam a atragio
que a Terra exerce sobre um homem em pé em uma cal¢ada; no segundo caso, as forcas que representam
a agdo sdo forcas de superficie, como as que representam a acdo que a calcada exerce sobre o homem,
aplicadas nos trechos das solas dos sapatos que estdo em contato com a calgada.

Quando a superficie em que se aplicam as for¢as € muito pequena, pode-se admiti-la reduzida a um ponto,
dizendo-se entdo que a forca € concentrada; quando a superficie em que se aplicam as for¢as é muito
estreita, pode-se admiti-la reduzida a uma linha, dizendo-se ent@o que a forca se distribui linearmente.

E muito importante salientar que quando se fala de uma forca interativa esti-se fazendo referéncia a um
vetor aplicado e ndo a um vetor livre. A consideracdo dos pontos de aplicacdo das forcas € de capital
importancia para o estudo da agcdo que um sélido exerce sobre outro, pois uma mesma forca aplicada em
diferentes pontos de um mesmo sdlido pode produzir efeitos totalmente distintos, como claramente

mostra a Figura 1.1. A forca F, quando aplicada no ponto A, imprime ao sélido um movimento de
rotacdo no sentido anti-hordrio; quando aplicada no ponto B, ndo provoca nenhum movimento do sélido
e, quando aplicada no ponto C, produz uma rota¢do no sentido hordrio.

A C
— -
F F
B
N
F
Figura 1.1

Volta-se entdo a enfatizar: uma forca interativa é um vetor aplicado.

Matematicamente, as forgas interativas sfio representadas por um par constituido por um vetor e por um
ponto. Uma forca concentrada F aplicada em um ponto P é matematicamente representada pelo par (

P, F ), isto é, pelo vetor aplicado ( P, F ).
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Definigéo 1.1

Linha de ag¢do de uma forgai aplicada em um ponto P € a reta que passa por P e € paralela aF
(Figura 1.2).

20
o - 66%(‘#3'
R L O
.?/ v 6@&?7
P
Figura 1.2

Definigéo 1.2

Momento de (P, F ) em relagdo a um ponto (ou polo) O € o vetor, passando em O, definido por
- -

ﬁ
Mo=OPAF . (L.D)
Suas caracteristicas sdo:

e direciio: perpendicular ao plano determinado pela linha de acdo de ( P, F)e pelo polo O ( plano 7 da
Figura 1.3).

¢ sentido: dado pela regra da mao direita ou, equivalentemente, pela regra do saca-rolha.
- - =
e intensidade: [Mo| =|OP| |F| senc. (1.2)
Por simplicidade, vai-se sempre desenhar o vetor M o com origem no ponto O e, para facilitar a distin¢cao

entre forcas e momentos, os vetores que representam momentos serdo identificados por setas duplas. O

momento M ode (P, F)em relacdo a O estd indicado na Figura 1.3.

Como

5
[oP|| sena = d | (1.3)
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Figura 1.3

onde d € a distancia do polo O a linha de a¢do de ( P, F ), tem-se:

- —
|Mo||=F] @ (1.4)

A distancia d recebe o nome de bragco do momento de ( P, F)em relagdo ao polo O.

Observa-se que o momento de uma for¢a em relagdo a um ponto tem a dimensdo do produto de uma forca
por uma distancia, sendo entdo medido em Nm, kgfcm, tfm, etc.

Mencionou-se acima que o sentido de Mypode ser determinado pela regra da mao direita ou,

equivalentemente, pela regra do saca-rolha. Estas duas regras serdo agora explicadas, comecando-se pela
regra da mao direita.

Regra da méo direita

Sabe-se que o momento 1\710 tem a direcdo da reta r da Figura 1.4, passando por O e perpendicular ao

plano definido pela linha de agio de ( P, F)e pelo ponto O ( plano 7).

Figura 1.4

O sentido de M o pode ser determinado da seguinte maneira:

® 1o plano que contém a linha de agdo de ( P, F)eé perpendicular a T, coloque a mio direita com a

palma voltada para a reta r e com os dedos no sentido de F;
e deixe o polegar perpendicular aos demais dedos;

e o sentido de 1\710 ¢ entdo o apontado pelo polegar da mao direita (Figura 1.4).

Regra do saca-rolha

A regra do saca-rolha € a seguinte:

® imagine um saca-rolha posicionado de forma que seu eixo fique sobre a reta r;

e gire o cabo do saca-rolha no mesmo sentido que o da rota¢do da for¢a F' em torno do ponto O ;
e a ponta do saca-rolha vai entfo se deslocar sobre a reta r ;

e osentido de Mg ¢é o do deslocamento da extremidade do saca-rolha.

Ha duas posigdes possiveis para a colocacdo do saca-rolha sobre a reta r: com a ponta voltada para cima
ou com a ponta voltada para baixo. Em ambos os casos o deslocamento da extremidade do saca-rolha se
d4 no mesmo sentido, como mostram as Figuras 1.5(a) e 1.5(b), podendo-se entdo utilizar a regra para a
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determinaco do sentido de M o com o saca-rolha em qualquer uma das duas posi¢des. Na Figura 1.5(a) o
saca-rolha foi colocado com a ponta voltada para cima; na Figura 1.5(b), com a ponta voltada para baixo.

Figura 1.5

As duas regras apresentadas levam ao mesmo resultado, e qualquer uma delas pode ser empregada para
determinar o sentido de MO. A regra do saca-rolha, por permitir a colocacdo do saca-rolha em duas

posicdes, € a mais versdtil das duas e, em determinadas situagdes, permite evitar gindsticas desajeitadas
com a mao direita. A adogio de uma regra ou outra €, portanto, uma questdo de gosto pessoal e fica ao
critério de quem ird utiliza-la.

A expressdo H MOHZH ﬁH 4 mostra que a intensidade do momento de uma forca ( P, F ) em relagdo a um

ponto O € o produto de duas grandezas: a intensidade da forca e a distancia entre sua linha de ac¢do e o
ponto O. Desta expressdo, obtém-se as seguintes propriedades:

Propriedade 1.1

- o - o
Mop=0 & F=0 ou d=0, (1.5)

isto é, o momento de (P, F') emrelagdo a O é nulo se e somente se a for¢a F' é nula ou entdo se sua linha
de agdo passa por O.

Propriedade 1.2

Se (P, F )e (Q, F ) tém a mesma linha de acéo, entdo seus momentos em relacdo a um mesmo polo sdo
iguais.

Dado um sistema de forcas S={(P;,F,),(P,,F),....,(P,.F,)} , tem-se:

Definigdo 1.3

Resultante de S é a soma vetorial das for¢as que o compdem.

A resultante € indicada por E, tendo-se entdo

- -
R=3%F

M=

i (1.6)

i=1

Definigéo 1.4

Momento de S em relagdo a um ponto O é a soma vetorial dos momentos de cada uma das forcas do
sistema em relagdo a esse ponto.
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O momento de S em relagéo a O ¢ indicado por M o - tendo-se entdo:

n — -

ﬁ
Mo= SOP,AF;. (1.7)
i=1

O momento 1\710 passa por O e, por simplicidade, vai-se sempre desenhd-lo com origem em O.

Definigdo 1.5

Um sistema constituido por duas forcas de mesma intensidade e dire¢do, mas de sentidos opostos € com
diferentes linhas de acdo, recebe o nome de bindrio (Figura 1.6).

Figura 1.6

Propriedade 1.3

A resultante de um bindrio é sempre nula.

Propriedade 1.4

2

O momento de um bindrio em relagdo a um ponto é sempre o mesmo, qualquer que seja 0 ponto
considerado.

A demonstragdo da primeira propriedade € imediata. Para demonstrar a segunda, considerem-se o bindrio
da Figura 1.6 e um ponto genérico O. O momento do bindrio em relagdo a O ¢

- - = - - e e e T T S

Mo=OPAF +OQA(-F)=OPAF ~OQAF = OPAF +QOAF = (1 ¢)
— — e

= (QO+OP) AF =QPAF ,

independente do ponto O considerado, o que prova a propriedade.

Como o momento de um bindrio em relacdo a um ponto independente do polo, ele serd simplesmente

chamado de momento de bindrio e identificado por M , sem qualquer referéncia a um polo.
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J4 que o momento de um bindrio independe do polo, qualquer ponto pode ser utilizado em sua
determinagdo, por exemplo o ponto P ou o ponto Q da Figura 1.7, ou entdo qualquer outro ponto. A

adocdo de P ou de Q facilita a obtencdo de M , pois em relacdo a eles uma das forgas do bindrio tem
momento nulo.

E fécil verificar que o momento M de um bindrio tem as seguintes caracteristicas:

e direcdo: perpendicular ao plano definido pelas linhas de a¢do das forcas que constituem o bindrio
(plano  da Figura 1.7).

e sentido: o do momento de ( P, F ) em relacdo a Q —ou de ( Q,- F ) em relag@o a P —, dado pela regra
da mao direita ou pela regra do saca-rolha.

e intensidade:

- -
[ml= 7] & (1.9)

onde b € a distancia entre as linhas de acdo das duas forcas (Figura 1.7).
A distancia b recebe o nome de brago de alavanca do binério.

Figura 1.7

2

A intensidade do momento do bindrio é, portanto, o produto da intensidade de uma das forcas que
constituem o bindrio pelo brago de alavanca.
Deve-se ainda comentar que quando se faz referéncia apenas ao momento de um bindrio, sem a mengao

de um polo especifico, ndo fica definido um ponto particular pelo qual deve passar a reta que contém M.
O vetor M pode entdo ser indicado sobre qualquer reta perpendicular a 7 (Figura 1.7).

T

Figura 1.8
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O mesmo ndo ocorre quando se menciona um polo especifico: 0 momento de um bindrio em relagdo a um

ponto O € o vetor M 0= M situado sobre a reta perpendicular a T que passa por O. Por simplicidade,

indica-se esse vetor M o com origem em O (Figura 1.8).

1.2 Reducao de um sistema de forcas em um ponto

Definigéo 1.6

Reduzir um sistema de forgasS:{(Pi,I:"l-), i= 1,2,...,n} em um ponto (ou polo) A consiste em aplicar
neste ponto dois vetores: Re M A-

E interessante notar que a resultante Rdo sistema de forgas S independe do polo de redugdo.

A reducdo de um mesmo sistema de forcas S em dois pontos distintos A e B leva respectivamente aos

momentos M A€ M B - A relagdo entre eles se determina facilmente:

- n - - n - - - n - -
Mgp= YBP,AF, = Y(BA+AP,)AF,= Y BAAF,+
i=1 i=1 i=1 (1.10)
n > o S 5> - - 5 o
2 AP, AF; =BAY Fi+MA=BAAR+M, .
i=1 i=1
Tem-se assim a seguinte formula de mudanga de polo:
- - - -
Mp= M+ BAAR . (1.11)

Esta féormula mostra que o momento Mp é a soma vetorial de M, com o momento que a resultante R
aplicada em A tem em relagdo a B . Em outras palavras, reduzir em B um sistema de for¢as previamente
reduzido em A consiste em aplicar em B uma for¢a e dois momentos: R, M A € omomentode (A, R)

emrelagdo a B (Figura 1.9).

Propriedade 1.5

Se a resultante R de um sistema de forgas é nula, entdo o momento M g independe da posi¢do do polo B

de reducao.

A reciproca desta afirmacéo também € verdadeira: se 0 momento M g independe da posi¢do do polo B de

reducdo, entdo a resultante R do sistema é nula.

A frase matemdtica que traduz a Propriedade 1.5 é:

R=0eo M g independe da posi¢do do polo B de redugio (1.12)
Esta propriedade decorre imediatamente da férmula de mudanga de polo.

2

Como um caso particular da situa¢do descrita tem-se o de um bindrio, cuja resultante é nula, e cujo
momento, portanto, independe do polo de redugdo, como jd se mostrou anteriormente.



Introducdo a Mecanica das Estruturas 8
Capitulo 1 — Sistemas Mecanicamente Equivalentes

— - -

MB— MA+BAAR

redugéo do sistema em B '\v/z'

redugio do sistema em A

Figura 1.9
Propriedade 1.6

Se a resultante Rde um sistema de forgas é nula e seu momento em relagdo a um polo A também € nulo,

entdo a reduciio do sistema em qualquer outro ponto B leva a um momento M g nulo.

A reciproca desta afirma¢do também € verdadeira.
Matematicamente, tem-se:

N

- - - - -
R=0eMy=0 & Mg=0, VB (1.13)

Esta propriedade também decorre imediatamente da férmula de mudanca de polo, e ela € o caso particular
da Propriedade 1.5 correspondente a situacdo em que o momento que independe do polo de reducdo é
nulo.

1.3 Sistemas mecanicamente equivalentes

Definigdo 1.7

Diz-se que dois sistemas de forcas S e S’ sdo mecanicamente equivalentes quando suas redu¢des em um

mesmo ponto genérico A levam aos mesmos esforcos, isto €, R=ReM A= =M, A-

Observa-se que na definicdo acima o ponto A de reducdo é qualquer, ou seja, sempre a redugdo de dois
sistemas de for¢as mecanicamente equivalentes em um mesmo ponto levard aos mesmos esforcos,
qualquer que seja o polo de redugdo considerado.

Pode-se verificar facilmente por meio da féormula de mudanga de polo que a igualdade de esfor¢os em um
polo de redugdo implica na igualdade de esfor¢os em todos os demais polos de redug@o.

Dois sistemas de forcas mecanicamente equivalentes aplicados em um mesmo soélido rigido levam-no a
apresentar o mesmo movimento, e esta € a origem do termo mecanicamente equivalentes.

A demonstragdo desta afirmagdo decorre diretamente da aplicacdo do Teorema da Resultante e do
Teorema do Momento Cinético.

Como exemplo, considere-se uma mesma barra rigida homogénea submetida a dois sistemas de forcas
distintos, mas mecanicamente equivalentes (Figura 1.10).
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E imediata a constatacdo de que os dois sistemas de forcas da Figura 1.10 sd3o mecanicamente
equivalentes: basta para isso reduzi-los em um mesmo ponto, por exemplo, o centro de massa G da barra.

Nos dois casos se obterd R=2Pj e M=0; estando o sélido nas mesmas condi¢des nos instantes em
que sdo aplicados os dois sistemas de forgas, passard a apresentar o mesmo movimento nos dois casos.

Se as barras da Figura 1.10 estiverem em repouso no momento em que sio solicitadas pelos dois sistemas
de forgas, passardo a apresentar o mesmo movimento de translagdo vertical apds a aplicagio das forgas.

NlN

Figura 1.10

Propriedade 1.7

A redug@o de um sistema de for¢cas em um ponto leva a uma for¢a e um momento mecanicamente
equivalentes a esse sistema.

A demonstracdo desta propriedade € bastante simples.

Considere-se a Figura 1.11(a), em que se representa um sélido submetido a um sistema de forgas Sy .

- g
A reducgio do sistema S; em um ponto genérico A do sélido leva aos esforcos R e M, indicados na
Figura 1.11(b); o sistema constituido por estes dois esfor¢os serd chamado de sistema Sy;.

Deseja-se demonstrar que os sistemas Sy e Sy s30 mecanicamente equivalentes.

Basta, para isso, mostrar que a reducdo destes dois sistemas em um mesmo ponto genérico B leva aos
mesmos esforgos.

(a)

(b)

Figura 1.11
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Seja B o ponto indicado na Figura 1.11(c). A redugdo do sistema S; em B leva a resultante R e ao

momento Mp; a reducdo do sistema Sy nesse mesmo ponto leva obviamente a mesma resultante R e ao

momento M B

Demonstrando que M B= M B> demonstra-se a propriedade.

Tem-se
- n - -
Mgp= YBP AF; (1.14)
i=1
e
- - - -
Mi=BAAR+ M, . (1.15)

Pode-se reescrever (1.14) como

- n - - - n - - n - -
Mp=>X(BA+AP,)AF;= Y BAAF, + AP, AF,=
i=1 i=1 i=1 (1.16)
d n — n — e
=BAAYF,+ AP AF
i=1 i=1
Como se tem
n — d
2 F =R (1.17)
i=1
e
n — - -
AP, AF, =M,, (1.18)
i=1
tem-se
- - n - n - - - - - -
Mp=BAA Y F, + AP, AF,=BAAR+ Mp= Mg, (1.19)
i=1 i=1

ficando assim demonstrada a Propriedade 1.7.

[lustra-se a Propriedade 1.7 por meio de um exemplo.

Exemplo 1.1

Considere-se a barra da Figura 1.12(a), em que sdo aplicadas duas forgas coplanares, que constituem o

sistema de esforgos S;.

A reduc@o destas forcas em A leva aos esforcos indicados na Figura 1.12(b), que constituem o sistema de

esforgos Syi:

- —_ —_ —_
R =20i - 50i = -30i (1.20)

- - - -
My =-20-2k +50-4k =160k . (1.21)
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Os sistemas de esforcos S; e Sy s@o sistemas mecanicamente equivalentes: de fato, reduzindo os dois
sistemas no ponto B obtém-se os mesmos esforcos, indicados na Figura 1.12(c).

B

160 KNm
30N M

A
(b)
30kN B
A\
A 20 KNm
(c)
Figura 1.12

A redugdo de S; em B leva a resultante R =— 30i e a0 momento

- ~ ~ ~
Mg =204k -50-2k =-20k ; (1.22)

areducdo de S;; em B leva a resultante R e a0 momento

— - - -
Mg =-30-6k +160k = —-20k . (1.23)

Como se previra, tem-se

- - R
Mp = Mg = —20k , (1.24)

comprovando-se assim que S; e Sy sdo sistemas mecanicamente equivalentes.
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izP

N~
M|~

T

[~
N~
ENES
A

Figura 1.13

Mostrou-se, no inicio desta se¢do, que dois sistemas de forcas mecanicamente equivalentes produzirdo os
mesmos efeitos se forem aplicados em um mesmo sélido rigido nas mesmas condi¢des iniciais. E
entretanto extremamente importante observar que dois sistemas de forcas mecanicamente equivalentes
produzirdo efeitos distintos se forem aplicados em um mesmo sélido deformdvel.

Na Figura 1.13 se indica uma mesma barra deformdvel homogénea solicitada por dois carregamentos
mecanicamente equivalentes.

A reducdo dos dois sistemas de forcas no centro de massa G leva em ambos os casosa R=0 e Mg=0.
Se as barras se encontrarem em repouso no instante em que sdo aplicados os carregamentos, elas irdo se

deformar — pois trata-se agora de barras deformdveis —, e permanecerdo em repouso na configuragdo
deformada.

As formas deformadas das duas barras sdo intuitivamente conhecidas, sendo completamente distintas nos

dois casos (Figura 1.14): a barra da Figura 1.14(a) tem concavidade para cima e a da Figura 1.14(b), para
baixo.

2P

(b)

Figura 1.14

Como outro exemplo de estrutura deformdvel submetida a sistemas de forcas mecanicamente
equivalentes considerem-se as molas da Figura 1.15, ja representadas na configuracdo deformada de
repouso.
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Como era de se esperar em vista dos carregamentos que as solicitam, a mola superior apresenta
alongamento maior que a mola inferior.

0000000000~
000005

Figura 1.15

Esta discussdo mostra claramente que dois sistemas de for¢cas mecanicamente equivalentes produzem os
mesmos efeitos apenas quando aplicados em um mesmo sdlido rigido, produzindo efeitos distintos
quando o sélido em que se aplicam é deformavel.

Neste capitulo estd-se fazendo uma recordagdo de nogdes da estdtica dos sélidos rigidos, logo, no seu
ambito, pode-se afirmar que sistemas mecanicamente equivalentes aplicados em um mesmo sélido
produzem os mesmos efeitos.

1.4 Sistemas de forcas coplanares

Vai-se iniciar o estudo dos sistemas de forcas coplanares pela apresentacdo — na Figura 1.16 — de uma
nova forma de indicar momentos, particularmente adequada a analise destes sistemas.

l (a) l (b)

Figura 1.16

Na Figura 1.16(a) o momento 1\710 de uma forga ( P, F ) em relacdo a um polo genérico O encontra-se

representado da maneira j4 apresentada anteriormente. Uma outra forma de representar este momento, por
meio de uma flecha circular, estd indicada na Figura 1.16(b). A flecha circular é desenhada em

perspectiva no plano T (plano definido pela forca ( P, F ) e pelo ponto O), e seu sentido é o da rotacdo de

(P, F) em torno de O. Ndo havendo perigo de confundir esta representagio de momento com a de uma
forga, utiliza-se apenas uma seta na flecha circular.

Na Figura 1.17 indicam-se as duas representa¢des do momento de ( P, F ) em relagdo ao ponto O no
caso em que a forca F' tem sentido oposto ao anterior.

l (a) l (b)
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Figura 1.17
A representa¢do dos momentos com flechas circulares € muito adequada ao estudo dos sistemas de forgas

coplanares, pois neste caso costuma-se confundir o plano ® com o plano do papel, ficando a linha de
visdo do observador perpendicular ao plano do papel.

Mg NG
OG) - /‘/[OG) —>
L B
P P
(@ (b)

Figura 1.18

Quando se confunde o plano T com o plano do papel as representacdes dos momentos da Figura 1.16
tornam-se as da Figura 1.18.

Observa-se que a primeira representagio de M torna-se agora pouco adequada, pois o vetor M se

reduz a um ponto. Ele é indicado pelo simbolo @, que mostra a ponta de uma flecha que est4 saindo do
papel. J4 a representacdo com a flecha circular é muito adequada a esta situagdo, inclusive porque agora a
eventual dificuldade de desenhd-la em perspectiva no plano 7 deixa de existir.

Na Figura 1.19 mostram-se os vetores da Figura 1.17 quando se confunde o plano t com o do papel.

N
N
oo MO@
0
- -
Ep Lop
Y T
(a) (b)

Figura 1.19

Mais uma vez, a primeira representacdo leva o vetor Ma se reduzir a um ponto, indicado agora pelo

simbolo @ , que mostra a extremidade final de uma flecha que estd entrando no papel. Mais uma vez a
representagdo do momento com flecha circular € muito adequada.

Deve-se dizer que as mesmas virtudes que tornam atraente a representacdo dos momentos com flechas
circulares no caso dos sistemas de forgas coplanares fazem com que ela seja pouco adequada para
sistemas espaciais, que exigem o desenho de flechas circulares em perspectiva, o que é muito dificil de
fazer de forma clara. Neste caso opta-se entdo pela primeira representacdo, com flechas retas e setas
duplas.

Proposi¢do 1.1

Sendo S um sistema de forgas coplanares com resultante R#0 , existe uma reta paralela aRe
pertencente ao plano tal que a reducdo do sistema em qualquer ponto B desta reta leva exclusivamente ao
vetor R, com M B= 0. Nos pontos desta reta, que € Unica, o sistema se reduz portanto a apenas uma
forga.
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Vai-se agora demonstrar esta proposi¢do. Na Figura 1.20 estdo indicados o plano definido pelas forcas
coplanares (plano ) e os esfor¢os provenientes da reducdo do sistema em um ponto genérico A de 7 : Re
iy

: B"

Figura 1.20

Observa-se que na Figura 1.20 as flechas deR e M A foram omitidas, numa simplificagdo da notagdo

utilizada. Esta simplificacdo ndo elimina nenhuma informacdo, e ela deve ser entendida da seguinte
forma: em A tem-se uma for¢a com a direcdo e o sentido indicados e de intensidade R ; tem-se também
um momento com a dire¢do e o sentido indicados pela flecha circular e de intensidade M 4.

Indicam-se ainda na Figura 1.20 a linha de a¢do de (A, R) —reta s — e dois pontos do plano 7, ambos
localizados em retas paralelas a reta s: o ponto B”, situado sobre uma reta acima de s — reta u —, € 0 ponto
B”, situado sobre uma reta abaixo de s — reta v. A redugéo do sistema nos pontos B’ e B” leva aos
esforgos indicados na Figura 1.21.

Figura 1.21

Os momentos do sistema em relagdo aos pontos B’ e B” sdo determinados pela férmula de mudanca de
polo, sendo iguais a soma vetorial do momento M A com o momento de (A, R) emrelagioa B’ea B”

respectivamente. Sendo as forgas coplanares e estando os pontos A ,B”e B” no plano w, todos estes
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momentos tém a mesma dire¢do — perpendicular ao plano T —, e a soma vetorial citada pode entdo ser
reduzida a simples soma algébrica dos médulos dos vetores.

Na Figura 1.21 as duas parcelas que compdem 1\7[B»e M g~ estdo indicadas separadamente. O momento

de ( A, ﬁ) em relacdo a B’ tem o mesmo sentido de M A — O sentido anti-hordrio —, logo MBrtem

sentido anti-hordrio e intensidade maior que M , :
My =M, + Rd’. (1.25)

Quanto maior for a distincia d’ entre as retas u e s maior serd a intensidade Mp- .

Ja o momento de (A, ﬁ) emrelagdo a B” tem sentido horério, contrério ao de M A€ 1\713»» pode entio,

dependendo do valor de d”, ter o sentido anti-hordrio, ser nulo ou ter o sentido hordrio, pois tem-se
Mg»=Mp—Rd”, (1.26)

sendo ficil perceber que um valor negativo para Mg~ nesta expressdo indica um momento hordrio de
intensidade Rd”—- M, .

A expressdo (1.26) mostra que se tem:

M

e My >0 para d” < TA; (1.27)
M

e Mg =0 para d” = TA; (1.28)
M

* My <0 paa d”> TA’ (1.29)

ou seja, 0 momento M g~ tem o mesmo sentido que M A para d” < M,/ R, sentido contrdrio a M A
para d” > MA/R eénulopara d” = Ms/R.

Como o momento M - independe da posi¢do do ponto B” sobre a reta v, conclui-se que em todos os
pontos da reta v definida por d” = M,/ R se tem Mg~ =0. A expressdo (1.26) mostra claramente que

esta € a Unica reta em cujos pontos se tem Mg~ =0.

Est4 assim demonstrada a Proposicdo 1.1: existe e € inica a reta pertencente ao plano T em cujos pontos a

reducdo do sistema de forcas coplanares leva exclusivamente a uma forga, a resultante R do sistema.
Estas idéias podem ser generalizadas determinando-se o momento do sistema em relagdo a um ponto
genérico B do plano 7. Na Figura 1.22 indica-se o grafico da varia¢do de M ao longo de qualquer reta

perpendicular a s.
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Figura 1.22

A discussdo relativa a Proposicdo 1.1 que se acaba de fazer foi desenvolvida em cima de um caso
concreto. As conclusdes obtidas, entretanto, se aplicam as demais situagdes encontraveis na pratica, como

se mostra na Figura 1.23, em que um outro caso — diferente do anterior pelo fato de se ter R para baixo —
¢é contemplado.

A convencdo de sinais empregada nas Figuras 1.22 e 1.23 € aquela que costuma ser utilizada na estdtica
dos sistemas coplanares, e ela encerra uma informag@o sobre o sentido dos momentos: momentos no
sentido anti-hordrio sdo

Mo

Figura 1.23

considerados positivos e momentos no sentido hordrio sio considerados negativos. Isto, porque utilizando
o referencial mostrado na Figura 1.24, um momento representado por uma flecha circular anti-horaria tem
o sentido de z e um momento representado por uma flecha circular hordria tem o sentido contrério a z.
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Figura 1.24
Todas as idéias aqui apresentadas para forcas concentradas se estendem a forcas distribuidas; a
demonstragdo desta afirma¢@o ndo serd aqui apresentada, mas pode ser feita facilmente.

A determinacdo da reta em que um sistema de forgas coplanares —com R # 0 — se reduz exclusivamente

aresultante R tem grande importancia, e alguns exemplos desta determinacéo serdo agora apresentados.

Exemplo 1.2

Determinar para que ponto da barra da Figura 1.25 a redu¢do do sistema de forcas aplicadas conduz
exclusivamente a resultante R.

| ! |
Figura 1.25
Sao apresentadas aqui duas formas de resolver este problema:
a) Solucdo direta

A solucdo direta consiste na redu¢@o do sistema em um ponto genérico Q da barra e na determinacao de
qual deve ser a posi¢c@o do ponto Q para que o momento de redug@o se anule.

A reducdo do sistema em Q leva aos esforcos indicados na Figura 1.26.

O momento de redugio é

Mg=P-x - P-(I-x); (1.30)

Figura 1.26

o ponto no qual a reducdo do sistema leva a momento nulo tem, portanto, a seguinte abcissa
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My=P-x— P(I-x)=0 (1.31)
2Px—P1=0 (1.32)
l
=—. 1.33
x=2 (1.33)

Conclui-se, entdo, que o polo no qual o sistema de forcas da Figura 1.25 se reduz exclusivamente a
resultante é o ponto médio da barra, como se indica na Figura 1.27.

Como j4 se verificou, a reducdo de um sistema de for¢as em um ponto leva a um sistema mecanicamente
equivalente ao sistema que j4 foi reduzido. S3o, portanto, mecanicamente equivalentes os dois sistemas

representados na Figura 1.28, onde o simbolo = indica a equivaléncia mecénica entre eles.

2P
A Q B
2 2
Figura 1.27
P P 2P
‘ l | 1 é 1 é |
Figura 1.28

b) Solugdo indireta

A solucdo indireta se baseia no fato de o sistema original e o sistema reduzido exclusivamente a sua
resultante serem mecanicamente equivalentes, o que possibilita que a determinacdo do polo de reducdo
procurado seja feita de maneira indireta, através da resposta a seguinte pergunta: em que ponto da barra
se deve aplicar a resultante do sistema para que ela seja mecanicamente equivalente ao sistema original ?

Em outras palavras, deve-se responder ao seguinte: qual deve ser a abcissa x do ponto Q para que os dois
sistemas da Figura 1.29 sejam mecanicamente equivalentes?
2P
Q
N|
1

> t— "y
T —

A

‘ ) | k—x

Figura 1.29

Para responder estas indagacdes basta reduzir os dois sistemas em um mesmo ponto € impor que os
momentos de reducdio sejam 0s mesmos.

Por exemplo, reduzindo os dois sistemas no ponto A, tem-se os esfor¢os da Figura 1.30.
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zf) Pl

A

) 2Px

o
T3

Figura 1.30

Impondo que os dois momentos sejam iguais, obtém-se a abcissa do ponto Q procurado

My=-P.l=-2Px = x=.

5 (1.34)

O ponto Q obtido é o mesmo encontrado na resolugdo direta.

As duas solucdes levam ao mesmo resultado, podendo-se entdo utilizar qualquer uma delas. A solug@o
indireta costuma ser a mais simples, dada a liberdade que se tem na escolha do polo de reducdo para a
comparacdo de momentos que leva ao ponto procurado.

Na resolucdo dos problemas que se seguem vai-se utilizar a soluc@o indireta.

Exemplo 1.3

Aplicar na barra da Figura 1.31 uma tnica for¢ca mecanicamente equivalente ao sistema aplicado.

20N 30N 40N
A B C
| 2m IK—lm—>
Figura 1.31
A forga procurada € a resultante do sistema, mostrada na Figura 1.32.
90N
A Q C
1 X I<—3-x—>
Figura 1.32

A reducdo do sistema da Figura 1.31 no ponto A leva a0 momento
M,=-30-2-40-3=-180 Nm; (1.35)
areducdo da resultante da Figura 1.32 nesse mesmo ponto leva a0 momento
My=-90-x. (1.36)

Impondo que esses dois momentos sejam iguais, obtém-se
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M,=-180 = —90-x = x= 2m. (1.37)

90

S3o portanto mecanicamente equivalentes os dois sistemas da Figura 1.33.

20N 30N 40N 90N
[ 2m <—1m—> 2m <—Im—>
Figura 1.33
Exemplo 1.4

Determinar a linha de acdo da for¢ca mecanicamente equivalente ao sistema da Figura 1.34.

20N 20N 50N
A B C
[ 2m 1 2m 1
Figura 1.34

Esta forca estd indicada na Figura 1.35.
10N

¥ ob—>

A C
[ x 4-x—>
Figura 1.35
Impondo que as reducdes desses dois sistemas em A levem aos mesmos momentos, obtém-se
1
M,y=-20-2+50-4=10-x = x:ﬂ: 16 m. (1.38)
S3o portanto mecanicamente equivalentes os dois sistemas da Figura 1.36.
20N 20N 50N 10N
A B C A Cc Q
e 2m ) 2m IK—4m—>] 12m |
Figura 1.36

Quando se diz que dois sistemas sdo mecanicamente equivalentes estd-se dizendo que, se eles forem
aplicados em um mesmo sélido rigido nas mesmas condi¢des iniciais, imprimirdo ao sélido o mesmo
movimento nos dois casos.

Observa-se que, neste exemplo, a linha de agio da for¢a mecanicamente equivalente ao sistema ndo passa
pela barra AC. Por esta razdo, para conseguir aplicar a resultante isolada na barra AC, € necessdrio ligar
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fisicamente o ponto Q a barra AC por meio de uma estrutura rigida, como se indica na Figura 1.37,
garantindo-se assim que as duas barras da Figura 1.36 apresentem o mesmo movimento.

10N
A C Q
<—4m 1 12m |
Figura 1.37

Exemplo 1.5

Determinar o ponto de aplicagdo da for¢ca mecanicamente equivalente ao sistema que atua na barra da
Figura 1.38.

WYYV YYYYYYYYYYYYIvYITIYY

}%
1 / |

Figura 1.38

A resultante do carregamento uniformemente distribuido que atua na barra é

1
R:J'pdx:pl. (1.39)
0

A determinac@o do ponto de aplica¢do desta for¢ca — mostrada na Figura 1.39 — serd feita impondo que
ambos os sistemas tenham o mesmo momento em relagio ao ponto A.

pl

l

A Q B

| X | I-x }
Figura 1.39

O momento do carregamento distribuido em rela¢do ao ponto A é
1

12
MAzj‘—pxdx=—pT; (1.40)
0

o0 momento da resultante é
My=-plx. (1.41)

Estes dois momentos tornam-se iguais para
xX=—

2
logo os dois sistemas da Figura 1.40 sdo mecanicamente equivalentes.

, (1.42)
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N I~
0 I~

Figura 1.40

Exemplo 1.6

Determinar uma for¢ca mecanicamente equivalente ao sistema que atua na barra da Figura 1.41.

Figura 1.41

O carregamento linearmente distribuido que atua nesta barra tem a expressao

X
p(x)= P07 ) (1.43)
e sua resultante €
1 1
szp(x)dxz I po§dx= 17021 > (1.44)
0 0
como mostra na Figura 1.42.
nl

Y oo le—n

<— X l-x 1

Figura 1.42

Os momentos destes dois sistemas em rela¢do ao ponto A sdo respectivamente

I I 2 2
=| - T S 1.45
M, —‘[ p(x)xdx = ‘[ ; dx = 3 ( )
0 0
e
M, :_%x; (1.46)

estes dois momentos tornam-se iguais para
x==1, (1.47)

sendo portanto mecanicamente equivalentes os dois sistemas da Figura 1.43.

23
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Figura 1.43

Observa-se que as resultantes dos carregamentos distribuidos dos dois dltimos exemplos sdo iguais as
areas das figuras delimitadas pelo eixo da barra e pelo grafico do carregamento: no caso do Exemplo 1.5,
um retangulo de base /, altura p e drea A = p [ e, no caso do Exemplo 1.6, um tridngulo de base /, altura
po edarea A =p,l/2.

Este resultado € geral, e a resultante de um carregamento distribuido pode ser sempre determinada
calculando-se a drea da figura delimitada pelo eixo da barra e pelo grafico do carregamento.

1.5 Equilibrio

Definigdo 1.8

Diz-se que um sistema de pontos materiais estd em equilibrio em relacdo a um referencial se ele estiver
em repouso em relacdo a esse referencial, isto €, se as posi¢des de todos os seus pontos em relagio a esse
referencial ndo variarem com o tempo.

Propriedade 1.8

Se um sistema de pontos materiais estd em equilibrio em relacdo a um referencial inercial, entdo a
resultante das forgas externas que atuam no sistema € nula e o momento destas forgas em relagdo a um
ponto qualquer do espago também € nulo.

A demonstracdo desta propriedade decorre imediatamente do Principio Fundamental da Dinamica,
expresso por meio das equacdes

- -
R= Japdm (1.48)
PeS
e
- - -
Mgy = [OP Aapdm, (1.49)
PeS
onde: ¢ a resultante das forcas externas que atuam no sistema ;

S =l

€ a aceleracio de um ponto P qualquer do sistema em relagio ao
referencial inercial ;

m é a densidade de massa do sistema ;
-
M ¢ é o momento das forcas externas que atuam no sistema em relagio um ponto O

qualquer do espaco.
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Estando o sistema em repouso em relagdo ao referencial inercial, tem-se que dp =0 para todos os seus
pontos, logo:

- - - -
fapdm=0 = R=0 (1.50)
PeS
E
e - - - -
[OPAapdm =0 = Mg= 0, (1.51)

PeS

demonstrando-se assim a propriedade.

E muito importante ressaltar que R=0 e My = 0 sdo condigdes necessdrias para que um sistema

material esteja em equilibrio, ndo sendo, contudo, uma condi¢@o suficiente para se ter o equilibrio do
sistema em relacdo a um referencial inercial.

O simples movimento de translagdo uniforme de um cubo sobre um plano horizontal liso ilustra uma

situacdo em que se tem R=0 e 1\710 = 0, mas ndo se tem repouso do cubo em relagdo ao plano
horizontal.

Os referenciais ligados a Terra ndo sdo referenciais inerciais, mas o erro que se comete ao considerd-los
como tal nos problemas comuns da mecanica é muito pequeno e, por esta razao, os referenciais ligados a

Terra serdo aqui considerados como sendo inerciais, admitindo-se que em relacdo a eles R=0 e

M = 0 sejam condigdes necessdrias para o equilibrio de um sistema material.

Observa-se também que todos os conceitos apresentados nessa se¢do se aplicam a quaisquer sistemas
materiais, sejam eles planos ou espaciais.

1.6 Estatica dos sistemas materiais planos

A estética dos sistemas materiais planos estuda o equilibrio desses sistemas.

Definigéo 1.9

Diz-se que um sistema material é plano quando todas as suas particulas se situam em um mesmo plano,
no qual também se situam as forcas que atuam no sistema.

Nio existem de fato sélidos reais geometricamente planos, pois, por mais fino que seja um sélido, sempre
terd uma espessura ndo nula. Na prdtica, entretanto, consideram-se como planos os s6lidos delimitados
por duas faces planas pouco afastadas, isto €, cuja espessura ¢ muito menor que suas outras duas
dimensdes. Também s@o considerados como geometricamente planos os sistemas constituidos por barras

cujos eixos se situam em um mesmo plano.

Assim, consideram-se como sendo planos os dois sistemas materiais mostrados na Figura 1.44.
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J_xm

Figura 1.44
1.6.1 Apoios

Os esfor¢os externos que atuam em um sistema material podem ser classificados em esforcos externos
ativos e esforgos externos reativos.

Como exemplos de esfor¢os externos ativos tem-se o peso dos objetos € pessoas que ocupam uma sala, o
peso de um trem que passa por uma ponte, a pressdo do vento sobre um telhado, a pressdo da dgua sobre
as paredes de uma caixa d’dgua e também o proprio peso do sistema, chamado de peso préprio da
estrutura. Como se observa, os esfor¢os externos ativos sdo os carregamentos que exigem a construcdo de
uma estrutura que os suporte. Se eles ndo existirem, a estrutura deixa de ter sua razdo de ser.

Os esforcos externos reativos sdo os introduzidos pelos apoios que ligam os pontos do sistema a outros
sistemas que o suportam.

Defini¢do 1.10

Apoios sdo dispositivos que ligam pontos do sistema material a outros sistemas, impedindo determinados
movimentos destes pontos ou do sistema como um todo.

Os principais apoios dos sistemas planos sdo:

e apoio simples ou articulacio mével

impede: 0 movimento do ponto vinculado na direcdo normal a da reta de vinculagio.

permite: o movimento do ponto vinculado na direcéo paralela a da reta de vinculagio;
o movimento de rotac¢@o do sélido em torno do ponto vinculado.

A articulagdo movel € indicada pelos simbolos:

& . B, A o L

Na Figura 1.45 representa-se uma barra vinculada por uma articulagdo mével, indicando-se 0 movimento
impedido e os movimentos permitidos.

Observa-se na Figura 1.45 que a articulagdo mével é um apoio de dupla agdo, ou seja, tanto impede que o
ponto se movimente verticalmente para cima como para baixo.

Uma das maneiras de construir uma articulacdo mével consiste em ligar o ponto que se deseja vincular a
uma chapa por meio de um pino, e esta chapa a reta de vinculagio por meio de rodas, como se mostra na
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Figura 1.46. Algum tipo de dispositivo deve impedir que as rodas possam se destacar da base, garantindo-
se assim a dupla acdo do apoio.

Figura 1.45

Os simbolos empregados para indicar este tipo de apoio sdo representagcdes esquemdticas deste
dispositivo mecénico.

Figura 1.46

Para impedir que o ponto vinculado tenha movimento na direcdo normal a reta de vinculagdo, a
articulacdo movel aplica neste ponto do sdlido vinculado uma for¢ca com a direcio do movimento
impedido, como se mostra na Figura 1.47.

T

Figura 1.47
A reagdo de apoio introduzida em uma estrutura por uma articulagdo moével €, portanto, uma for¢ca com
direcdo conhecida, mas com sentido e intensidade que devem ser determinados em cada caso particular.

e articulagfo fixa

impede:  qualquer movimento do ponto vinculado.
permite: o movimento de rotagdo do sélido em torno do ponto vinculado.

Utilizam-se os seguintes simbolos para representar uma articulacdo fixa:

o

Uma articulacdo fixa impede qualquer movimento do ponto vinculado. Como qualquer movimento em
um plano pode ser sempre considerado como a composi¢cdo de um movimento na dire¢do horizontal com
um movimento na direcdo vertical, dizer que uma articulagio fixa impede o deslocamento horizontal e o
deslocamento vertical do ponto vinculado é equivalente a dizer que ela impede qualquer movimento do
ponto vinculado.
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E neste sentido que se entenderd aqui a articulag@o fixa: ela impede os movimentos do ponto vinculado
nas direcGes horizontal e vertical, e permite o movimento de rotagdo do sélido em torno do ponto

vinculado.
— Ze?

Figura 1.48
Na Figura 1.48 representa-se uma barra vinculada por uma articulagio fixa, indicando-se os movimentos
impedidos e 0 movimento permitido.

Uma das formas de construir uma articulacdo fixa consiste em ligar o ponto que se deseja vincular a uma
chapa por meio de um pino e unir rigidamente esta chapa a uma base, como se mostra na Figura 1.49. E
deste dispositivo de ligacdo que decorrem os simbolos utilizados para representar este apoio.

Figura 1.49

Para impedir que o ponto vinculado tenha qualquer movimento, a articulacio fixa aplica neste ponto do
sélido vinculado uma forga que pode ter qualquer dire¢do, como se indica na Figura 1.50(a).

A reagdo introduzida em uma estrutura por uma articulagdo fixa é, portanto, uma for¢a com direcéo,
sentido e intensidade que devem ser determinados em cada caso particular.

(a) (b) (©)
A A H
/ Ri % v
H
Figura 1.50

A reacdo introduzida em uma estrutura por uma articulacdo fixa pode ser sempre decomposta em suas
componentes horizontal e vertical, como se mostra na Figura 1.50(b).

Pode-se, entdo, dizer alternativamente que uma articulacdo fixa introduz como reagdes de apoio duas
forgas — as componentes H e V de R (Figura 1.50(c)) — com direcdo conhecida, mas com sentido e
intensidade desconhecidos, a serem determinados em cada caso particular.

E desta segunda maneira que se considerard uma articulacdo fixa: como um apoio que introduz como
reacdes duas forcas, a reacdo horizontal H, que impede o movimento horizontal do ponto vinculado, e a
reacdo vertical V, que impede o movimento vertical.
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® engastamento

impede:  qualquer movimento do ponto vinculado;
o movimento de rotac¢@o do sélido em torno do ponto vinculado.

Emprega-se o seguinte simbolo para indicar um engastamento:

%_

O engastamento € o apoio plano mais restritivo que se pode ter, jd que impede qualquer movimento do
ponto vinculado e a rotag@o do s6lido em torno deste ponto.

s
B
¥

Figura 1.51

Na Figura 1.51 representa-se uma barra vinculada por um engastamento, mostrando-se os deslocamentos
impedidos. Também aqui considerou-se um movimento qualquer como a combina¢ido de um movimento
na diregdo horizontal com um movimento na direcio vertical.

Do ponto de vista construtivo, obtém-se um engastamento ligando rigidamente o ponto que se deseja
vincular a uma base, como mostra a Figura 1.52; é deste dispositivo que deriva o simbolo empregado para
representar um engastamento.

N

NN

Figura 1.52

Para impedir qualquer movimento do ponto vinculado, o engastamento aplica neste ponto do sélido
vinculado uma forca horizontal e uma forca vertical; para impedir a rotagdo do s6lido em torno do ponto
vinculado, aplica neste ponto do sélido vinculado um momento. Estes esfor¢os estdo mostrados na Figura
1.53.

L:%i

Figura 1.53
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As reacdes de apoio que um engastamento aplica no sélido no ponto de vinculagdo sdo, portanto, uma
forca horizontal, uma forcga vertical e um momento.

Observagdes:

1) O nimero de rea¢des introduzidas pelos apoios € igual ao niimero de movimentos que eles impedem.

Ao impedir o movimento do ponto vinculado na direcdo normal a da reta de vinculagio, uma articulagdo
movel aplica no sélido vinculado uma forca com a dire¢do do movimento impedido.

Ao impedir qualquer movimento do ponto vinculado, isto €, ao impedir o movimento horizontal e o
movimento vertical deste ponto, uma articulagdo fixa aplica no sélido vinculado duas for¢as com as
dire¢des dos movimentos impedidos.

Finalmente, ao impedir qualquer movimento do ponto vinculado e também a rotagdo do sélido vinculado
em torno deste ponto, um engastamento introduz na estrutura uma forca horizontal, uma forca vertical e
um momento.

Uma articulacdo mével impede, portanto, um movimento, e para isso aplica uma reacdo de apoio no
s6lido vinculado; uma articulagdo fixa impede dois movimentos, e aplica duas rea¢des de apoio; um
engastamento impede trés movimentos, e aplica trés rea¢des de apoio.

2) Definicdo 1.11

Da-se o nome de vinculo a cada uma das restri¢gdes impostas por um apoio ao movimento da estrutura.

Assim, ao impedir um movimento do ponto vinculado, uma articulagdo mével introduz um vinculo no
sistema; ao impedir dois movimentos do ponto vinculado, uma articulagdo fixa introduz dois vinculos no
sistema; ao impedir os movimentos horizontal e vertical do ponto vinculado e a rotagdo do sélido em
torno deste ponto, um engastamento introduz trés vinculos no sistema.

O nimero de reagdes aplicadas no sélido por um apoio ¢ igual portanto ao nimero de vinculos que ele
introduz no sistema.

3) Deve-se notar que uma forca reativa impede o movimento do ponto vinculado na direcdo desta forca e
que um momento reativo impede a rotacdo do sélido em torno do ponto vinculado, isto €, que forgas
impedem deslocamentos lineares e que momentos impedem deslocamentos angulares, isto €, rotacoes.

1.6.2 Movimento de um sistema material plano

Um sistema material plano s6 pode apresentar movimentos em seu plano, e todo movimento que pode ter
¢ a combinacio de uma translagdo com uma rotagao.

Como exemplo, o movimento que leva o sélido da Figura 1.54 da posicdo 0 para a posicdo 2 é a
composi¢do de uma translagéio que o leva da posi¢do 0 para a posi¢do I e de uma rotagdo que o leva da
posigdo 1 a posigdo 2.
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Figura 1.54

O ndmero minimo de pardmetros necessdrios para caracterizar este movimento € trés: a translagdo é
caracterizada pelo Angulo o e pela distAncia d entre P e P’ ; a rotagdio € caracterizada pelo Angulo 6.

O primeiro pardmetro que caracteriza a translacdo determina sua dire¢do e sentido; o segundo, sua
magnitude.

O movimento que leva o sélido da posi¢do O para a posi¢do 2 pode entdo ser assim descrito: é a
composi¢do de uma translagiio de 5 m na diregdo e sentido da reta PP’ — caracterizada pelo angulo o =
36,87° com a horizontal — com uma rota¢@o de 30° em torno do ponto P’ .

Uma translacdo em uma direcdo qualquer pode ser sempre considerada como a composi¢do de uma
transla¢@o na dire¢d@o horizontal com uma translagdo na dire¢@o vertical, como se mostra na Figura 1.55.

y(m) 4

Figura 1.55

O movimento que leva o sélido da posi¢do 0 para a posicdo 2 pode agora ser considerado como a
composic¢do de trés movimentos: uma translacdo de 4 m na direcdo horizontal, que o leva da posi¢cdo 0 a
posi¢do 0", uma translacio de 3 m na diregdo vertical, que o leva da posi¢do 0" a posicdo 1, e a rotagédo
de 30° que o leva da posigdo 1 a posicdo 2.

Observa-se que novamente sdo trés os parametros que definem o movimento: a translagdo € definida pelas
magnitudes de suas componentes horizontal e vertical, e a rotacdo, pelo dngulo 6.

E desta segunda maneira que se ird considerar aqui o movimento geral de um sistema material plano:
como uma composi¢do de trés movimentos, a saber, uma translagio horizontal, uma translagdo vertical e
uma rotagdo em torno de um eixo perpendicular ao plano do sistema.

Por esta razdo, diz-se que um sistema material plano possui trés graus de liberdade, ou seja, pode
apresentar trés tipos independentes de movimento.
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Equivalentemente, pode-se dizer que o nimero de graus de liberdade de um sistema material € o menor
nimero de pardmetros necessarios para descrever um movimento do sistema.

No caso dos sistemas materiais planos, como ja se mostrou, este nimero € trés.

A definicdo mais comumente adotada para caracterizar os graus de liberdade de um sistema, e que é
equivalente a estas duas que se acaba de mencionar, € a seguinte:

Definigo 1.12

Da-se o nome de graus de liberdade de um sistema material a0 menor niimero de pardmetros necessarios
para definir a posi¢do deste s6lido em relagdo a um determinado referencial.

Como j4 se verificou por meio das duas outras definicdes, um sistema plano possui trés graus de
liberdade. De fato, fornecendo as coordenadas de um de seus pontos e o dngulo que uma de suas retas
forma com um eixo de referéncia, define-se a posi¢do do sélido.

Na Figura 1.56, as coordenadas x, e y, do ponto P do sélido e o angulo 6 que a reta PQ forma com a
horizontal caracterizam a sua posi¢ao.

VA
Q
0
Mo b
%, 2
Figura 1.56
1.6.3 Estruturas hipostaticas, isostaticas e hiperestaticas
Considere-se a barra homogénea da Figura 1.57.
P
A B C

NIN
0 |~

Figura 1.57
Sob a agdo deste carregamento, esta barra ird apresentar movimento de transla¢do para baixo.

Para impedir que esta barra venha a apresentar qualquer movimento, isto €, para fazer com que ela fique
em equilibrio, deve-se vinculd-la convenientemente.

Isto pode ser feito, por exemplo, engastando o ponto A, como se mostra na Figura 1.58.
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Figura 1.58

O engastamento, ao impedir qualquer movimento de translagdo do ponto A, impede conseqiientemente
qualquer movimento de translacdo da barra; ao impedir, também, a rotacdo da barra em torno do ponto A,
impossibilita que ela apresente movimento de rotacéo.

Basta, portanto, engastar um ponto de um sistema rigido para fazer com que ele fique em equilibrio sob a
acdo de qualquer carregamento que venha a solicita-lo.

Na Figura 1.59 representa-se novamente a barra, agora vinculada por um apoio fixo em A.
P

|~
NIN

Figura 1.59

E imediata a constatacio de que esta barra ndo apresentard translacio, mas que apresentar rotacio em
torno do ponto A.

Esta rotacdo pode ser impedida, por exemplo, vinculando-se o ponto C por meio de uma articulagdo
moével que impede a transla¢do na direcdo vertical, como se indica na Figura 1.60.

P

N [~
0 [~

Figura 1.60
Agora a barra nio pode mais girar em torno do ponto A, ficando entdo em equilibrio.

Acabam de ser descritas duas formas de vincular esta estrutura e garantir seu equilibrio. Existem
indmeras outras maneiras de vinculd-la e manté-la em equilibrio; sugere-se aos leitores que procurem
formular algumas destas vinculagdes.

Para verificar se uma certa vinculac@o da viga € suficiente para manté-la em equilibrio, deve-se examinar
se ela impede os trés movimentos que ela pode ter no plano: translagdo horizontal , translag@o vertical e
rotacgdo.

Como se tem trés movimentos a impedir, deve-se utilizar apoios que restrinjam pelo menos trés
componentes de movimento dos pontos vinculados ou da estrutura como um todo, isto €, apoios que
introduzam pelo menos trés vinculos no sistema.
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O engastamento da Figura 1.58, ao impedir o movimento horizontal e o0 movimento vertical do ponto A e
a rotacdo da estrutura em torno deste ponto, obriga-a a ficar em equilibrio.

J4 a articulac@o fixa da Figura 1.59, ao impedir apenas os movimentos horizontal e vertical do ponto A,
ndo impede a rotagdo do s6lido em torno deste ponto, portanto ndo garantindo o equilibrio da viga.

—

(a)
P
(b) l
R
N
Figura 1.61

Para manté-la em equilibrio deve-se restringir um terceiro movimento, o que se faz ao vincular o ponto C
por meio da articulacdo mével da Figura 1.60, que impede o movimento vertical deste ponto.

A viga também ficaria em equilibrio se se vinculasse o ponto C por meio de uma articula¢do fixa ou por
meio de um engastamento, como se mostra nas Figuras 1.61(a) e (b).

Definigfo 1.13

Uma estrutura que pode apresentar movimento recebe o nome de hipostdtica.

A viga da Figura 1.59, por exemplo, é uma estrutura hipostdtica. Outras estrututras hipostdticas sao
apresentadas na Figura 1.62.

(a)

(b)

(c) |

(d)

Figura 1.62

Basta existir um carregamento que faca uma estrutura apresentar movimento para que ela seja
considerada hipostatica.



Introducdo a Mecanica das Estruturas 35
Capitulo 1 — Estdtica dos Sistemas Materiais Planos

Se a viga da Figura 1.62(b) for solicitada pela forca vertical da figura 1.63(a) ndo apresentard nenhum
movimento; se, entretanto, for solicitada pela forca horizontal da Figura 1.63(b) apresentara translagio
horizontal para a direita, comprovando-se entdo que a viga da Figura 1.62(b) € uma estrutura hipostética.

(@)

— "~y

(b)

‘V

Figura 1.63

Propriedade 1.9

Uma estrutura rigida plana vinculada com menos de trés vinculos é hipostitica.

Esta forma de enunciar esta propriedade ¢ uma simplificacdo da seguinte frase mais rigorosa: uma
estrutura rigida plana cujos apoios introduzem menos que trés vinculos no sistema € hipostatica.

Por simplicidade, opta-se pelo enunciado mais informal.

Como j4 se mostrou, um sistema rigido plano possui trés graus de liberdade; por esta razdo, para impedir
qualquer movimento do sistema devem-se restringir trés movimentos dos pontos vinculados ou do

sistema como um todo. E por isso que um sistema vinculado com menos de trés vinculos € hipostatico.

Observa-se, contudo, que a Propriedade 1.9 € uma condi¢éo suficiente, mas ndo uma condig@o necessaria
para que um sistema rigido plano seja hipostatico.

A barra da Figura 1.62(d), apesar de possuir quatro vinculos, apresentard movimento se for solicitada por
uma forg¢a horizontal, sendo portanto hipostatica.

Definigéo 1.14

Da-se o nome de estrutura isostdtica a uma estrutura cujos vinculos impedem que ela se movimente, mas
que passa a poder se movimentar se algum de seus vinculos for suprimido.

Como exemplo de uma estrutura isostdtica tem-se a viga da Figura 1.64(a). Qualquer que seja seu
carregamento, ela ndo poderd se movimentar.

Sao trés os vinculos desta viga: dois introduzidos em A pela articulacdo fixa e um introduzido em B pela
articulacdo movel.

A supressdo de qualquer um desses vinculos levard a uma estrutura que poderd se mover.
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Figura 1.64

Se, por exemplo, for suprimido o vinculo do ponto B a estrutura passard a apresentar movimento se for
solicitada por um carregamento vertical, como se indica na Figura 1.64(b).

Outra maneira de suprimir um vinculo desta viga consiste em se substituir a articulagdo fixa do ponto A
por uma articulagdo mével que impeca o movimento vertical deste ponto, eliminando-se assim o vinculo
que impede o movimento horizontal do ponto A. A viga passard entdo a poder apresentar translacio
horizontal, como se mostra na Figura 1.64(c).

E facil verificar que uma outra forma de se definir uma estrutura isostdtica € a seguinte: uma estrutura

isostdtica € uma estrutura que ndo pode apresentar nenhum movimento, e que se transforma em
hipostatica se algum de seus vinculos for suprimido.

Um outro exemplo de uma estrutura isostdtica € a viga engastada da Figura 1.65(a).

(a) ;
4
P
(b) l
Figura 1.65

Se o engastamento for substituido por uma articulagdo fixa ela passard a poder apresentar movimento,
como se mostra na Figura 1.65(b).

Como uma estrutura rigida plana possui trés graus de liberdade, tem-se a seguinte propriedade:

Propriedade 1.10

Os apoios de uma estrutura rigida plana isostitica sempre introduzem trés vinculos no sistema.

Observa-se que esta propriedade fornece uma condi¢do necessdria, mas ndo suficiente, para que uma
estrutura rigida plana seja isostdtica. A viga da Figura 1.66 possui trés vinculos, mas ndo € isostitica, e
sim hipostatica.
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Figura 1.66

Defini¢éo 1.15

Da-se o nome de estrutura hiperestdtica a uma estrutura que ndo pode apresentar movimento, e que pode
ter vinculos suprimidos sem que se torne hipostdtica.

Como um exemplo de estrutura hiperestdtica tem-se a viga da Figura 1.67(a). Ela possui quatro vinculos:
trés introduzidos em A pelo engastamento e um introduzido em B pela articulagdo mével.

(@
) =N
(b)
)
(©

Figura 1.67

Se a articulagdo movel for suprimida se obterd a viga da Figura 1.67(b), que ndo pode apresentar
movimento. De igual forma, se o engastamento do ponto A for substituido por uma articula¢do fixa, se
obterd a viga da Figura 1.67(c), que também ndo pode apresentar movimento.

Pode-se observar que as vigas das Figuras 1.67(b) e (c) so isostdticas, e que poderdo passar a apresentar
movimento se mais algum outro vinculo for suprimido.

E importante notar que na Defini¢cdo 1.15 se diz que uma estrutura é hiperestatica se existirem vinculos
que podem ser suprimidos sem que se torne hipostatica, ndo se dizendo, entretanto, que qualquer vinculo
pode ser suprimido sem que ela se torne hipostatica.

A viga da Figura 1.68(a), por exemplo, é hiperestdtica, pois qualquer uma de suas articulagdes moveis
pode ser suprimida sem que se torne hipostatica, como se vé nas Figuras 1.68(b) e (c). Se, entretanto, se
substituir a articula¢@o fixa por uma articulacdo mével, como se mostra na Figura 1.68(d), se obtera uma
estrutura hipostitica. A viga da Figura 1.68(a), contudo, é hiperestatica.
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Figura 1.68
Do fato de uma estrutura rigida plana possuir trés graus de liberdade decorre a propriedade:

Propriedade 1.11

Os apoios de uma estrutura rigida plana hiperestdtica sempre introduzem mais que trés vinculos no
sistema.

Esta propriedade ¢ uma condicdo necessdria, mas ndo suficiente, para que uma estrutura seja
hiperestdtica. A viga da Figura 1.62(d) é um exemplo de uma estrutura que possui mais que trés vinculos,
e ¢ hipostatica.

Definigo 1.16

Da-se o nome de grau de hiperestaticidade de uma estrutura hiperestatica a0 nimero maximo de vinculos
da estrutura que podem ser suprimidos sem que ela se torne hipostatica.

Comentou-se hd pouco que a viga da Figura 1.67 pode ter um vinculo suprimido sem se tornar
hipostédtica, passando a sé-lo se um segundo vinculo vier a ser suprimido. O grau de hiperestaticidade da
viga da Figura 1.67 ¢ portanto igual a um.
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Figura 1.69

Considere-se agora a viga hiperestdtica da Figura 1.69(a).



Introducdo a Mecanica das Estruturas 39
Capitulo 1 — Estdtica dos Sistemas Materiais Planos

Esta viga possui cinco vinculos: trés introduzidos pelo engastamento e dois, pela articulagdo fixa. O maior
nimero de vinculos que podem ser suprimidos sem que se torne hipostatica € dois, como se verifica nas
Figuras 1.69(b), (c) e (d), em que se apresentam trés vigas isostdticas derivadas da viga hiperestdtica pela
supressdo de dois vinculos.

A viga da Figura 1.69(a) tem portanto grau de hiperestaticidade igual a dois.

Como o niimero minimo de vinculos necessdrios para impedir que uma estrutura rigida plana apresente
movimento é trés, tem-se a seguinte propriedade.

Propriedade 1.12

O grau de hiperestaticidade de uma estrutura rigida plana hiperestética é
g=v—-3, (1.52)

onde: g € o grau de hiperestaticidade da estrutura;
v € o nimero de vinculos introduzidos na estrutura pelos apoios.

Como se pode ver, grau de hiperestaticidade de uma estrutura é o nimero de vinculos que excedem o
minimo necessdrio para impedir o movimento da estrutura; estes vinculos superabundantes podem ser
suprimidos sem que a estrutura se torne hipostatica.

Encerrando e resumindo esta se¢do, comenta-se que a hipostaticidade, isostaticidade ou hiperestaticidade
de uma estrutura se prende a capacidade que seus apoios apresentam de impedir o movimento da
estrutura, o que depende do nimero de vinculos introduzidos na estrutura pelos apoios e do

posicionamento desses vinculos.

1.6.4 Determinacao das reacoes de apoio

Os esforcos externos que atuam em uma estrutura sdo classificados em esforcos externos ativos e
reativos. Os esforgos externos ativos — o peso dos objetos e pessoas que ocupam uma sala, o peso de um
trem que passa por uma ponte, etc.— sdo sempre conhecidos. Ja os esfor¢os externos reativos, introduzidos
na estrutura pelos apoios, precisam ser determinados.

No caso das estruturas isostdticas esta determinagdo é muito simples, e se faz por meio das equagdes de
equilibrio da estatica.

Como uma estrutura isostdtica sempre estd em equilibrio e o niimero de rea¢des de apoio a determinar é
igual ao nimero de equagdes de equilibrio satisfeitas pelos esfor¢os externos que atuam na estrutura, tem-
se um sistema com o mesmo numero de incognitas e de equacdes, e que sempre € determinado.

No caso dos sistemas rigidos planos tem-se trés reacdes de apoio a determinar e as seguintes trés
equacdes de equilibrio da estatica a serem satisfeitas pelos esfor¢cos externos que atuam no sistema:

n
> X=)X;=0,
i=1
n
DY=>Y=0, (1.53)
i=1

n
2 Mo =2 My =0,
i=1

onde X; e ¥; sdo as componentes das n forcas externas do sistema em relagéio a um referencial situado no
plano do sistema € M(; sdo os momentos de cada uma das forgas do sistema em relagdo a um ponto

qualquer O do plano.
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A nomenclatura 3 X , 2 Y e 2 Mg utilizada nas expressdes (1.53) é uma simplificagdo da nomenclatura

mais rigorosa a sua direita.

Serdo apresentados agora alguns exemplos de determinac¢do das reagdes de apoio de estruturas planas.

Exemplo 1.7

Determinar as reagdes de apoio da viga em balanco da Figura 1.70.

\\§
T —
Old— v

Figura 1.70

Déa-se o nome de vigas em balango as vigas vinculadas apenas por um engastamento; estas vigas sdo
também chamadas vigas engastadas.

As reagdes de apoio introduzidas na viga pelo engastamento sdo as for¢as X, , Yo e o momento M
indicados na Figura 1.71, e sdo estes os esfor¢cos que se deseja determinar.

P P
M
o ! !
X,
i ; c
i a | a |
Figura 1.71

Na Figura 1.71 esto indicados todos os esfor¢os externos — ativos e reativos — que atuam na estrutura, e
que devem satisfazer as trés equagdes de equilibrio da estética:

ZXZO = XAZO,
dY=0 = Yo —P-P=0, (1.54)
DMp=0 = M-Pa-P2a=0.

Observa-se que se utilizou o ponto A como polo para o cdlculo dos momentos.
Do sistema (1.54) obtém-se as reagdes de apoio:

XAZO,
Yy =2P, (1.55)
M = 3Pa.

Nota-se que a reacdo horizontal X, € nula, e a explicacdo para este fato é bastante simples: como o
carregamento que atua na viga ndo tende a fazé-la apresentar deslocamento horizontal, o engastamento
ndo precisa introduzir na viga uma forga que impeca tal translacdo.
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Ja com relacdo as duas outras reagdes tem-se uma situagdo diferente. O carregamento da viga tende a
fazé-la apresentar translacdo vertical, e o engastamento introduz entdo uma reagdo vertical Y, para
impedir esta translacdo. Sob a ac@o das forcas verticais — ativas e reativa — a viga tende a apresentar
rotacdo, que ¢ impedida pelo momento reativo M.

Os esfor¢os externos que atuam na viga estdo mostrados na Figura 1.72; o simbolo = nesta figura indica
que os esforcos aplicados nestas duas vigas sdo 0s mesmos.

P P P P

3Pa
ﬂ ' y o : )

7 =
sz

‘ a \ a | \ a \ a >

Figura 1.72

Exemplo 1.8

Determinar as reagdes de apoio da viga em balanco da Figura 1.73.

p
ATYIVYIVIVYYYIVIYIYYIYIY

1 / 1

Figura 1.73

A determinagdo das reacdes de apoio desta viga ficard muito simplificada se se substituir o carregamento
distribuido que atua nesta barra pela for¢ca mecanicamente equivalente a ele, indicada na Figura 1.74.

pl
’ !
C

A

l\)l\
I\)|N

Figura 1.74

Como os carregamentos das vigas 1.73 e 1.74 sdo mecanicamente equivalentes, possuem as mesmas
reacdes de apoio, sendo mais facil determind-las para a viga da Figura 1.74 que para a viga da Figura
1.73. As reagdes de apoio procuradas estdo indicadas na Figura 1.75.

/
M p
P l
_’A
X, C B
.

A2

l\)l\
l\)l\

Figura 1.75
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Aplicando as equagdes de equilibrio da estética, tem-se:
>X=0 = XA=0,
>Y=0 = Yy -pl=0, (1.56)
DMy=0 = M—pl%:O.

As reacoes de apoio da viga da Figura 1.74 e também da viga da Figura 1.73 sdo portanto:

XA = 0 N
Yp = pl, (1.57)
2
=P
2
Estas reagdes estdo mostradas na Figura 1.76.
12
p £ p
AIVIVTIVIITITIIVINIIIIONY ( TVYYYYVIYTVYYIYYIYIIYYY
- 4
| [ | [ |
pl
Figura 1.76

Na determinacdo das reacdes de apoio, a substitui¢do de um carregamento distribuido por uma forga
mecanicamente equivalente sempre facilitara a resolugdo, devendo portanto ser sempre feita.

Exemplo 1.9

Determinar as reacdes de apoio da viga da Figura 1.77.

Figura 1.77

A substitui¢do do carregamento distribuido pela forca mecanicamente equivalente a ele leva a viga da
Figura 1.78, cujas reagdes se determinam por meio das equagdes de equilibrio

ZX=O = XA=O,

I
Sr=0 = YA—’%=0, (1.58)

121
SMy=0 = M—pTO?zo.
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M
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X T C B
Y,
| 2 < L —
3 3
Figura 1.78
As reagdes de apoio da viga da Figura 1.77 sdo portanto:
XA = O N
[
Y, = Lot (1.59)
2
M= Po! ,
3
como se mostra na Figura 1.79.
///’/’/’/ R, lz ///”/’/
T 2 1 P
PR AAAAAAAAAA — PIPLAAAAAAAAAAA
Z =
i
| / | Pt | / |
2
Figura 1.79

Exemplo 1.10
Determinar as reagdes de apoio da viga poligonal da Figura 1.80.

A obtenc@o das reacdes de apoio segue a mesma sistemdtica que nos demais exemplos: substitui-se o
engastamento pelos esforcos que pode introduzir na viga (Figura 1.81), e impde-se que os esfor¢os
externos que atuam na estrutura satisfacam as equacdes de equilibrio da estética:

>X=0 =  X,-20+10=0,
dY=0 = Yo +20-10=0, (1.60)

ZMA=O = M+20-3+10-2-10-2=0.
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Figura 1.80
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Figura 1.81
As reagdes de apoio sdo portanto:
XA=10kN ,
Yy =—-10kN,
M =—-60kNm,

como se mostra na Figura 1.82.

(1.61)

44
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60kNm
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Figura 1.82

Exemplo 1.11

Determinar as reagdes de apoio da viga simplesmente apoiada da Figura 1.83.

o [ —"
@

Figura 1.83

Da-se o nome de vigas simplesmente apoiadas as vigas apoiadas em suas extremidades por meio de duas
articulacdes, uma moével e a outra fixa.

As reacdes de apoio que podem ser introduzidas nesta viga pelos apoios estdo indicadas na Figura 1.84.

P

Figura 1.84

As equacgdes de equilibrio sdo
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ZX=O = XA=O,
>Y=0 = Yy - P+Y-=0, (1.62)

DMy=0 = —Pa+Yl=0,

de onde se obtém as reagdes:

XA=O,
YAszb, (1.63)
-

<
[«——

Figura 1.85

Exemplo 1.12

Determinar as reagdes de apoio da viga simplesmente apoiada com dois balanc¢os da Figura 1.86.

40kN
40kN/m
200N SRERRORA AR RARARARONS
‘_
[ 2m | 2m | 2m | 2m |
Figura 1.86

Esta viga ¢ uma viga simplesmente apoiada porque possui como apoios duas articulagdes, uma fixa e
outra movel; como a extremidade A do trecho AB € livre, diz-se que este trecho estd em balanco, apoiado
na viga simplesmente apoiada BD; da mesma forma, como a extremidade E do trecho DE também ¢€ livre,
diz-se que ele estd em balango, apoiado na viga simplesmente apoiada.

Por estas razdes, dd-se a este tipo de viga o nome de viga simplesmente apoiada com dois balangos, um
balanco a esquerda — o trecho AB — e um balango a direita — o trecho DE.

Para determinar as reacdes de apoio da viga substituem-se os apoios pelos esfor¢os que podem introduzir
na estrutura, substitui-se o carregamento distribuido pela forca mecanicamente equivalente a ele, e impde-
se que estes esforgos, indicados na Figura 1.87, satisfacam as equacdes de equilibrio da estdtica.
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40kN 160kN
40kN l l
A X—P B D E
" TYB Y,
[ 2m | 4m 1 2m |
Figura 1.87

Tem-se
ZX:0 = -40+Xg =0,
ZY=0 = Yg +Yp =40+ 160, (1.64)
ZMB =0 = 402+4Yp,-160-4=0,

de onde decorrem

XB:401(N N
Y = 60 kN , (1.65)
Yp = 140 kN .

Observa-se que, neste problema, optou-se por escrever a equagdo de equilibrio de momentos utilizando
como polo o ponto B, e ndo a extremidade esquerda da barra — o ponto A —, como se havia feito nos
exemplos anteriores.

A razdo para esta escolha é muito simples: a equagdo de equilibrio de momentos relativamente ao ponto
Aé

SMyA=0 = 2¥+6Y,-1606=0, (1.66)

verificando-se que figuram nesta equacdo duas das reacdes desconhecidas. Como a reagdo Yp passa pelo
ponto B, na equag@o de equilibrio de momentos relativamente ao ponto B figura apenas a incégnita Yp, o
que facilita a resolucdo do sistema, ja que o valor dessa incdgnita decorre diretamente dessa equagao.

Convém, portanto, escolher como polo da equacdo de equilibrio de momentos um ponto pelo qual passe a
linha de acdo de uma ou mais incdgnitas, de forma a facilitar a resolu¢do do sistema de equacdes.

Na Figura 1.88 indicam-se as rea¢des de apoio da viga da Figura 1.86.

Neste exemplo foram apresentadas quatro equagdes de equilibrio para a viga da Figura 1.87: as equagdes
(1.64) e a equacdo (1.66).

Como se trata de um sistema rigido plano que possui trés graus de liberdade, apenas trés dessas equagdes
podem ser linearmente independentes, sendo a quarta delas uma combinag@o linear das outras trés.

A grande utilidade de se examinar uma equacdo de equilibrio de momentos adicional reside no fato de
que ela permite verificar se houve algum erro na determinagao das reacdes de apoio.

Vai-se utilizar a viga da Figura 1.88(b) para ilustrar esta afirmac¢do. Qualquer que seja o polo considerado,
o momento dos esforcos que atuam nesta viga em relacdo a este polo deve ser nulo. Este fato pode ser
usado para comprovar se as reacoes ja determinadas estdo corretas.
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Figura 1.88

Calculando, por exemplo, os momentos destes esfor¢os em relagio ao ponto D, tem-se

> Mp =40-6—-60-4=0. 1.67)

Este valor nulo para o momento do sistema em relag@o ao ponto D é uma boa indica¢@o de que as reacdes
devem estar corretas, pois uma condi¢@o necessdria para que se tenha reagdes corretas € que 0 momento
dos esforcos que atuam na viga em relacdo a este ou a qualquer outro polo seja nulo.

Esta condicdo, entretanto, ndo € suficiente para garantir a exatiddo das reacdes, e dois erros que se
compensem podem fazer com que se tenha Y, Mp = 0 mesmo com reagdes de apoio incorretas.

Apesar disso, a equac@o de equilibrio de momentos adicional, por ser muito simples de escrever e por
quase sempre permitir detectar reacdes de apoio calculadas incorretamente, deve ser feita sempre que o
sistema de equagdes de equilibrio for um pouco mais complexo e de solu¢io mais trabalhosa.

Exemplo 1.13

Determinar as reagdes de apoio da estrutura da Figura 1.89.

, q
\A,,.\"4s° v

k—a —

D

Figura 1.89
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2qa

Figura 1.90
Na Figura 1.90 representam-se as reacdes que podem ser introduzidas na estrutura pelos apoios e a forca
mecanicamente equivalente a carga distribuida.

As equagdes de equilibrio referentes a esta estrutura sao

V2

ZX=0 = RAT"'XD:O’
>Y=0 = RAg+ Yo =2qa, (1.68)

ZMAZO = Xpa-2qa3a+Y-4a=0,

22

decorrendo RA—? qa,
8
Yo = —qa, (1.69)
5
2
Xp=—-—gqa.
D 5 q

Na Figura 1.91 indicam-se as reacdes de apoio da estrutura da Figura 1.89.

, q
A\ # P A

/ B T
[ 8
22qa Sqa

k—=a—

W ro

f 2a | 2a |

Figura 1.91

Examinando as equagdes (1.68) observa-se que em cada uma delas hd duas incognitas, o que torna a
resolugdo do sistema um pouco trabalhosa.

Pode-se obter um outro sistema de equagdes que permite determinar as reacdes de apoio de forma mais
imediata, lembrando que o momento dos esfor¢cos que atuam na estrutura da Figura 1.90 é nulo em
relagdo a qualquer ponto que se considere. Este sistema mais simples € constituido pelas trés equagdes de
equilibrio de momentos relativas a trés pontos particulares. Para comprovar esta afirmacdo, considere-se a
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Figura 1.92, em que se reapresenta a estrutura que estd sendo analisada, e na qual estdo indicadas as
intersecdes E, F e G das linhas de acdo das reagdes de apoio.

A equacdo de equilibrio de momentos em relagdo ao ponto E é

ZMEZO = XpS5a +2qa-a=0. (1.70)
&£
4
//l
e 1
// !
7’ 1
l
/ 1
,’ 1 4a
/ 1
// !
, 1
L7 2qa |
// l 1
A<45° B Co
R, YCT a
// D X
A —p----- +E} L
<—a—> 2a <—a—><—a—>
Figura 1.92

Observa-se que nesta equagdo de equilibrio s6 figura a incégnita Xp, jd que as linhas de agdo das outras
duas incégnitas passam pelo ponto E.
Coisa andloga se passa em relacdo as equacdes de equilibrio de momentos referentes aos pontos F e G:

ZMFZO = -2qa-4a+Y:-5a=0,

Sa\/a_
2

(1.71)

ZMGZO = 2qa-a — Ry 0.

O sistema constituido pelas equacdes (1.70) e (1.71) leva as mesmas rea¢des de apoio ja determinadas,
mas agora de forma mais simples, ji que em cada uma das equagdes figura apenas uma incdgnita,
comprovando-se assim a afirmac¢do que havia sido feita.

Conclui-se, portanto, que nem sempre o sistema constituido pelas trés equacdes de equilibrio cldssicas —
>X=0,>Y=0 e > Mp=0,ondeP éum ponto qualquer — é o mais adequado para determinar as
reagdes de apoio.

Quaisquer trés equacgdes de equilibrio linearmente independentes podem ser empregadas para determinar
as reacdes de apoio, podendo-se substituir uma ou mesmo as duas equacdes de equilibrio de forgas —
>X=0e XY= 0 -porequagdes de equilibrio de momentos.

Como principio geral a ser sempre seguido, recomenda-se que as equagdes de equilibrio de momentos
sejam determinadas em relagdio a pontos particulares, que venham a facilitar a posterior resolucdo do
sistema.

1.7 Estatica dos sistemas materiais espaciais

Nesta secdo serd estudado o equilibrio dos sistemas materiais espaciais.
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Definigéo 1.17

Os sistemas materiais espaciais sdo aqueles que ndo sio planos, isto é, sdo aqueles que ndo possuem todas
as suas particulas e todos os esforgos que os solicitam situados em um mesmo plano.

Ha dois tipos de sistemas espaciais: aqueles que, embora tendo todas as suas particulas situadas em um
mesmo plano, sdo solicitados por forgas que ndo pertencem a este plano, como se mostra nas Figuras
1.93(a) e (b), e aqueles que ndo possuem todas as suas particulas situadas em um mesmo plano, como os
das Figuras 1.93(c) e (d).

(a)

() (d)

Figura 1.93

1.7.1 Apoios
Os principais apoios dos sistemas espaciais s3o os seguintes:
® apoio simples
impede: o movimento do ponto vinculado na dire¢do normal a do plano de vinculag@o.
permite: o movimento do ponto vinculado em qualquer dire¢do paralela ao plano de vinculagio;
o movimento de rotacdo do sélido em torno de qualquer eixo que passa pelo ponto

vinculado.

O apoio simples € indicado pelos simbolos

M/ow
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O primeiro destes simbolos é uma representagdo esquemdtica de um dos dispositivos mecanicos
utilizados para construir um apoio simples: uma articulacdo ligada a uma base que se movimenta
livremente sobre o plano de vinculag@o.

Para impedir o movimento do ponto vinculado na dire¢do normal a do plano de vinculagdo o apoio
simples introduz neste ponto do sélido uma for¢a com a dire¢do do movimento impedido, como se mostra
na Figura 1.94.

R
Figura 1.94

A reacdo de apoio introduzida em uma estrutura espacial por um apoio simples € uma for¢a com dire¢do
conhecida, mas com sentido e intensidade a determinar em cada caso particular.

Como um apoio simples restringe um tnico movimento do ponto vinculado — o movimento numa
determinada direcdo —, introduz um tnico vinculo no sistema.

Nos cursos de mecdnica apresentam-se outros dois apoios que restringem movimentos do ponto
vinculado: o anel e a rotula.

e anel
impede: o movimento do ponto vinculado no plano perpendicular a reta de vinculagao.

permite: o movimento do ponto vinculado na direcdo da reta de vinculagdo; a rotacdo do sélido em torno
dos eixos que passam pelo ponto vinculado.

O anel € indicado pelo simbolo da Figura 1.95.

Figura 1.95

O anel impede que o ponto vinculado se movimente no plano perpendicular a reta de vinculagdo, o plano
caracterizado pelos eixos x e y da Figura 1.96.

Figura 1.96
Como qualquer movimento de um ponto em um plano pode ser decomposto em duas componentes
segundo duas direcdes distintas situadas nesse plano, dizer que um anel impede qualquer movimento do
ponto vinculado no plano xy da Figura 1.96 é equivalente a dizer que ele impede o movimento do ponto
na diregdo do eixo x e também o seu movimento na dire¢do do eixo y.
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Para impedir que o ponto vinculado apresente movimento no plano perpendicular a reta de vinculagdo o
anel introduz neste ponto do sistema uma forca situada no plano dos movimentos impedidos — a forca R
da Figura 1.97(a) —, com direg¢do, sentido e intensidade a determinar em cada caso particular.

Figura 1.97

Como uma forca situada em um plano pode ser sempre decomposta em duas componentes segundo duas
direcdes distintas nesse plano, pode-se dizer que o anel introduz como reagdes de apoio as duas
componentes de R segundo os eixos x e y, como se indica na Figura 1.97(b). A rea¢do X impede o
movimento do ponto na direcéio do eixo x e a reagdo ¥, o movimento na dire¢do do eixo y.

Pode-se dizer, portanto, que as reagdes de apoio introduzidas por um anel em um sistema sdo duas forgas
com dire¢des conhecidas, mas com sentidos e intensidades a determinar em cada caso particular, as forgas
X e Y da Figura 1.97(c).
Como impede os movimentos de um ponto segundo duas direcdes distintas, um anel introduz dois
vinculos em um sistema.

Pode-se facilmente verificar que dois apoios simples convenientemente posicionados sdo equivalentes a
um anel, como se mostra na Figura 1.98.

Figura 1.98
Ao impedir que o ponto vinculado apresente movimento nas duas dire¢des normais a reta de vinculagéo,
os dois apoios simples da Figura 1.98 estdo impedindo que ele apresente qualquer movimento no plano
perpendicular a essa reta, o que torna os apoios das Figuras 1.95 e 1.98 equivalentes.
Esta forma de se considerar um anel — como o resultado da combinag¢@o de dois apoios simples — tem a
grande vantagem de deixar bem claros quantos vinculos e quantas reagdes de apoio um anel introduz em
uma estrutura.
e rétula
impede: qualquer movimento do ponto vinculado.

permite:  arotacdo do sistema em torno dos eixos que passam pelo ponto vinculado.

Indica-se uma rétula por meio do simbolo da Figura 1.99.
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o

Figura 1.99

Os comentdrios relativos a uma rétula sdo qualitativamente semelhantes aos feitos a respeito de um anel.
Como um movimento qualquer no espaco pode ser sempre decomposto em trés componentes segundo
trés direcdes nao-coplanares, dizer que uma rdtula impede qualquer movimento de um ponto é
equivalente a dizer que ela impede os movimentos deste ponto em trés dire¢des ndo-coplanares, por
exemplo as diregdes x, y e z da Figura 1.100.

X

Figura 1.100

Para impedir qualquer movimento do ponto vinculado uma rétula nele aplica uma for¢ca R — mostrada na
Figura 1.101(a) —, cuja direcdo, sentido e intensidade devem ser determinados em cada caso particular.

Esta forca reativa pode ser decomposta em suas componentes segundos 0s €iXos X, y, Z, COmo se mostra
na Figura 1.101(b). As forcas X, Y e Z impedem, respectivamente, os movimentos do ponto nas dire¢des
dos eixos x, y e z.

Figura 1.101
Pode-se dizer entdo que as reagdes de apoio introduzidas por uma rétula sdo trés forcas com direcdes
conhecidas, mas com sentidos e intensidades a determinar, as forgas X, Y e Z da Figura 1.101(c).

Como impede trés movimentos de um ponto, uma rétula introduz trés vinculos no sistema.
Trés apoios simples convenientemente dispostos — como se mostra na Figura 1.102 — sdo equivalentes a

uma rétula: ao impedir os movimentos do ponto em trés direcdes ndo-coplanares, os apoios simples da
Figura 1.102 impedem qualquer movimento do ponto vinculado.

Figura 1.102
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Neste texto, um anel serd considerado como na Figura 1.98: uma combinacdo adequada de dois apoios
simples; de igual forma, se considerard uma rétula como uma combinacdo conveniente de apoios simples,
como na Figura 1.102.

Os trés apoios que acabam de ser examinados impedem movimentos do ponto vinculado, mas todos eles
permitem a rotagdo do sistema em torno dos eixos que passam por esse ponto.

Serd examinado agora um apoio que também impede rotagdes.

® engastamento

impede: qualquer movimento do ponto vinculado;
a rotacdo do sistema em torno dos eixos que passam pelo ponto vinculado.

Indica-se o engastamento espacial pelo simbolo

No estudo que se acaba de fazer sobre a rétula foram determinados os esfor¢os que um apoio introduz em
um sistema ao impedir que o ponto vinculado apresente qualquer movimento.

Da mesma forma que a rétula, também o engastamento, ao impedir qualquer movimento do ponto
engastado, nele aplica uma for¢ca com dire¢do, sentido e intensidade a serem determinados.

Como esta forca pode ser decomposta segundo trés direcdes ndo-coplanares, pode-se dizer
alternativamente que um engastamento introduz no ponto vinculado trés forgas com dire¢cdes conhecidas,
mas com sentidos e intensidades a determinar, as for¢as X, Y'e Z da Figura 1.103.

Z
X,éb\y
Ax/

Figura 1.103

Além de impedir qualquer movimento do ponto vinculado, o engastamento também impede a rotagdo do
sistema em torno de qualquer eixo que passa por este ponto. Para isso, aplica no ponto engastado um
momento com direcdo, sentido e intensidade a determinar em cada caso particular (Figura 1.104(a)).

O momento reativo M da Figura 1.104(a) pode ser decomposto segundo trés dire¢des ndo-coplanares,
como se indica na Figura 1.104(b).

Pode-se, entdo, dizer que para impedir a rotagdo do sistema em torno de qualquer eixo que passa pelo
ponto vinculado um engastamento introduz neste ponto trés momentos com direcdes conhecidas, mas
com sentidos e intensidades a determinar, os momentos M,, M,e M, da Figura 1.104(c).
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Figura 1.104

O momento M da Figura 1.104(a) impede a rota¢do do sistema em torno do eixo que possui a direcdo do
vetor que representa esse momento; essa rotagdo pode ser sempre considerada como a composicao de trés
rotagdes do sistema, em torno dos eixos x, y e z.

As componentes M,, M, e M, de M impedem, respectivamente, as rotagdes do sistema em torno dos eixos
x, y e z, impedindo desta forma que o sistema apresente rotacdo em torno de qualquer eixo que passe pelo

ponto vinculado.

Um engastamento, portanto, ao impedir 0 movimento de um ponto em trés direcdes ndo-coplanares e as
rotagdes deste ponto em torno destes trés eixos, introduz seis vinculos no sistema.

As seis reagdes de apoio que impedem esses seis movimentos estdo indicadas na Figura 1.105.

Figura 1.105
Para finalizar esta secdo deve-se notar que, da mesma forma que para os sistemas planos, também no caso
dos sistemas espaciais os deslocamentos lineares dos pontos vinculados sdo impedidos por forcas e os
deslocamentos angulares, isto ¢, as rotacdes do sistema em torno dos eixos que passam por um ponto, a0
impedidos por momentos.

1.7.2 Movimentos de um sistema material espacial

Um sistema rigido espacial possui seis graus de liberdade, ou seja, sdo necessdrios seis parametros para
caracterizar um movimento do sistema; trés desses parametros definem a translagdo do sélido e os outros
trés, a rotacdo.

Considere-se o s6lido da Figura 1.106, que da posi¢do 0 passa a posigdo 4, fazendo com que o ponto P
passe 2 posi¢do P’ .
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P

ZA

Figura 1.106

Este movimento pode ser considerado como a composi¢a@o de trés translagdes e trés rotagdes.

As trés translagdes do sélido que levam o ponto P a posi¢do P’ estdo indicadas na Figura 1.107: uma
transla¢@o na dire¢do do eixo x, que o leva da posi¢do 0 a posi¢cdo 1, uma translagio na diregdo do eixo y,
que o leva a posigdo 2, e uma translag@o na dire¢@o do eixo z, que o leva a posigdo 3.

O movimento que leva o sélido da posicdo 3 a posi¢do final 4 é a composicao de trés rotagdes, em torno
dos eixos x”, y"e z’, que passam por P’ e sdo paralelos aos eixos coordenados (Figura 1.108).

ZA
: T
P >y
1 2
= ]
X
Figura 1.107
ZA
>y

x

Figura 1.108
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Como ¢ dificil representar esta seqiiéncia de rotagdes, optou-se por apresentar isoladamente cada uma
destas rotagdes na Figura 1.109. Na Figura 1.109(a) mostra-se a rota¢do em torno de x”, na Figura
1.109(b), a rotacdo em torno de y” e na Figura 1.109(c), a rotagéio em torno de z”.

Nesta figura ndo se estd mostrando o que de fato ocorre. Na realidade, é o s6lido 3”da Figura 1.109(a)
que gira em torno de y” e em seguida em torno de z”, atingindo desta forma a posicdo final 4.

3 3 >y
=
x) (c)
Figura 1.109

O movimento que leva um sistema rigido espacial de uma posi¢do a outra pode, portanto, ser sempre
considerado como o resultado de seis movimentos independentes: trés translagoes e trés rotagdes.

E por isso que se diz que um sistema material espacial possui seis graus de liberdade.

Comentou-se ao se estudar os sistemas rigidos planos que os graus de liberdade de um sistema também
podem ser definidos como sendo o nimero minimo de pardmetros necessdrios para caracterizar a posi¢ao
do sistema em relacdo a um determinado referencial.

As duas defini¢gdes para graus de liberdade de um sistema estdo relacionadas, ndo sendo dificil mostrar
que também de acordo com esta segunda defini¢do um sistema rigido espacial possui seis graus de
liberdade.

1.7.3 Estruturas hipostaticas, isostaticas e hiperestaticas
Tudo o que foi visto a respeito da estaticidade dos sistemas rigidos planos se aplica aos sistemas rigidos

espaciais, devendo-se lembrar apenas que um sistema espacial possui seis graus de liberdade, enquanto
um sistema plano possui apenas trés.
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Assim, um sistema espacial cujos apoios introduzem menos que seis vinculos no sistema ¢ hipostatico.
Como exemplo, tem-se a estrutura da Figura 1.110, vinculada por meio de um anel e de uma rétula, que
ndo impedem a rotagdo em torno do eixo definido pelos pontos A e B.

C
Figura 1.110

Um sistema espacial isostdtico possui apoios que introduzem seis vinculos no sistema. Como exemplo de
um sistema espacial isostdtico tem-se a estrutura da Figura 1.111, vinculada por uma rétula, um anel e um
apoio simples. Ela € semelhante a estrutura da Figura 1.110, mas apresenta uma restricdo de movimento
adicional, o impedimento ao deslocamento vertical do ponto C, que impede a rotagdo da estrutura em
torno do eixo AB.

Figura 1.111

Lembra-se mais uma vez que ndo basta que haja seis vinculos para que uma estrutura seja isostdtica:
apesar de possuir seis vinculos, a estrutura da Figura 1.112 pode apresentar rotagdo em torno do eixo AB.

Uma estrutura hiperestitica espacial possui sempre mais que seis vinculos. Na Figura 1.113 mostra-se

uma estrutura hiperestatica com dois graus de hiperestaticidade, como se depreende ao compara-la com a
estrutura da Figura 1.111, que € isostatica.

C

Figura 1.112
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Figura 1.113

Novamente vale a pena lembrar que o fato de uma estrutura espacial possuir mais que seis vinculos ndo é
condigdo suficiente para que ela seja hiperestatica.

Embora possua sete vinculos, a estrutura da Figura 1.114 € hipostatica, ja que pode girar em torno do eixo
AB.

C
Figura 1.114
1.7.4 Momento de uma forca em relacio a um eixo

Nesta secdo sera apresentado o momento de uma forca em relagdo a um eixo, que serd utilizado na
obtenc¢do das equagdes de equilibrio de um sistema material espacial.
Considerem-se os seguintes elementos mostrados na Figura 1.115:

® umeixo r

¢ uma forga aplicada (P, F )

¢ o plano o que passa por P e € ortogonal ao eixo r
® ainterse¢do A do eixo r com o plano o

e as componentes F, e F, de F, F,, ortogonal ao plano o e F, situada no plano o

S0
=l

.

{

Figura 1.115
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Definigo 1.18

Define-se como momento da forca ( P, F ) em relagdo ao eixo r o vetor
M,=APAF, , (1.72)

ou seja, o momento da for¢a (P, F') em relacéo ao eixo r € o momento da componente ( P, IT} ) em relacéo
ao ponto A.

O momento da for¢a ( P, F') em relagdo ao eixo r estd indicado na Figura 1.116; observa-se que este
momento € paralelo ao eixo r.

Figura 1.116

Propriedade 1.13

O momento de uma for¢a em relagdo a um eixo paralelo a ela € nulo.

A demonstracdo desta propriedade é imediata, pois se a forga é paralela ao eixo entdo IT; =0, logo

M, =APAF, =0.

<y

Figura 1.117
Propriedade 1.14

O momento de uma forca em relacdo a um ponto € a soma vetorial dos momentos desta forca em relagdo
a trés eixos ortogonais entre si que passam por esse ponto.
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Considere-se a Figura 1.117. De acordo com a Propriedade 1.14 o momento 1\710 da forca ( P, F ) em
relacdo ao ponto O é

- - - -
Mo=M+M,+ M, , (1.73)

onde M ., M ye M, sdo respectivamente os momentos da forca (P, F') em relac@o aos eixos x, y € z.

A demonstracdo dessa propriedade ndo € dificil.

— e
Tem-se OP=ai+bj+ck e F=Xi+Y j+Zk ,logo
- -

- —_ — - - — —
Mo=OPAF= (ai+bj+ck) A(Xi+Yj+Zk) =
=ai A(XT+Yj+Zk) +bjA(Xi+Yj+Zk) + ckA(X i +Y[+Zk) =

=aiAXi+aiAYj+aiAZk+bjAXi+b jAYj+bjAZk+ (1.74)
+ckA Xi+ckAYj+ckAZk=0+Yak —Za j—Xbk+0+Zbi +
+Xc j-Yci+0=(Zb-Yc)i+(Xc—Za)j+(Ya— Xb)k.
Mostrar-se-a agora que
- g
M,=(Zb-Yc)i ,
- —
M,=(Xc-Za)], (1.75)
- —
M, =(Ya-Xb)k,
logo que
- - - -
Mo=M,+M,+M,, (1.76)

como se desejava demonstrar.
Pela definicdo de momento de uma for¢a em relagdo a um eixo tem-se

d d . . . - ~ - ~ ~ -

M, =APA(Y+Zk) =(b j+ ck)A(Yj+Zk) = bj A(Yj+Z k) +

ckAYj+Zk)= bjAYj+bjAZk+ck AYj+ckAZk=0+ (1.77)
Zbi-Yci+0=(Zb-Yc)i.

Analogamente, verifica-se que
5

My=(Xc-Za)j,

N

M,=(Ya-Xb)k,

(1.78)

ficando assim demonstrada a Propriedade 1.14.

Examinando a expressdo (1.77), observa-se que, como era de se esperar, 0 momento de uma forca em
relacdo a um eixo € a soma vetorial dos momentos que as componentes dessa forca tém em relagdo a esse
eixo.

1.7.5 Equacoes de equilibrio

Viu-se na Se¢do 1.5 que se um sistema material espacial estd em equilibrio entdo a resultante das forgas
externas que nele atuam € nula e que o momento destas forcas em relagdo a um ponto qualquer do espago
também € nulo.
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Na Figura 1.118 representa-se um sistema espacial em equilibrio sob a ag¢do de um conjunto de forcas
externas ativas e reativas.

Como o sistema estd em equilibrio, tem-se

e (1.79)

Figura 1.118

A primeira destas equacgdes pode ser desenvolvida como

— n n . -
R = z i Z( Y j+Z k) =
i=1 i=1 (1.80)
n n n =Y
[ZXIJ [+ [ZYIJ + [ZZl)k =0,
i=1 i=1 i=1
de onde decorre
n
> X; =0,
i=1
n
> Y =0, (1.81)

Nestas expressoes, X; , ¥; e Z; sdo as componentes das forgas F; segundo os trés eixos coordenados.
O fato de a resultante das for¢as que atuam no sistema ser nula implica, portanto, em que as somas das
componentes destas forgas segundo trés eixos coordenados também sejam nulas.

Tem-se ainda que

- =
Mo =Y Mg; =D 0P, AF,=0. (1.82)
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Lembrando que
- -

Mg =M, i+M k, (1.83)

onde M, i, My ] e M, k sdo os momentos das forgas ( P;, F;) em relacdo aos eixos x, y € z, pode-se

reescrever (1.82) como

de onde decorre

I
—

M,=0, (1.85)

M=

I
—

T
X
~II

[e]

O fato de o momento das forcas que atuam no sistema ser nulo em relacdo a um ponto O implica portanto
em que as somas dos momentos destas for¢as em relagdo aos trés eixos coordenados também sejam nulas.
Os esforcos externos que atuam em um sélido espacial em equilibrio satisfazem entdo as seguintes seis

equacdes de equilibrio:

M-
2
I
(e

I
—

M=
=
I
o

1l
—

n

>.2;=0 (1.86)
i=1

n

>M, =0

-1

n

ZM}, =0

1l
—

SR
X
~II

(e}

1.7.6 Determinacao das reacoes de apoio

A determinagd@o das reacdes de apoio das estruturas espaciais isostaticas € feita mediante o emprego das
seis equagdes de equilibrio (1.86).

Exemplo 1.14

Determinar as reagdes de apoio da viga da Figura 1.119(a).
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Na Figura 1.119(b) indicam-se os esfor¢os externos reativos que podem ser introduzidos na viga pelo
engastamento em A.

Os esfor¢os externos ativos e reativos representados na Figura 1.119(b) devem satisfazer as seis equagdes
de equilibrio da estatica:

ZXZO = XAZO

Figura 1.119

DY=0 = Y, =0
YZ=0 = Zy-P=0 = Zy=P
>M,=0 = M, -P2a=0 = M, =2Pa (1.87)
2M,=0 = My, +Pa=0 = M, =-Pa
DM, =0 = M, =0.
Nota-se que nestas equagdes, de forma semelhante ao que ja se fez antes, estd-se usando uma notagao

simplificada, indicando-se X7_,X;, XY, X',Z;, X! M, , f’leyl, e XM,
respectivamente como > X, >Y, ¥ Z, XM, , XM, e ¥ M,.

As reagdes de apoio ndo-nulas decorrentes do sistema (1.87) s@o

ZA = P
M, =2Pa (1.88)
MyA =—Pa,

encontrando-se representadas na Figura 1.120.
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'v{ Ajﬂ
2a
P
Pl a
Figura 1.120

Exemplo 1.15
Determinar as reacdes de apoio da estrutura da Figura 1.121(a).
As reagdes que podem ser introduzidas na viga pelo engastamento estdo indicadas na Figura 1.121(b).

Os esforcos externos que atuam na estrutura devem satisfazer as seis equagdes de equilibrio
DX=0 = X +3P=0

dY=0 = Yy +P=0

2Z=0 = Zy-2P=0
DM, =0 = M, -Pa-2P2=0 (1.89)
2M,=0 = M, -2Pa+3Pa=0

2M, =0 = M, -Pa-3P2=0,

2P
i 3P
P\ g/

a

(b)
Figura 1.121

66



Introducdo a Mecanica das Estruturas

67
Capitulo 1 — Estdtica dos Sistemas Materiais Espaciais

de onde se obtém as reagdes de apoio

X5 = 3P

Yy =-P

Zy = 2P

M, =5Pa (1.90)
MyA =—Pa

M, =7TPa

mostradas na Figura 1.122.

Figura 1.122

Exemplo 1.16
Determinar as reagdes de apoio da estrutura da Figura 1.123(a).

Na Figura 1.123(b) indicam-se os esfor¢os reativos introduzidos na estrutura pela rétula em A, pelo apoio

simples em C e pelo anel em G; nesta figura também se indica a forca uniformemente equivalente ao
carregamento distribuido que atua na barra FG.
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(b)

A T 0p
2p

Figura 1.123
Os esforcos indicados na Figura 1.123(b) devem satisfazer as equagdes de equilibrio
DX=0 = Xp-2P=0
YY=0 = Yy -2P+Y;=0
>Z=0 = Zp +Zc—-4P-2P+ Z5=0
Y>M,=0 = Yya-4Pa-2Pa-2P2a+Zg2a=0 (191)
YM,=0 = —XAa+ZCa+2Pa—2P%+ZGa= 0

>M,=0 = 2P2a-Yza=0,

de onde decorrem as reagdes

X, = 2P
Yy = -2P
Zs = 5P
Zc=-5P (1.92)
Yo = 4P

ZG:6P,
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indicadas na Figura 1.124(a).

Sugeriu-se anteriormente que no caso dos problemas um pouco mais complexos se fizesse uma
verificac@o das reacdes encontradas por meio de equagdes de equilibrio de momentos suplementares.

Vai-se aqui fazer uma conferéncia das reacdes obtidas, calculando os momentos dos esfor¢os que atuam
na estrutura em relag@o aos eixos x e y indicados na Figura 1.124(b).

Tem-se
D> M3 = 5P2a —5P2a —2Pa+4Pa—2Pa=0

> My =-5Pa - 2P§ +6Pa=0. (1.93)

Figura 1.124

O fato destes dois momentos serem nulos € uma boa indicacdo de que as reagdes obtidas devem estar
corretas, pois ndo seria muito provavel que, com reagdes incorretas, se obtivessem duas equagdes de
equilibrio de momentos suplementares nulas.

Mais uma vez, entretanto, lembra-se que este teste ndo € infalivel, pois o fato das equacdes de momentos
suplementares serem nulas € condi¢iio necessdria, mas ndo suficiente para que as reagdes obtidas sejam as
corretas.
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Capitulo 2

O Conceito de Tensao

No Capitulo I foram recordadas algumas nogdes de estética dos sistemas rigidos que serdo utilizadas no
curso de mecanica das estruturas.

Neste capitulo inicia-se o estudo dos sélidos que serdo o objeto do curso de mecanica das estruturas: os
s6lidos deformdveis, ou seja, os s6lidos que mudam de forma quando solicitados por esforgos.

Todos os sdlidos reais sdo deformaveis, e € neste fato que reside a importincia fundamental da mecanica
dos solidos deformdveis. Para projetar uma estrutura real € necessdrio levar em consideracdo a
deformabilidade de seu material.

Vai-se iniciar o estudo dos sélidos deformdveis apresentando o conceito de tensdo. Antes de se passar a
uma formaliza¢do maior, vai-se dar uma primeira ideia muito informal do que s@o as tensdes no interior
de um sdlido.

Para isto, considere-se a ponte esquematizada na Figura 2.1(a).

O que acontece nesta ponte quando um veiculo passa por ela? Na Figura 2.1(b) mostram-se as forcas
introduzidas na ponte pelo veiculo e também os esforcos reativos que as equilibram, aplicados pelo solo
nas bases das sapatas de fundacao.

Como funciona a estrutura desta ponte? As forgas P, e P, aplicadas na ponte pelo veiculo caminham pelo
tabuleiro até os pilares, descendo até as sapatas de fundacdo, de onde passam para o solo. Na Figura
2.1(c) mostra-se este caminho que os esfor¢os percorrem no interior da estrutura, desde o tabuleiro até o
solo.

O que ocorre neste exemplo simples se estende a todas as demais estruturas, podendo-se dizer de uma
maneira bastante simplista e geral que a finalidade de uma estrutura € permitir que os esfor¢os externos
ativos caminhem desde os pontos em que sdo aplicados até os apoios, onde passam ao solo — no caso das
constru¢des — ou a outras estruturas.
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Figura 2.1

A finalidade da estrutura da ponte da Figura 2.1 € permitir que os esforgos aplicados pelos veiculos que
passam por ela possam atingir as sapatas de fundacdo, de onde passam para o solo.

Ao caminhar pela estrutura os esforcos modificam as posicdes relativas de suas moléculas, dando-se
entdo a deformacdo da estrutura.

Outro fato também explicado por esse caminhamento dos esfor¢os pelo interior de uma estrutura é sua
ruptura.

Por que a ponte se rompera se as forcas aplicadas pelos veiculos forem muito grandes? Porque neste caso
os esforcos que irdo caminhar por seu interior também serdo muito grandes, atingindo a capacidade de
resisténcia do material que constitui a estrutura, que ird entdo se quebrar.

Este exemplo simples mostra que tanto a deformagdo como a ruptura de uma estrutura estdo ligadas ao
caminhamento dos esforgos externos ativos desde os pontos em que sdo aplicadas até os apoios.

Pode-se dar agora uma primeira idéia do que sdo as tensdes no interior de uma estrutura: elas sdo os
esfor¢os que surgem em seu interior quando os esfor¢os externos ativos caminham desde seus pontos de
aplicac@o até os apoios.

Para reforcar ainda mais esta idéia intuitiva do que € uma tensdo, serdo agora idealizadas algumas
experiéncias, que, embora muito simples, sdo muito ricas.
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A primeira experiéncia € a seguinte: segura-se uma das extremidades de um pedago de giz com os dedos
da mdo esquerda, e puxa-se a outra extremidade com os dedos da mao direita. Sabe-se que para manter o
giz em equilibrio a mado esquerda tem que aplicar nele uma for¢a adequada, pois se ndo aplicar nenhuma
for¢a ou entdo aplicar uma forga insuficiente o pedago de giz se deslocard no mesmo sentido que a mao
direita. Sabe-se também que forcas crescentes aplicadas com a méo direita exigem que a mio esquerda
aplique forgas cada vez maiores para manter o giz em equilibrio.

Este fato mostra que a forca aplicada pela mao direita — a forga ativa — € transmitida pelo giz até a mao
esquerda, onde ela € equilibrada pela forca introduzida por esta mao — a forca reativa.

Sabe-se ainda que, ao ser transmitida de uma extremidade a outra do giz, a forga ativa solicita o material
que constitui a barra de giz, tanto assim que o giz acaba se rompendo quando a forca ativa € muito
grande.

Deve-se acrescentar ainda que o giz se deforma, isto é, muda de forma, quando transmite esforcos de uma
extremidade a outra. Como ji se mencionou, todos os sélidos se deformam sob a a¢do de esfor¢os; alguns
bastante rigidos, se deformam pouco, e sua mudanca de forma é praticamente imperceptivel. E o caso do
pedaco de giz, que aparentemente nio se deforma. E claro que se a experiéncia fosse com um eldstico,
segurado pela mdo esquerda e puxado pela méo direita, a deformag@o seria perfeitamente visivel.

A descricdo da experiéncia com o giz tem como finalidade permitir que o conceito de tensdo seja mais
uma vez apresentado de forma intuitiva. Como ja se viu, as tensdes nada mais sdo que os esforcos
internos que surgem em um sélido quando esfor¢os externos sao transmitidos de um ponto a outro por seu
intermédio. No caso do giz, as tensdes sdo os esforcos internos que nele surgem quando a forca aplicada
pela mao direita € transmitida para a mio esquerda, onde ela é equilibrada. Cada material resiste a estas
tensdes até um determinado limite, rompendo-se se ele for atingido. Por esta razdo, ao se fazer o projeto
de uma estrutura, precisa-se determinar as tensdes que deverao surgir em seu interior e compara-las com
as tensdes limites do material que serd utilizado em sua constru¢do. As tensdes limites de cada material
sdo obtidas experimentalmente.

E oportuno mencionar que um mesmo material resiste de forma distinta a diferentes esfor¢os internos,
isto &, a diferentes tensdes. Repetindo-se a experiéncia com o giz, se em vez de puxado ele for empurrado,
se ird verificar que ele resistird a esfor¢os muito maiores quando empurrado que quando puxado.

O conceito de tensdo, que acaba de ser apresentado de forma simples e intuitiva, serd agora abordado de
maneira mais formal e rigorosa, de modo a se definir matematicamente o que € uma tensao.

Para isto, considere-se a Figura 2.2, em que se representa uma estrutura genérica submetida aos esforgos

externos ativos I:"1 eI:"Z, equilibrados pelas reacdes de vinculo 133e 1:"4 (Figura 2.3). Como j4 se
mencionou, as forcas Fle Fz caminham pela estrutura até atingirem os vinculos, onde sdo equilibradas

pelas reacdes Fye Fj. E este caminhamento dos esfor¢os que origina as tensdes nos pontos internos da
estrutura.

Figura 2.2
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Estando a estrutura em equilibrio, os esfor¢os externos que nela atuam — os esfor¢os externos ativos Fje

F, e os esfor¢os externos reativos F; e F, — satisfazem as seis equagdes de equilibrio da estdtica, a saber:

>X=0 > M, =0
>Y=0 ZM},=0 2.1
>zZ=0 > M, =0
onde x, y e z 530 os trés eixos coordenados indicados na Figura 2.3.
Considerando agora um ponto interno P do sélido e um plano o que passa por P (Figura 2.4), pode-se,

num esfor¢o de imaginacdo, supor o sélido separado em duas partes por meio de um corte segundo o
plano o (Figura 2.5).

Figura 2.4

No caso geral, a parte do sélido a esquerda do corte (parte I) ndo fica em equilibrio sob a acdo exclusiva

dos esfor¢os externos I:"1 e 1:"3; o mesmo se pode dizer da parte do sélido a direita do corte (parte II), que

também ndo fica em equilibrio sob a acdo exclusiva de F,e F,. Sabe-se, entretanto, que a situacdo

representada na Figura 2.5 ndo pode ser a existente no sélido real, em que as duas partes se encontram
unidas, pois, se assim fosse, elas ndo ficariam em equilibrio, e se separariam uma da outra: a parte I se

deslocaria para a esquerda e a parte II, para a direita. Com certeza, existem entdo outros esfor¢os

aplicados na parte I, equilibrando-a. Além de Fle 17“3 , os unicos esfor¢cos que podem atuar na parte I sdo
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esforcos internos, aplicados na se¢do do corte — como se indica na Figura 2.6 —, e sdo realmente esforcos

deste tipo que promovem o equilibrio deste trecho do sélido. Eles representam a acdio que a parte II

exerce sobre a parte L

N
k
parte [ parte II
-
Fy
—
2

Figura 2.5
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) Figura 2.6
E facil concluir que o equilibrio da parte I ndo poderia se dar de outra forma: no sélido original, ndo

separado em duas partes, sdo as forgas Fz e F4 que equilibram FI e 17“3 ; ndo € porque mentalmente se supds
o solido separado em dois trechos que as forgas fle 1:"3 aplicadas na parte I deixardo de ser equilibradas

pelas forgas Fz e F4 aplicadas na parte II. De alguma forma a a¢io de Fz e F4 deve se fazer sentir na parte |
e equilibra-la. Pois bem, € por meio dos esforgos distribuidos aplicados na secdo do corte que a acdo de

Fz e F4 ¢ exercida sobre a parte 1.

Todo este raciocinio se aplica também ao equilibrio da parte II do sélido: a acdo das forcas FI e 17“3 ,isto &,
a acgdo da parte I se faz sentir na parte II por meio de forcas distribuidas aplicadas na se¢do do corte —

como se indica na Figura 2.7 —, equilibrando-a.



75
Introdugdo a Mecanica das Estruturas

Capitulo 2 - O Conceito de Tensdo

4,,3‘
<4+
P
Per
P
<4
<+

Fy

Figura 2.7

As forgas distribuidas indicadas na Figura 2.6 se constituem, portanto, na a¢do que a parte II do sélido
exerce sobre a parte I; de forma andloga, as forgas distribuidas indicadas na Figura 2.7 se constituem na
acdo que a parte Il exerce sobre a parte I. Da natureza fisica destes esfor¢cos e do principio da ag@o e
reac@o decorre que as forcas distribuidas em pontos correspondentes da parte I e da parte II tém a mesma
intensidade e a mesma dire¢do, mas sentidos opostos.

Sao estas forcas distribuidas que atuam nos planos internos do sélido e representam a a¢do que uma de
suas partes exerce sobre a outra que recebem o nome de tensdes. Para definir matematicamente a tensao

em P segundo o plano o, considere-se a Figura 2.8, em que se indica uma regido do plano o que contém o
ponto P.

N
Al
N
AF
«
AA
N
£
Figura 2.8

5
Sendo AF a resultante das forgas distribuidas que atuam nesta regido e AA a sua drea, define-se como
tensdo média na regido considerada:

= . 2.2
P =3 n 22

- -
Observa-se que p,, é um vetor: tem a dire¢fio e o sentido de AF e a intensidade "AF || / AA . A dimensdo

de p,, é a de uma forga dividida por uma drea.
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Fazendo agora AA tender a zero, sempre mantendo o ponto P em seu interior, define-se como tensdo p em

P segundo ou:

p= limp, = lim —. 2.3)

A defini¢do matemadtica acima claramente estd de acordo com o significado fisico que anteriormente se
deu as tensoes: a tensdo pem P segundo o plano o nada mais é que o valor — aqui entendido como um

vetor — apresentado em P pelas forgas distribuidas que atuam em o e se constituem na acdo que a parte II
exerce sobre a parte I do sélido.

Como ja se mencionou, as tensdes sdo grandezas vetoriais, logo dotadas de dire¢do, sentido e intensidade;
sua dimensdo € a de uma forga dividida por uma 4rea. No Sistema Internacional a unidade de medida das
tensdes € o pascal, sendo:

1Pa=1Nm’. (2.4)

Observa-se que esta unidade de medida é a mesma utilizada para pressoes, o que decorre do fato de
tensdes e pressdes terem a mesma dimensao.

No Sistema Técnico utiliza-se como unidade de medida das tensdes o kgf/cm®, tendo-se a seguinte
relagdo entre estas unidades:

kgf 10N
& e T =10°Pa. 2.5)

cm 107" m
Como o pascal é uma unidade de medida muito pequena para as tensdes encontradas na prética, utilizar-
se-a neste curso como unidade de medida o kN/cmz, tendo-se

12N 1000~ =100 X2
cm cm cm

=10 MPa (2.6)

Voltando agora a tensdo em P segundo o plano o, observa-se que no caso geral ela ndo apresenta
nenhuma dire¢do particular, podendo entdo ser decomposta em uma componente normal ao plano o e em
uma componente situada no plano o (Figura 2.9). Estas componentes recebem respectivamente os nomes
de tensdo normal ( G ) e tenséo tangencial ou tensdo de cisalhamento (T ). Vetorialmente, tem-se

p=G+7T. 2.7

Figura 2.9
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Figura 2.10

Sendo 7i o versor que caracteriza a dire¢do da normal externa em P e sendo 7 o versor que caracteriza a
dire¢do da tensdo tangencial, tem-se (Figura 2.10)

p=6+Ti=cn+11, (2.8)
onde Ge T sdo respectivamente a medida da tensdo normal e a medida da tensdo de cisalhamento.

A tensdo normal recebe o nome de tensdo normal de tragdo — ou, mais simplesmente, tensdo de tracdo —
quando tem o sentido da normal externa, isto €, o sentido de 7 (Figura 2.11). Neste caso, tem-se ¢ >0.
Ela recebe o nome de tensdo normal de compressdao — ou, mais simplesmente, tensdo de compressido —
quando tem o sentido contrario ao da normal externa, isto é, o sentido de—n (Figura 2.12). Neste caso,
tem-se 6<0. As tensdes de cisalhamento ndo recebem nenhum qualificativo especial, sendo sempre
chamadas tensdes de cisalhamento, qualquer que seja o seu sentido.

- -
c=on,6>0

Figura 2.11

Nio é por mera conveniéncia matemdtica que existe interesse em conhecer as componentes Ge T da
tensdo p em P e identificar a tensdo normal como sendo de tragdo ou de compressdo. A importancia de se
fazer esta caracterizagdo tem razdes fisicas: as tensdes de tracdo, compressdo e de cisalhamento

z

correspondem a fendmenos fisicos distintos, e é por esta razdo que € imprescindivel distingui-las e
quantifica-las.

Como ja se mencionou anteriormente, sob a acdo de esforgos externos todo sélido se deforma, pois os
esforcos externos provocam uma mudanga nas posi¢des relativas das particulas do sélido. O material do
s6lido opde resisténcia a esta mudanca das posigdes relativas de suas particulas: esta resisténcia sdo as
tensoes, e sdo elas que possibilitam que os esfor¢os externos ativos caminhem através da estrutura até os
apoios, onde sdo equilibrados pelas reacdes de vinculo. Caso o sélido ndo opusesse resisténcia a mudanga
das posicoes relativas de suas particulas, ele se desintegraria, se pulverizaria, suas particulas se
separariam umas das outras.
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- -
c=on,o<0

Figura 2.12

Para compreender como se processa 0 mecanismo de surgimento das tensdes, considere-se a Figura 2.13,

em que se indicam duas particulas vizinhas ao plano o, uma delas pertencente a parte I e a outra, a parte
IL

parte |

=
@]

parte I1

Figura 2.13
Quando os esforcos externos fazem com que uma particula se afaste da outra na direcdo normal ao plano
o as ligagdes moleculares entre as particulas oferecem resisténcia a este afastamento, surgindo entdo uma
tensdo de tracdo em P (Figura 2.14).

E esta resisténcia, isto &, é esta tensdo que impede a separacio do s6lido, ao impedir que ele se deforme
indefinidamente. Tracdo, portanto, estd ligada ao afastamento das particulas perpendicularmente ao plano
o. Todos ja experimentaram a resisténcia oposta por um sélido ao afastamento de suas particulas ao
esticar com as maos um pedaco de eldstico.

Figura 2.14
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Quando os esforgos externos fazem com que as duas particulas se aproximem uma da outra normalmente
ao plano o as ligagdes moleculares entre as particulas reagem a esta aproximagdo, surgindo assim uma
tensdo de compressdo em P (Figura 2.15); esta tensdo impede a desagregacdo do sélido. Compressdo,
portanto, estd ligada a aproximacao das particulas perpendicularmente ao plano .

Finalmente, quando os esforcos externos fazem com que as particulas se afastem uma da outra
tangencialmente ao plano o, as ligacdes moleculares entre elas opdem resisténcia a este afastamento,
surgindo desta forma uma tensdo de cisalhamento em P (Figura 2.16); ela impede a separagdo do sélido
por escorregamento de uma parte sobre a outra. Cisalhamento, portanto, estd ligado ao afastamento das
particulas tangencialmente ao plano o.

Figura 2.15

Até o momento vem-se sempre associando a tensdo p em P ao plano o em que ela atua, mas ainda ndo se
enfatizou a necessidade desta associa¢do. Pode-se mostrar com facilidade que o conceito de tensdo em um
ponto s6 tem sentido se se mencionar o plano em que ela atua. Isto, porque néo existe apenas uma tensao
em um ponto, mas sim infinitas tensdes atuando nos infinitos planos que por ele passam.

Figura 2.16

Na Figura 2.17 reproduz-se o sélido utilizado para apresentar o conceito de tensdo em P segundo «; nele
indica-se um plano horizontal B que também passa por P.
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Figura 2.17

O raciocinio empregado anteriormente pode ser repetido, supondo-se o sélido separado em duas partes
pelo plano . O equilibrio de cada uma das partes do sélido é estabelecido pelas tensdes que atuam na

se¢do do corte. Na Figura 2.18 representam-se as tensdes que atuam no sélido segundo os planos o
(Figura 2.18(a)) e B (Figura 2.18(b)).

Percebe-se facilmente que, no caso do sélido da Figura 2.18, as tensdes em P segundo os planos o e B sdo
completamente distintas uma da outra.

As tensdes em P segundo os outros infinitos planos que por ele passam se definem de forma totalmente
andloga & empregada no caso dos planos aLe 3.

Verifica-se experimentalmente que o nivel de solicitagdo do material em um ponto como P ndo é
caracterizado exclusivamente pela tensdo segundo o plano o ou pela tensdo segundo o plano f3 ou entdo
pela tensdo segundo qualquer outro plano.

O que caracteriza de fato o nivel de solicitacdo de um ponto é o conjunto de todas as tensdes associadas
aos infinitos planos que por ele passam.
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Figura 2.18
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Para avaliar o nivel de solicitagdo de um determinado ponto néo se pode analisar apenas a tensdo segundo
um particular plano, sem considerar as tensdes que atuam segundo todos os outros planos. Dois
carregamentos distintos podem levar exatamente as mesmas tensdes em P segundo o plano o, mas a
tensdes completamente diferentes segundo os demais planos que por ele passam. Fica assim patente a
necessidade de examinar o conjunto das tensdes e ndo apenas uma ou outra tensdo particular.

Da-se o nome de estado de tensdo em um ponto ao conjunto das infinitas tensdes associadas aos infinitos
planos que por ele passam. O estado de tensdo, portanto, € que caracteriza o nivel de solicitagdo de um
ponto.

Mencionou-se anteriormente, de forma simplista, que os materiais resistem as tensdes até determinados
limites, e que as tensdes limites sdo obtidas experimentalmente. De forma mais rigorosa, o que se deve
afirmar € que os materiais resistem aos estados de tensdo até determinados limites, e que os estados de
tensdo limites sdo obtidos experimentalmente.

Portanto, ao se fazer um projeto, o que se deve comparar com resultados experimentais € o estado de
tensdo em um ponto: € o conjunto das tensdes no ponto que deve ser comparado com os estados de tensao
limites, e ndo tensdes em planos particulares que devem ser comparadas com tensdes limites, pois, como
se acaba de ver, tensdes em planos particulares ndo caracterizam o nivel de solicitacdo do ponto.

Felizmente, pode-se demonstrar — o que serd feito mais adiante no curso — que as infinitas tensdes
segundo os infinitos planos que passam por um ponto podem ser determinadas se forem conhecidas as
tensdes segundo trés destes planos, quaisquer que sejam, desde que perpendiculares entre si dois a dois.

O conhecimento das tensdes em P segundo os planos o, Bey da Figura 2.19 permite que, utilizando

apenas as equacdes de equilibrio da estdtica, se obtenham as tensdes segundo todos os demais planos que
passam por P.

O trabalho de calcular infinitas tensdes, portanto, ndo existe, se reduzindo ao trabalho de calcular trés
tensdes em trés planos perpendiculares entre si.

Para exemplificar a influéncia que o estado de tensdo tem na resisténcia de um material, considere-se o
caso de um prisma de concreto. Colocado em uma prensa, ele se rompe quando a for¢a que o comprime
atinge um determinado valor limite. Jogado no mar numa fossa abissal com 10 km de profundidade, ele
atinge o fundo do mar sem se romper, apesar de ser solicitado por forgas superiores aquela que o rompe
na prensa. A razdo desta diferenca de comportamentos € que os estados de tensdo dos pontos do prisma
nos dois casos sdo fundamentalmente distintos, possuindo o concreto resisténcias limites diferentes nas
duas situagdes.

Figura 2.19

Na Figura 2.20 indicam-se em (a) e (b) as for¢as distribuidas que solicitam o prisma nos dois casos.

Para comparar os estados de tensdo que se tem em um mesmo ponto do prisma nas duas situagdes, retira-
se deles um mesmo cubo elementar que contém este ponto em seu interior. As tensdes que atuam nas
faces do cubo nos dois casos estdo indicadas na Figura 2.20, em (c) e (d). Observa-se que, no caso destes
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carregamentos particulares, as tensdes nas faces dos cubos sdo iguais as forgas distribuidas que atuam nas
faces dos prismas paralelas a elas.

O estado de tensdo dos pontos do prisma colocado na prensa — representado na Figura 2.20(c) — recebe o
nome de estado de compressdo simples: nas faces verticais as tensdes sdo todas nulas e nas faces
horizontais s6 atuam tensdes normais de compressao.

O estado de tensdo dos pontos do prisma jogado no mar — representado na Figura 2.20(d) — recebe o
nome de estado hidrostitico de compressdo: em todas as faces tem-se apenas tensdes normais de
compressdo, iguais em todas elas.

Observa-se que estes dois estados de tensdo sdo fundamentalmente distintos: no primeiro caso, o material
¢ comprimido segundo uma tnica dire¢do; no segundo caso, segundo as trés direcdes. O concreto, assim
como todos os demais materiais, tem resisténcia extremamente elevada quando igualmente comprimido
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Figura 2.20

em todas as diregdes; apresenta, entretanto, resisténcia muito menor se for comprimido segundo uma
unica direcdo.

E intuitivo este comportamento: no estado de compressio simples ndo existem tensdes nos planos
verticais impedindo a desagregacdo do material; no estado hidrostitico de compressdo ha um
confinamento, existindo tensdes nos planos verticais que impedem a desagregagdo do material por efeito
da compressdo vertical.

Este exemplo evidencia, portanto, que a resisténcia do material de fato se liga ao estado de tensdo em que
ele se encontra.
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Capitulo 3

Esforcos Solicitantes

A Resisténcia dos Materiais estuda estruturas constituidas por barras, e, para caracterizar o estado de
tensdo dos pontos destas estruturas, deve-se determinar as tensdes que neles atuam segundo trés planos
perpendiculares entre si dois a dois.

No caso das barras, um destes planos sempre € o plano da secdo transversal que contém o ponto cujo
estado de tensdo se deseja conhecer. Por este motivo, a determinacgao das tensdes nas segdes transversais
das barras € um dos principais temas estudados pela Resisténcia dos Materiais.

Para compreender o que sdo os esforgos solicitantes na secdo transversal de uma barra, considere-se a
Figura 3.1, em que se indica uma barra genérica submetida aos esfor¢os externos ativos Fje F;,

equilibrados pelas reacdes de vinculo F3e F4 (Figura 3.2). Estas figuras sdo a particularizacdo das
Figuras 2.2 e 2.3 para o caso de uma barra.

N
A
N
£
—
Figura 3.1
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F
Figura 3.2

E claro que tudo o que se disse na se¢do anterior para um sélido genérico vale para a barra. Para obter as
tensdes que atuam em uma secdo transversal genérica (plano o da Figura 3.3), deve-se supor a barra
separada em duas partes por um corte segundo esta secdo transversal, e determinar as forcas distribuidas
que atuam na sec¢do de corte e equilibram cada uma das partes da barra (Figura 3.4).

83
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Como j4 se mencionou, a obtencdo direta das tensdes indicadas na Figura 3.4 ndo € simples, e a
Resisténcia dos Materiais as calcula de maneira indireta, por intermédio dos esforcos solicitantes.

Os esforgos solicitantes sdo os esfor¢os obtidos pela redugio das tensdes no centro de gravidade da se¢do
transversal em que atuam.

Como se sabe, a reducdo das tensdes em G consiste em aplicar neste ponto dois esfor¢os: a resultante 2

das tensGes e 0 momento 7 que as tensdes tém em relacio a G.
Na Figura 3.5 estdo representados os esforcos solicitantes determinados para as partes I e II da barra.

Pelo principio da agdo e reagdo sabe-se que as tensdes em pontos correspondentes da parte I e da parte 11
sdo iguais em intensidade e direc@o, mas opostas em sentido; como consequéncia, os esfor¢os solicitantes
que agem na parte I e na parte Il também sdo iguais em intensidade e direcdo, mas opostos em sentido.
Isto ja era esperado, pois os esforgos solicitantes que atuam na parte I “representam” a acdo que a parte II
exerce sobre a parte I; da mesma forma, os esforcos solicitantes que atuam na parte II “representam” a
acdo que a parte I exerce sobre a parte II. Estas agdes de uma parte da barra sobre a outra obviamente sao
iguais em intensidade e dire¢do, mas opostas em sentido.
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Figura 3.5

Na frase acima o termo “representam” foi colocado entre aspas para deixar bem claro o seguinte: a agdo
que uma parte da barra exerce sobre a outra é de fato representada pelas tensoes, isto €, pelas forgas
distribuidas que atuam nos pontos da secdo transversal, e ndo pelos esforcos solicitantes, que sdo esfor¢os
concentrados. Nao agem de fato na se¢@o transversal da barra a for¢a concentrada e o momento
concentrado indicados na Figura 3.5; sdo as tensdes da Figura 3.4 que efetivamente atuam nos pontos da
se¢do em que se fez o corte. Como os esforgos solicitantes decorrem das tensdes, num abuso de
linguagem pode-se dizer que eles “representam” a aciio que uma parte da barra exerce sobre a outra. E
neste sentido que se deve entender o uso do termo “representam” naquela frase.

A redugdo de um sistema de esforcos em um ponto leva a uma forca e a um momento mecanicamente
equivalentes ao sistema que foi reduzido. Os esfor¢os que atuam na parte I da barra nas Figuras 3.4 e 3.5
sdo, portanto, mecanicamente equivalentes; o mesmo pode-se dizer dos esfor¢os que atuam na parte II da
barra nas Figuras 3.4 e 3.5.

Como as duas partes da barra estdo em equilibrio sob a a¢do dos esforcos indicados na Figura 3.4,

conclui-se entdo que os esfor¢os externos FI e F3 e os esforcos solicitantes 2 e 7 aplicados na parte I

estdo em equilibrio; da mesma forma, os esforcos externos FZ e F4 e os esforgos solicitantes -2 e -7
aplicados na parte II também estdo em equilibrio.

E este fato que torna os esforgos solicitantes tio tteis e atraentes: é muito facil determina-los. Uma vez
conhecidos os esfor¢os externos ativos e reativos, a determinac@o dos esforcos solicitantes que atuam na
secdo transversal de uma barra pode ser feita utilizando apenas as equagdes de equilibrio da estatica. Eles
sdo a for¢a concentrada e o momento concentrado que, aplicados no centro de gravidade da se¢do em que
se fez o corte, estabelecem o equilibrio da parte da barra em que se aplicam. E, portanto, extremamente
simples obter os esfor¢os solicitantes a partir dos esforcos externos.

Verificou-se na se¢do anterior que ¢ muito importante decompor as tensdes em suas componentes normal

e tangencial ao plano do corte, pois estas duas componentes tém significados fisicos totalmente distintos,
0 que torna necessdrio distingui-las e quantifica-las.

De igual forma, as componentes de @ e de 7 normal e tangencial a se¢do transversal também tém
significados fisicos distintos, devendo-se entdo determina-las.

Na Figura 3.6 apresentam-se as decomposigoes de 2 e de 7 .

Tem-se
e - -
R=N+V=Nn+Vt

e 3.1
- = — —
M=T+M=Tn+Mt".
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O versor 7 é normal a segdo transversal e os vetores 7 e 7’ estdo no plano da segio transversal.

(a)

(b)

Figura 3.6

As componentes de 2 recebem o nome de for¢a normal ( N ) e de forga cortante (\7 ). A for¢a normal é

de tracdo quando tem o sentido de n e de compressdo quando tem o sentido de —n . A forga cortante ndo
recebe nenhum qualificativo especial, quaisquer que sejam sua direc¢@o e seu sentido.

Fisicamente, como se disse, estas forcas t€m significados distintos: a forca normal estd ligada ao
alongamento — quando de tra¢do — ou ao encurtamento — quando de compressdo — da barra. J4 a forca
cortante estd relacionada ao escorregamento das seg¢des transversais, umas sobre as outras (Figura 3.9(c)).
Este tipo de deformagdo recebe o nome de distorgao.

Na secdo anterior mencionou-se uma experiéncia em que um pedago de giz era puxado em suas

extremidades pelas maos de uma pessoa (Figura 3.7). Tem-se entdo for¢as normais de tragdo em todas as
secOes transversais do giz, e ele se alonga.

ST

o < LR
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Na Figura 3.7 indicam-se o carregamento externo que age no giz (Figura 3.7(a)) e as forcas normais que
atuam nas duas partes em que se supde separado o giz por um corte segundo uma segdo transversal
genérica (Figura 3.7(b)). Indica-se também a deformagao do giz (Figura 3.7(c)).

Observa-se que na Figura 3.7 a direcdo e o sentido das forgas estdo indicados pelas flechas e a
intensidade, pelas letras F e N.

Quando, em lugar de ser puxado, o giz é empurrado pelas duas maos (Figura 3.8), passa-se a ter forgas
normais de compressdo em todas as suas seg¢des transversais, € 0 giz se encurta.

Se, com uma tesoura, se tentar cortar o pedaco de giz segundo uma de suas se¢des transversais, se terd na
secdo do corte uma forca cortante (Figura 3.9).
ST

@ L L

(© —> : le—

Figura 3.8

Figura 3.9
Fisicamente, o momento de torcdo estd ligado a tor¢do da barra, causada pela rotacdo das secdes
transversais em torno do eixo da barra (Figura 3.10). Quando uma lavadeira torce uma toalha com as
maos, ela o faz mediante a aplicagdo de momentos de tor¢do nas duas extremidades da toalha.
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*

M @) ‘ M

=M
=M"
\ (b) M’
M
(© M
Figura 3.10

O momento fletor estd ligado a flexdo da barra, isto é, ao encurvamento do eixo da barra (Figura 3.11).
Esta flexdo € causada por rotacdes das se¢des transversais em torno de eixos situados no préprio plano da
se¢do transversal.

Apb6s esta apresentagdio das quatro componentes dos esforcos solicitantes fica clara a origem dos seus
nomes: a for¢a normal € normal a se¢do transversal da barra, a forga cortante estd ligada ao corte da barra,
o momento de tor¢do, a torcdo da barra e o momento fletor, a flexdo da barra.

M
M*
(@)
M M=M"
M=M"
M*
(b)
M*
M*
(c)

Figura 3.11
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Como as componentes de 2 e de 7 tém significados fisicos completamente distintos, é fundamental
determina-las. Nio existe sentido em se falar apenas em @ e em 7 : é necessério conhecer isoladamente
N,V.,Te M. Por estarazio, a partir de agora, quando se fizer mencdo a esforgos solicitantes em uma
secdo transversal de uma barra, claramente se estard fazendo referéncia a N, V.Te M, e nio

simplesmentea @ ea 7 .

Quando se carrega uma estrutura, as tensdes (e consequentemente os esforcos solicitantes) e as
deformagdes surgem simultaneamente na estrutura. As tensdes (e os esforg¢os solicitantes) sempre
coexistem com as deformagdes. Apesar disso, € muito comum dizer-se, por exemplo, “uma barra
submetida a momentos fletores se encurva” ou entdo ‘“uma barra submetida a for¢as normais de tracio se
alonga”. No fundo, o que se estd dizendo é que “uma barra em que ha momentos fletores encontra-se
encurvada” ou entdo que “uma barra em que hd forcas normais de tracdo encontra-se alongada”. Na
linguagem corrente, entretanto, transmite-se a sensa¢do de que a deformacdo decorre dos esforgos
solicitantes, o que, contudo, ndo € verdade.

Os esforcos solicitantes foram definidos a partir das tensdes que atuam na sec¢do transversal de uma barra:
eles sdo os esforcos decorrentes da reducdo dessas tensdes no centro de gravidade da secdo. Esta
defini¢io permite que os esforcos solicitantes sejam facilmente determinados a partir das tensdes. E o que
se fard a seguir.

Na Figura 3.12 estdo indicadas as componentes da tensio p em um ponto genérico P da se¢do transversal
de uma barra.

Figura 3.12

O eixo x € normal a se¢do transversal, sendo tangente ao eixo da barra em G; os eixos y e z se situam na
secdo transversal da barra.

Tem-se
e e e
=0+T=0+T,+7T, =
P B (3.2)
=Ci+1T,j+1,k,

tendo-se decomposto a tensdo de cisalhamento T em suas componentes T,e T,, respectivamente

y
paralelas aos eixos y e z.

Em um elemento infinitesimal dA da se¢@o transversal tomado em torno de P atuam entfo as tensdes G,

%y e T,, logo agem neste elemento as forgas 6 dA, %y dA e T,dA , como se indica na Figura 3.13. Ea

redugdo destas forcas em G que leva aos esforgos solicitantes.
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Figura 3.13

Para se chegar as expressdes que ligam os esfor¢os solicitantes as tensdes deve-se decompor os esforcos
solicitantes em suas componentes segundo 0s €ixos x, y € z, como se mostra na Figura 3.14, em que se
apresentam as decomposi¢des de z (Figura 3.14(a)) e de n (Figura 3.14(b)). Nota-se que nestas figuras
tanto a forca cortante V como o momento fletor M foram decompostos em suas componentes segundo
0s eixos y e z.
Tem-se entdo

e e T

R=N+V =N+V, +V, =

~ N (3.3)
=Ni+V,j+V &
€
e e —
M=T+M=T+M+M_ = (3.4)

=Ti+Myj+Mk.

(a)

(b)

Figura 3.14
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Observando as Figuras 3.13 e 3.14, e relembrando mais uma vez que os esforcos solicitantes sdo obtidos
pela reducdo das forgas 6 dA ,%y dA e 7,dA em G, chega-se facilmente as relagdes entre as seis

componentes dos esforcos solicitantes e as trés componentes das tensdes:

N=cdA (3.5)
A
v, = J1, dA (3.6)
A
V, =1, dA 3.7)
A
T=[(t,y-t,2)dA (3.8)
A
My =[oczdA (3.9)
A
M, =—[c ydA (3.10)
A

Verifica-se que as for¢as — N, V) e V,— nada mais s@o que as resultantes das tensdes a elas paralelas e

que os momentos — 7', M, e M, —nada mais sdo que os momentos das tensoes em relagdo aos eixos x, y

e z. Nas expressoes (3.8) a (3.10) estes momentos sdo considerados positivos quando t€m os sentidos dos
eixos.

Como se acaba de mostrar, conhecidas as tensdes, a determinacdo dos esforgos solicitantes ¢ imediata.
Passar das tensdes aos esforcos solicitantes ¢ muito simples. Infelizmente, entretanto, ndo € este o
problema que se tem para resolver. O que se procura é exatamente o contrdrio: conhecidos os esforgos
solicitantes na secdo transversal de uma barra, quais as tensdes a eles associadas, quais as tensdes que os
originam? Responder esta indagacdo € um dos principais objetivos da Resisténcia dos Materiais, como se
verd na sequéncia do curso.
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Capitulo 4

Teorema Fundamental

Neste capitulo se examinard o teorema fundamental da estdtica das constru¢des, também conhecido como
teorema do corte, que se constitui na forma mais simples, rapida e segura de determinar os esfor¢os
solicitantes que atuam em uma secao transversal de uma barra.

Apresenta-se inicialmente o enunciado do teorema; mais adiante se verd sua demonstragao.

Teorema fundamental: enunciado

Os esforgos solicitantes que atuam em uma secdo transversal de uma barra podem ser obtidos cortando a
barra nesta se¢@o e reduzindo no seu centro de gravidade ou todos os esforgos externos aplicados de um
lado do corte ou entdo todos os esforcos externos aplicados do outro lado do corte.

Para facilitar a compreensdo deste enunciado se exemplificard agora o uso do teorema fundamental,
mostrando como empregd-lo para determinar os esfor¢os solicitantes que atuam na se¢io transversal S da
barra da Figura 4.1.

100 N
S
T
60N 40N
K m A
K 4dm—F 6m 3
Figura 4.1

De acordo com o teorema fundamental, os esfor¢os solicitantes em S podem ser obtidos cortando a barra
nesta secdo e reduzindo em seu centro de gravidade G ou os esfor¢os externos aplicados a direita do corte
ou entdo os esfor¢os externos aplicados a esquerda do corte.

Na Figura 4.2 representa-se a barra jd cortada em S e os esfor¢os aplicados a direita (Figura 4.2(a)) e a
esquerda (Figura 4.2(b)) do corte.

100N
G
} ______
S
60 N 40N
(a)
100N
G
60N S 40N
(b)
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A reducio em G dos esforcos externos aplicados a direita do corte leva aos esforcos representados na
Figura 4.3(a); a redu¢do em G dos esforcos externos aplicados a esquerda do corte, aos esforcos
representados na Figura 4.3(b).

100 N
120 Nm

-

60N 40N
(a)

[BIR

40 N

C 1
120 Nm 40N

(b)
Figura 4.3

Os esforcos solicitantes na se¢do S sdo os indicados nas Figuras 4.3(a) e 4.3(b). Em ambas as figuras atua
em S uma forca cortante de 40 N, tendendo a girar o trecho de barra em que se aplica no sentido anti-
hordrio. Também se tem nas duas Figuras um momento fletor de 120 Nm, tracionando as fibras inferiores
da barra.

Observa-se na Figura 4.3 que os esfor¢os solicitantes que atuam nos dois lados da barra cortada segundo
S sdo iguais em intensidade, mas com sentidos opostos.

Esta propriedade € geral, e decorre do principio da agdo e reagdo: os esforcos solicitantes que atuam nas
duas partes em que fica dividida uma barra cortada segundo uma se¢do transversal sdo iguais em
intensidade, mas opostos em sentido.

Conhecer os esfor¢os solicitantes que atuam de um lado do corte é, portanto, conhecer também os
esforgos solicitantes que atuam do outro lado do corte.

Por esta razdo, para obter os esfor¢os solicitantes na se¢do S da barra da Figura 4.1 basta reduzir no centro
de gravidade desta secdo ou todos os esfor¢os externos aplicados a sua direita, como se fez na Figura
4.3(a), ou entdo todos os esforcos externos aplicados a sua esquerda, como se fez na Figura 4.3(b). Nao é
preciso fazer ambas as redugdes, pois conhecidos os esforcos solicitantes de um lado conhecem-se
também os do outro lado. Por este motivo, ao se determinar os esfor¢os solicitantes em uma se¢do
transversal, deve-se optar pela reducdo de esforcos menos trabalhosa e menos sujeita a erros. No caso
ilustrado nas Figuras 4.2 e 4.3, é mais simples reduzir em G os esforgos externos aplicados a direita do
corte - uma unica forca concentrada - que os esforcos externos aplicados a esquerda do corte - duas forgas
concentradas.

Examinado o enunciado do teorema fundamental, passa-se agora a sua demonstracdo, que sera feita para
0 caso mais geral de um sistema tridimensional.

Teorema fundamental: demonstracao

Considere-se a barra da Figura 4.4, em equilibrio sob a acdo de um sistema de forgas externas ativas e
reativas.
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N
Fy
S -
£
BN
5
N
F
Figura 4.4

O que se deseja demonstrar € que os esforcos solicitantes em uma sec¢do transversal genérica S podem ser
determinados cortando a barra nesta se¢do e reduzindo no seu centro de gravidade G ou todos os esfor¢os
externos aplicados a direita do corte ou entdo todos os esforcos externos aplicados a esquerda do corte.

.
Fy
~ -
Fy
N
F, ;
parte 1
N
parte II F,
(@)
N
F,

w3
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Na Figura 4.5(a) mostram-se as tensdes que atuam nas duas partes da barra cortada segundo S; na Figura
4.5(b) mostram-se os esfor¢os solicitantes que atuam nestas duas partes da barra, decorrentes da reducdo
em G das tensdes que atuam na secdo transversal S.

Do principio de ac@o e reagdo decorre que as tensdes que atuam em pontos correspondentes da se¢do S
nas partes I e I da barra sdo iguais em intensidade e dire¢do, mas opostas em sentido. Por este motivo, os
esforcos solicitantes que atuam na segio S nestas duas partes da barra também sio iguais em intensidade e
dire¢do, mas opostos em sentido, como se mostra na Figura 4.5(b).

Deve-se lembrar ainda que, conforme se viu no Capitulo 3, a parte I da barra fica em equilibrio sob a acdo
dos esfor¢os que nela atuam na Figura 4.5(b); o mesmo se pode dizer também da parte II, que fica em
equilibrio sob a agdo dos esfor¢os externos que nela atuam na Figura 4.5(b).

Imagine-se agora que se corte a barra em S e que se reduzam no seu centro de gravidade G os esforcos

externos aplicados a direita do corte como se mostra na Figura 4.6.

5
R

N

parte [
Figura 4.6

Sabe-se do Capitulo I que a reducdo de um sistema de esforcos em um ponto leva a uma forca e a um
momento mecanicamente equivalentes ao sistema que foi reduzido.

Conclui-se desta propriedade que os esfor¢cos que atuam na parte I da barra indicada na Figura 4.6 estdo
em equilibrio, pois eles decorrem da redugdo dos esfor¢os que atuam na barra da Figura 4.4, que estd em
equilibrio.

O mesmo se pode dizer dos esfor¢os decorrentes do corte da barra em S e da reducdo em G das forcas
externas aplicadas a esquerda do corte, mostrados na Figura 4.7.

N
F
parte II
— %%
w
—
%%
z

PR

Figura 4.7
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Pelas mesmas razdes apontadas, os esfor¢os que atuam na parte II da barra indicada na Figura 4.7 estdo
em equilibrio.

Voltando agora ao enunciado do teorema fundamental, observa-se que para demonstra-lo basta provar
que se tem

g*=% e AEE"2 4.1)
e ainda que
Rrx=g' e M= 4.2)

Esta prova € bastante facil.

Comparem-se as partes I da barra mostradas nas Figuras 4.5(b) e 4.6. Como ambas estdo em equilibrio,
conclui-se que se tem

g*=%
e 4.3)
M=%,

De forma andloga, pela comparagdo das partes II da barra mostradas nas Figuras 4.5(b) e 4.7, conclui-se
que se tem

— = %

B B _B-®
e “4.4)

ot = =
demonstrando-se assim que de fato pelo corte da barra em S e reducdo em G de todos os esfor¢os externos

aplicados a direita do corte ou entdo de todos os esforcos externos aplicados a esquerda do corte se obtém
os esforgos solicitantes que atuam nessa secéo, ficando entdo demonstrado o teorema fundamental.

DA)
Examinado o teorema fundamental, apresenta-se agora mais um exemplo de sua aplicagéo.
Exemplo 4.1
Determinar os esforcos solicitantes que atuam na secio S da viga poligonal da Figura 4.8(a).
A determinacdo dos esforcos solicitantes na se¢do S serd feita por meio do teorema fundamental,

cortando-se a barra em S e reduzindo no seu centro de gravidade ou todos os esfor¢os externos aplicados
a direita do corte ou entdo todos os esforcos externos aplicados a esquerda do corte.
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S
e } — 20kN
10 kN
l Im
= T X
1m
10 kN—>L2 = v
20 kN
K Im——k Im— Im—
(@)
60 kNm g
110 kN 10 kN
10 kN > s
20 kN
(b)
Figura 4.8

Observa-se que os esforcos externos aplicados a direita do corte sdo conhecidos; jd os esforgos externos
aplicados a esquerda do corte s@o as reagdes introduzidas na estrutura pelo engastamento, que precisam
ser determinadas. Estas reacdes jd foram obtidas no Exemplo 1.10 do Capitulo L, e estdo indicadas na
Figura 4.8(b).

Passa-se agora ao emprego do teorema fundamental.
Inicialmente serdo obtidos os esforcos solicitantes que atuam no trecho da viga a esquerda do corte.

Na Figura 4.9(a) representa-se a viga cortada segundo S, desenhando-se o trecho da viga a esquerda do
corte com linha cheia e o trecho da viga a direita do corte com linha tracejada.

A redugio dos esfor¢os externos aplicados a direita do corte no centro de gravidade da se¢do S leva aos
esforcos solicitantes que atuam nessa sec¢do, indicados de forma detalhada na Figura 4.9(b) e de forma
concisa na Figura 4.9(c).

Observa-se nesta figura que se tem como esforcos solicitantes em S uma for¢a normal de compressado de
10 kN, uma for¢a cortante de 10 kN girando o trecho de viga em que se aplica no sentido anti-hordrio e

um momento fletor de 50 kNm tracionando as fibras inferiores da barra.

Determinam-se agora os esforgos solicitantes que atuam no trecho da viga a direita do corte.
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Na Figura 4.10(a) indica-se a viga cortada segundo S, desenhando-se com linha cheia o trecho da viga a
direita do corte e com linha tracejada o trecho da viga a esquerda do corte.

A reducdo dos esfor¢os externos aplicados a esquerda do corte no centro de gravidade da sec¢do S leva aos
esforcos solicitantes que atuam nesta se¢do, indicados de forma detalhada na Figura 4.10(b) e de forma

concisa na Figura 4.10(c).

20
(b)
60(* ilo mSOkNm
0 s_ 10 kN
10 kN
©

Figura 4.9
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Figura 4.10
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Observa-se que novamente se tem na se¢do S uma forca normal de compressdo de 10 kN, uma forca
cortante de 10 kN girando o trecho de viga em que se aplica no sentido anti-hordrio e um momento fletor
de 50 kNm tracionando as fibras inferiores da barra.

Como era esperado, os esfor¢os solicitantes determinados nos dois lados do corte - indicados nas Figuras
4.9(c) e 4.10(c) - tém a mesma intensidade e a mesma dire¢do, mas sentidos opostos.

No caso particular dessa secdo transversal que se acaba de analisar é mais facil e menos sujeita a erros a
determinacdo dos esfor¢os solicitantes mediante a redu¢do em G dos esfor¢os externos aplicados a direita
do corte. Isto, porque todos os esfor¢os externos aplicados a direita do corte sdo conhecidos, e sua
reducdo em G pode ser feita diretamente, sem que seja necessdrio calcular as reacdes de apoio
introduzidas em A pelo engastamento.

Apesar de aparentemente mais simples, por envolver um menor nimero de esfor¢os a serem reduzidos, a
reducdo em G dos esforcos externos aplicados a esquerda do corte € na realidade mais sujeita a erros, pois
como estes esfor¢os sdo reagdes de apoio desconhecidas, € preciso primeiro determina-los e depois fazer
sua reducdo em G.
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