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TRACAO OU COMPRESSAO. CISALHAMENTO SIMPLES

1) Introducao. Escopo da Resisténcia dos Materiais

Entende-se por estrutura a parte (ou as partes) de um sistema, destinadas a resistir as acoes
externas (do meio ambiente sobre o sistema). Em todas as especialidades da Engenharia ha
estruturas.

Exemplos: Pontes, barragens, edificios altos, passarelas para pedestres, tineis, coberturas de
estadios esportivos, reservatérios de liquidos, vasos de pressdo, silos para armazenamento de
graos, chassis de caminhdes, carrocerias monobloco de automdveis e Onibus, asas e fuselagens de
avides, cascos de navios e submarinos, plataformas oceanicas de exploracdo de petrdleo, torres de
resfriamento de usinas nucleares, tubulagdes industriais, misseis balisticos ou teleguiados, pontes
rolantes industriais, quadros de bicicletas e motos, robds industriais, torres de transmissao de
energia, fios elétricos com alma de ago, eixos de motores elétricos, prdteses anatOmicas,
estruturas de sustentacdo de pratos parabdlicos de radiotelescOpios, veiculos aeroespaciais,
chaminés altas, torres estaiadas de antenas de radio e televisdo, estruturas de reatores de
termofusdo nuclear (tokamak) , etc..

A Resisténcia dos Materiais € a primeira disciplina da Mecanica das Estruturas. Ela estuda,
principalmente, o comportamento das estruturas reticuladas (formadas por barras), tais como:
vigas de todos os tipos, porticos e treli¢as (planos ou espaciais), e grelhas.

Os esforcos que agem sobre uma estrutura podem ser externos ou internos. Os externos sao ativos
(cargas aplicadas) ou reativos (introduzidos pelos apoios). Os esforcos internos se subdividem
em solicitantes (forca normal, for¢ca cortante, momento fletor e momento de tor¢ao), e resistentes
(tensdes normais e tensdes tangenciais). Os esfor¢os solicitantes sdo equivalentes as tensdes e na
realidade ndo existem. O que existe sdo as tensdes, as quais o material resiste. Os esfor¢os
solicitantes sao entidades ficticias, espécie de meio termo entre os esforcos externos e as tensoes,
e foram criados, na Mecanica das Estruturas, com a finalidade de facilitar o calculo.

A Resisténcia dos Materiais tem como enfoque principal o estudo das tensdes e o estudo das
deformacoes em estruturas reticuladas. Numa primeira etapa se procede a resolucdo da estrutura,
isto €, a determinacdo das reacdes de apoio e dos esfor¢os solicitantes. Em seguida vem o
dimensionamento, com a limitagcao das tensdes (condi¢des ultimas, ou de seguranca) e o controle

das deformagdes (condi¢des de utilizagcdo, ou de servico).

O estudo das deformagdes € importante sob dois aspectos: limitar os deslocamentos de
determinados pontos da estrutura e, mais importante ainda, viabilizar a resolu¢do dos sistemas
hiperestaticos. Sob este ultimo prisma, a Resisténcia dos Materiais pode ser vista como uma
continuacdo da Estdtica, ja que esta ultima s resolve sistemas isostaticos. Para a resolug¢ao dos
sistemas hiperestaticos dispdem-se de trés conjuntos de equacdes: as equacdes de equilibrio da
Estatica, as equagdes de compatibilidade (geometria das deformacgdes) e as equacdes constitutivas
(relagdes entre tensdes e deformagdes), onde entra o material que compde a estrutura.

Como exemplo de dimensionamento com controle das deformagdes, imagine-se a caixa de
mudancas de um caminhdo, que representa um sistema bastante complexo. As engrenagens,



eixos, rolamentos e demais pecas que compdem o sistema devem ser capazes de resistir as
tensoes decorrentes da transmissdo de potencia do motor para o eixo cardan, e dai para as rodas
motrizes (condi¢io de seguranca). Entretanto, isso ndo basta. E preciso, ainda, assegurar que as
deformacgdes dessas pecas nao sejam grandes a ponto de afetar a propria cinemdtica do
mecanismo (condi¢@o de servico).

Como outro exemplo, na area de Engenharia Civil, considere-se uma passarela para pedestres de
grandes vaos (por exemplo, destinada a transpor um rio). Tal estrutura precisa ter resisténcia
suficiente para suportar o peso proprio e o peso das pessoas, além das forcas horizontais devidas
ao vento e as variagdes térmicas didria e sazonal. Além disso, ela deve ter a esbeltez controlada,
de modo a evitar excesso de flexibilidade, que pode conduzir a vibragdes indesejaveis devidas ao
vento e a cadéncia do andar das pessoas.

2) O conceito de tensao

A tensdo e a deformacdo nao sao grandezas fisicas das mais simples. Neste item serd introduzido
o conceito de tensao.

Seja, na figura 1-1, um sélido V (que representa uma estrutura), em equilibrio sob a acdo de
esfor¢os externos ativos e reativos. Seja P um ponto interno do sélido, para o qual queremos
definir o estado de tensdo.

P -[,'-

Figural-1

Para isso consideremos um plano qualquer o, que contém o ponto P, e que divide o sélido em
duas partes distintas, que vamos chamar de I e II (figura 1-2). Consideremos o equilibrio da parte
I, ap6s a divisdo. Ha que considerar, no diagrama de corpo livre, além dos esfor¢os externos que



ja atuavam na parte I, os esfor¢os internos que II aplicava em I antes do corte (e que, apds o corte,
passam a ser externos para a parte I). Esses esforcos sao forcas distribuidas ao longo do plano «.

Figura1-2

Seja AA a area de uma pequena superficie, contida no plano o, e no entorno do ponto P. A
resultante das forcas distribuidas que Il aplicava em I, na drea AA , é AF.

Por definicdo, a tensdo média em P, no plano o e na drea AA , é dada por:

A
" AA

ey

A tensdo média depende do ponto P, do plano o e da drea AA. Essa tultima dependéncia é

incdmoda e pode ser eliminada fazendo AA tender a zero. Aparece assim o conceito de tensao
no ponto P e no plano «:

L AF _dF
=1 R— = =— 2
p=lm,,_,, AA p dA 2)

A tensdao p depende do ponto P e do plano «, e pode ser decomposta, conforme a figura 1-3,

numa componente normal ao plano (tensdo normal G, que pode ser de tracdo ou compressao) e
noutra componente, contida no plano (tensao tangencial T), tais que:

p=G+7T

3)



Figural-3

Observacao (Prof. Décio Leal de Zagottis — Elasticidade e Elementos Finitos — 1.979)
As grandezas fisicas tém sido classificadas em grandezas escalares e vetoriais.

As grandezas escalares sdo aquelas que ficam perfeitamente caracterizadas, em cada ponto, por
um numero real, ou seja, que ficam perfeitamente caracterizadas em um solido V por uma
fungdo escalar de ponto

n=u(P)
como, por exemplo, a massa especifica ou a temperatura.

As grandezas vetoriais sdo aquelas que ficam perfeitamente caracterizadas, em cada ponto, por
um vetor, ou seja, que ficam perfeitamente caracterizadas em um soélido V por uma func¢do
vetorial de ponto

v=v(P)
como, por exemplo, a velocidade ou a aceleracdo.

O estado de tensdo em um ponto P somente fica perfeitamente caracterizado pelo conhecimento
de todas as tensdes p que podem ser associadas aos infinitos planos O. que passam pelo ponto,

ou seja, o estado de tensdo em um solido somente fica caracterizado pelo conhecimento da
fungdo

—

p=p(P.a)

Esta grandeza, bastante mais complexa que as escalares e vetoriais, ndo é nem escalar nem
vetorial. Historicamente, ela foi a primeira grandeza fisica a ser introduzida sem ser escalar nem
vetorial. O ente matemdtico, posteriormente criado para representd-la, por esse motivo recebeu
o nome de tensor. O tensor, em sua conceituacdo geral, engloba o escalar, o vetor, e outros mais
complexos.

As grandezas fisicas que ndo sdo escalares nem vetoriais, em face do que foi dito, recebem o
nome de grandezas tensoriais. Elas existem hoje em grande niimero na Fisica, ndo apenas na



Mecanica dos Solidos Deformdveis, onde apareceram pela primeira vez, mas principalmente na
Teoria da Relatividade e em outras teorias da Fisica Moderna.

3) Tracao ou Compressao Simples

Seja, na figura 1-4, uma barra homogénea e prismadtica, sujeita a um esforco de tracdo N (por
exemplo, uma barra de trelica). A secdo transversal (que €, por definicdo, perpendicular ao eixo
da barra) pode ser uma figura plana qualquer, de drea A.
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Figural-4

Se a for¢a N estiver aplicada no centréide da secdo, demonstra-se (v. anexo A) que a tnica tensao
que aparece, no plano da secao transversal, € a tensdo normal constante:

N
o=— “)

A tensao normal é positiva se for de tracdo e negativa de compressao. A unidade de tensdo, no
S.I., é o Pascal (N/ mz). A tensdo, como foi visto no item anterior, € um esfor¢o interno e nao
deve ser confundida com pressao, que € um esfor¢o externo.

Em outros planos, diferentes do plano da sec¢do (planos inclinados em relacdo ao eixo), ha
também, além das tensdes normais, tensdes tangenciais. Mas, por enquanto, ficaremos restritos
ao que acontece no plano da secdo transversal.



A barra, que tinha um comprimento inicial L, se alonga e passa a ter um comprimento L+ AL .
Define-se como deformacdo longitudinal da barra a grandeza

g=—" (5)

A deformacao longitudinal € um nimero puro e sua ordem de grandeza € do milésimo, para os
materiais estruturais mais comuns. O sinal da deformacdo é o mesmo da variacdo de
comprimento AL : positivo se for alongamento e negativo no caso de encurtamento.

Para cada material pode-se levantar, experimentalmente, o diagrama tensao-deformacgdo, com G
em ordenadas e € em abscissas (figura 1-5). Para tensdes baixas este diagrama € sensivelmente
linear, para a maioria dos materiais. A constante E, dada pela relacao

g=% (6)
€

€ uma caracteristica de cada material, e recebe o nome de modulo de elasticidade longitudinal, ou
modulo de Young. A expressdo (6) € conhecida como Lei de Hooke na tragdo ou compressao
simples.

s N\

CL

Figural-5
A unidade de E, no S.I., € o Pascal (N/ mz). O médulo de elasticidade €, geralmente, de valor
elevado, em virtude da deformacao ser um nimero pequeno. Alguns exemplos podem ser dados,

como referencia:

Aco: E = 2.100.000 kgf /cm’
Aluminio:  E =700.000 kef /cm>

Concreto: E =300.000 kgf /cm?

Para o concreto, o valor de E depende fortemente da qualidade. O valor dado corresponde a um
concreto com resisténcia ao redor de 400 kgf /cm?, usado na construgio de pontes.



Levando o ensaio fisico até as ultimas conseqiiéncias, nota-se que existem dois tipos basicos de
materiais: os diicteis e os frdageis (figura 1-6).
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Materiais Ducteis Materiais Frageis

Figural-6

Os materiais dudcteis (que sdo os metais em geral, com excec¢do do ferro fundido, que € fragil) t€ém
a mesma resisténcia a tracdo do que a compressdo, e apresentam um nitido patamar de
escoamento, em que as deformacdes crescem com a tensdo praticamente constante. Chamam-se
de ©, atensdo de escoamento e de Gy a tensdo de ruptura (esta  ultima representa o limite de

resisténcia do material).

Os materiais frigeis, por sua vez, resistem a compressdao muito mais do que a tracdo. No
concreto, por exemplo, a resisténcia a compressio € cerca de 10 vezes maior do que a resisténcia
a tracdo. Eles ndo apresentam um nitido patamar de escoamento, mas a partir de certo ponto o

diagrama deixa de ser linear. A tensdo que corresponde a esse ponto é chamada, por
conveniéncia, de tensdo de escoamento (Ge) convencional.

No trecho linear, em que 6<0,, o material se diz eldstico linear: as deformagdes sio
instantaneas, reversiveis, e 6 =E¢. Existe também o material eldstico ndo-linear (figura 1-7),

em que as deformacdes, apesar de imediatas e reversiveis, ndo sdo proporcionais as tensdes (por
exemplo, o concreto, para tensdes baixas, apresenta um diagrama ligeiramente nao-linear).

s /N

-

=,

>
Elasticidade Nao-Lincar

Figura1-7



Portanto, elasticidade € sindbnimo de deformagdes imediatas e reversiveis, e ndo de deformacdes
lineares. Para além da tensdao de escoamento, as deformagdes, apesar de instantaneas, ndo sao
recuperadas totalmente por ocasido do descarregamento (figura 1-8).

m

. . deformag@o elastica

(recuperavel)

|

g, deformagdo plastica

(ndo recuperivel )

Figural-8

Na maior parte deste curso serdo considerados apenas os materiais eldsticos lineares, homogéneos
e isotropos. Por definicdo, materiais homogéneos sao aqueles em que as propriedades fisicas sao
as mesmas, qualquer que seja o ponto considerado. Materiais isétropos, ou isotrépicos, por sua
vez, s@o aqueles para os quais, num mesmo ponto, as propriedades fisicas ndo dependem da
direcdo que se considere. A madeira é um contra-exemplo, por ser um material anis6tropo, ou
anisotrépico (a madeira tem uma boa resisténcia a tracdo na direcdo das fibras e quase nenhuma
na direc@o perpendicular a elas).

4) Cisalhamento simples

Neste item serd descrito um outro estado simples de tensdo, conhecido como cisalhamento
simples. Tal estado ocorre quando em dois planos, perpendiculares entre si, nao ha tensodes
normais (6 =0), apenas cisalhamento (t#0). Demonstra-se (v. fasciculo 9 — estado plano de
tensdo) que, em planos perpendiculares entre si, as tensdes de cisalhamento s@o iguais em
modulo, mas tém sentidos opostos.

O ensaio de cisalhamento simples era feito, antigamente, usando um corpo de prova com o

formato de uma pastilha, sujeito a uma forca cortante F (figura 1-9). A tensdo de cisalhamento,
supostamente constante no plano de ruptura, é dada por:

F
T=—
A

onde A ¢ a area da superficie plana de corte. O problema com este ensaio € que, na pratica, ele é
muito dificil de ser realizado.

10
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Figural-9

Atualmente se usa o ensaio de tor¢do pura, onde um corpo de prova com o formato de um
cilindro de parede fina, feito com o material a ser ensaiado, € submetido a tor¢ao (figura 1-10).
Um elemento da parede lateral do corpo de prova fica sujeito a um estado de cisalhamento
simples (os detalhes serdo estudados no fasciculo 3 — tor¢do uniforme). A deformacdo de

N

cisalhamento, correspondente a tensdo T, € a distor¢do, ou seja, o angulo 7y (medido em
radianos).

—

M iy Y
]2 ; :
e E—
T
L/ Tensdes Delornmagdes
T
Figura1-10

Aqui também ha dois comportamentos bdsicos (materiais dicteis e materiais frageis), aos quais
correspondem dois diagramas tensdo-deformagio (t—7y) que sdo em tudo semelhantes aos

diagramas (6 —¢) da figura 1-6.

A Lei de Hooke para o cisalhamento simples €, por analogia com a expressao (6):

G= (7

i
Y

sendo G é o mddulo de elasticidade transversal do material. Demonstra-se que existe a seguinte
relacdo entre os parametros G e E:

E
G—m ®)

onde v € o coeficiente de Poisson, que controla as deformagdes transversais na tracdo ou
compressao simples (assunto a ser estudado no item 7 a seguir).

11



Portanto, um material homogéneo e isétropo fica totalmente caracterizado por duas constantes
reologicas, ou dois parametros (como se sabe, reologia € a ciéncia que estuda as relacdes entre as
tensdes e as deformacodes, para os diversos materiais).

5) Tensoes admissiveis. Introducao da seguranca

Quando ha estados simples de tensdo, a introducdo da seguranga fica muito facilitada,
dispensando-se o uso dos critérios de resisténcia, que sdo necessarios apenas quando ha estados
multiplos de tensdo.

Basta fazer com que as tensdes atuantes na estrutura (tensdes de servi¢o) ndo ultrapassem as
tensoes admissiveis, que sao dadas pelas seguintes expressoes:

(ox)
Tracio: G, = % &)
(¢ )
Compressao: C. = % (10)
. _ T
Cisalhamento: T=—" (1)
S

Nas férmulas acima, s € o coeficiente de seguranga (s >1). O coeficiente de seguranga é tal que
as tensOes admissiveis sdo menores do que as respectivas tensdes de escoamento, fazendo com
que o material trabalhe sempre no regime eldstico, para as cargas de servico. As vezes se
considera a tensdo de escoamento, em vez da tensdo de ruptura, no cdlculo das tensdes
admissiveis.

Na prética hd dois tipos de cdlculo, o de dimensionamento e o de verificagdo. Considere-se, para
exemplificar, um caso de tragdo pura.

a) Na verificaciao as dimensdes sdo conhecidas (neste caso a drea é conhecida), e
procura-se um valor maximo admissivel para a carga de servigo:

O =

> |z

<G, = |N<AG,

b) No dimensionamento o que se quer € a drea:

N _ N
G:XSGT = AZ_—

Orp

12



Exemplo de aplicacdo (Prof. Victor de Souza Lima) Na ligagao mostrada na figura 1-11, achar
as dimensoes ¢, d, s, e, a. Sao dadas as tensdes admissiveis:

G, =60kgf/cm” e T, =15kgf /cm® (madeira)

G, =120kgf /cm® e T, =75kgf /cm®  (metal)

Mk

20cm

/
N ,
T /I e ?
¢ i |
i, e L a
%_I ]

-

Madeina

Figura1-11 (P =12.000 kgf)

Resolugcdo: Em problemas desse tipo € preciso imaginar qual seria, em cada caso, a configuragdo
de ruptura, e impor o equilibrio no diagrama de corpo livre associado.

Para achar c, supde-se que a madeira pode romper por cisalhamento:

2(20¢)15 =12.000 =

Para achar d, supde-se que a madeira pode romper por compressao:

2(20d)60 =12.000 =

Para achar s, supde-se que o metal pode romper por cisalhamento:

2(20s)75 =12.000 =

Para achar e, supde-se que o metal pode romper por tracao:

2(20€)120 =12.000 =

Para achar a, supde-se que a madeira pode romper por tragdo:

20(a —2d)60 =12.000 =

6) Calculo da variaciao de comprimento da barra

13



Das expressoes (5), (6) e (4) vem:

_NL

" EA (12)

AL=8L:%L - AL

Quando a forca normal N e a drea A sdo varidveis ao longo do eixo da barra, considera-se um
elemento dx, que sofre um alongamento dL:

AL:jszdexzélegdx (13)
0

EA

Exemplo de aplicacao

Na figura 1-12, sendo a barra BC infinitamente rigida (ou seja, indeformdvel), dimensionar, com
seguranga igual a 3, o fio (1), com a condi¢do vz <5cm (o deslocamento vertical do ponto B

ndo pode ultrapassar 5 cm). Sdo dados, para o fio, a tensdo de ruptura a tragdo, o coeficiente de
seguranga, € 0o médulo de Young: o, =600MPa, s=3 e E=8GPa

<

@ 3.6 m

J kN
! (1j *
B D : :
2m 3Im .
e e - A
Figura1-12
Resolucao:
. _ _©

A tensdo admissivel vale: G, =— =200 MPa

S

Tomando momentos em relacio ao apoio C, acha-se o valor da for¢a no fio: N =5kN.

A drea necessdria, pela condi¢do de seguranga, se obtém como:

s=Ncs, = Az =2 _025(10) " m?
A G, 200(10)

14



Por consideragdes de economia de material, vamos usar o valor minimo necessario:
-4
A =0,25(10)" m?

Resta verificar a condi¢do de deformabilidade. O deslocamento vertical do ponto D é dado,
aproximadamente, por:

NL 5.000(3,6)
v =(AL). =——= —0,09m
o =(AL), EA 8(10)°(0,25)(10)*

Portanto, o deslocamento do ponto B vale:
5
Vi =§VD =0,15m>0,05m

A estrutura estd muito flexivel. E preciso enrijecé-la, aumentando a drea do fio. A nova drea se
calcula como a drea antiga multiplicada pelo fator de correcdo adequado:

A=0,25(10)" (8’2@ = A=0,75(10)" m?

7) Deformacio transversal na tracao ou compressao simples. Coeficiente de Poisson

Quando uma barra estd sujeita a uma forca normal, ela sofre uma deformagao transversal €, que €
proporcional a deformacgdo longitudinal €, mas de sinal oposto (figura 1-13):

 =—VE (14)

N <] — "

Figura1-13
A constante de proporcionalidade v € o coeficiente de Poisson, o qual é uma caracteristica fisica

do material. Conforme a figura 1-13, se a barra € tracionada, a sua se¢ao diminui, e se a barra é
comprimida, a se¢do aumenta.

15



O coeficiente de Poisson varia desde o valor zero (materiais que ndo apresentam deformacgdo
transversal, como a cortica) até 0,5 (materiais incompressiveis, como a borracha e os solos
saturados):

0<v<05

Para o aco tem-se v =0,3, e para o concreto, v=0,15. Como ja foi visto, os parametros E e v
definem completamente um material eldstico linear, homogéneo e isétropo.

8) Lei de Hooke generalizada

Consideremos um elemento de volume sujeito a um estado triplo de tensdo, de conformidade com
a figura 1-14. Combinando a expressdo (6) com o efeito de Poisson, obtemos a Lei de Hooke
generalizada:

1
& :E[Gl_v(62+63)]

82:%[62 _V(GI+G3)] (15)

=

S

c ﬁ C(l+£3\ ’/GZ ?;

a, e
| I “+—+ L(1+%,)
Aater &&,&M‘”j aflxgD

}erg_%gb\c; A ‘oo

Figura1l-14

Exemplo de aplicacao
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Seja, na figura 1-15, um tubo de parede fina, fechado nas extremidades e submetido a pressao
interna (vaso de pressdo). Calcular o aumento do comprimento (A L), o aumento do diametro

(A d) , € a diminui¢do da espessura (A e).

Sao dados: p=20kgf /cm?
d=2m
e=4mm
L=6m
E =2,5(10)° kgf /cm?
v=0,3

(pressdo interna)
(didmetro médio)
(espessura da parede)
(comprimento)

(mddulo de elasticidade longitudinal)

(coeficiente de Poisson)

J,@ un

r
Gz ED_* 0,
y

N
L

Figura1-15

Resolugdo: As tensdes que atuam num elemento da parede do tubo sdo (figura 1-15):

A tensdo o, vale zero na superficie externa e —p na interna. Como p € pequeno face a 6, e G,,

faremos:

o, =5.000 kgf /cm®

6, =2.500 kgf /cm’

Pela Lei de Hooke generalizada, temos as deformagdes:

1
EIZE[GI_V(02+63)]
€ :l[s —v(o, +0,)]

2 E 2 1 3

1
€3 :E[63_V(01+62)]

= |e,=17(10)"°

= |e,=04 (10)7°

=  |e;,=-09(10)"

(=1,7 %o)
(=0,4 %o)
(=-0,9 %0)



Portanto:

AL=¢, (L) =  |AL=24(0)"m (=2,4 mm)
Ad=¢, (d) —  |Ad=34(10)"m (=3,4mm)
Ae=¢, (e) = Ae=-0,0036 (10)" m (=-0,0036 mm)

9) Deformacao volumétrica

Considerando a figura 1-14, chama-se de deformacdo volumétrica a variagdo de volume do
elemento por unidade de volume:

AV al(l+¢g,)bll+g,)cll+€,)—abc
e, AV _alre)blire)elre)abe_ o yive,)ve,) -

Desprezando os infinitésimos de ordem superior, ficamos com:

AV
EV:7=81+£2+83 (16)

Introduzindo (15) em (16), obtém-se:

AV 1-2v
8\,27: - (6,+0,+0,) (17)

Quando v =0,5 temos €, =0 (materiais incompressiveis: a borracha, por exemplo)

No caso particular em que 6, =06, =0, =p (estado hidrostdtico de tensdo), a expressdo (17)
assume a forma:

AV _3(1-2v)
\ E

(18)

A%

Neste caso podemos definir uma grandeza K, andloga aos médulos E e G, e de mesma dimensao
(Pascal no S.I.), chamada modulo de elasticidade volumétrica, que é uma propriedade do
material:

K= -_ = _ (19)

18



Como K >0, percebe-se que o coeficiente de Poisson ndo pode ser maior do que meio. Para o
caso limite em que v =0,5 (materiais incompressiveis) temos K — oo

Caso particular: tracdo ou compressao simples

No caso particular de uma barra em tragdo ou compressao puras, todos os pontos estdo sujeitos a
um estado simples de tens@o, dado por:

N
GIZG:X () 62263:0

Assim, a expressao (17) fica:

AV 1-2v
=y T g O = e, =€ (1-2v) (20)

Quando v =0, como na corti¢a, €, =€ (ou seja, a se¢do transversal ndo se deforma).
Quando o material € incompressivel (v =0,5), como na borracha, €, =0.

Exemplo de aplicacao:

Na figura 1-16 se representa um paralelepipedo de um material parcialmente confinado.
Desprezando o atrito entre o material e o recipiente, achar:

a) 0,,0,¢0,
b) Ac

c) Ab

19
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Figura1-16

Resolugao:

a)

b)

Na figura 1-17 mostram-se as tensdes atuantes. E claro que:

c,=0 e C,=-D

Para encontrar 6, impde-se que €, =0:

81:%[01_\’((52"’63)]:0 = 0,=v(o,+0,) = % =7VP
4 14,
421 ¢
L~

b o Mk

—1 @3 — sl Bl
7
% v
7 \L 2
A4 YT ¢

Figura1-17

Ae=cle,)=elo,~v(o,+0,)]=c cl-p-v(-vp+0)]

20



ApY (1+v) ob
E
\%
Se ndo houvesse o confinamento seria: Ab= E pb

10) Sistemas com barras rigidas e tirantes flexiveis

Mostraremos, neste ultimo item, dois exemplos de dimensionamento com controle de
deformacdes, o primeiro isostdtico e o segundo hiperestdtico. Estes exemplos envolvem sistemas
com barras rigidas submetidas a flexdo, e barras flexiveis sujeitas a forca normal (chamadas de
tirantes ou escoras, conforme a forca normal seja de tragdo ou de compressao, respectivamente).

1° exemplo)

Na figura 1-18 a barra BCD ¢€ rigida, por hipdtese (E =o0). Achar a drea A do tirante (1) de
modo que o deslocamento vertical do ponto B nio ultrapasse um valor dado (v, <4cm).

Sao dados, para o material dictil que compde o tirante:

G,=6.=06=10MPa e E=10’MPa.

D o ¥
36 kN
\L 3m
[ 7(_
B
AT ITTTE 7
e 4m___ _% 4m .
Figural-18

Resolugdo:

21



Como a estrutura € isostdtica, a forca no tirante pode ser achada simplesmente aplicando as
condig¢des de equilibrio. O equilibrio de momentos em relacao ao apoio C fornece (N € a forca no
tirante):

(Ncosa)3=(36) 4 =N

Para dimensionar, inicialmente impde-se a condi¢do de seguranga:

A =§ = 60'0700 =60(10)" m?
o 10

A seguir, verifica-se a condicdo de deformabilidade, usando para a drea o valor acima calculado.
O alongamento do tirante € dado pela lei de Hooke:

_NL _ 60.000 (5)

AL = =
EA 10°(60)107

=0,05m

O deslocamento horizontal de D € dado pela relagcdo deformagdo-deslocamento (figura 1-19):

h, =2k N hy = 2% 2 0,0625m
Ccos O 0,8
x\ AL
D

by

Figura1l-19

O deslocamento vertical do ponto B pode agora ser calculado:
4
Vg = 3 h, =0,0833... m

O valor obtido € maior do que o valor mdximo permissivel, que é de quatro centimetros. Portanto
€ preciso enrijecer o tirante, aumentando a drea. O novo (e definitivo) valor da area pode ser
calculado simplesmente corrigindo o valor inicial por meio de um fator adequado:

A= [—0’0833"'j 60(10) - A=125(10)" m?

b
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2° exemplo)

A barra BCD, que aparece na figura 1-20, € rigida (E = ). Achar a &rea A dos fios (1) e (2), de
modo que v, <3,75cm. Para os fios sdo dados: 6=15MPa e E=5GPa.

7m

Om

Figura 1-20

Resolugdo:
a) Equilibrio:
A somatoria dos momentos, em relagdo ao apoio D, € escrita como:

(28)18 = (N, senf)12+(N,senat)I2 =  42=08N,+0,6N,

210=4N, +3N, Q1)

A equacdo (21) € a tnica equacdo de equilibrio que envolve apenas as for¢as nos fios. Como ha
duas incégnitas, o problema € hiperestatico. O grau de hiperestaticidade da estrutura vale,
portanto, g=1 (o grau de hiperestaticidade é a diferenca entre o nimero de incognitas e o

numero de equagdes de equilibrio).
Para resolver um problema hiperestatico, sdo necessdrias, além das condi¢des de equilibrio, as
equagdes de compatibilidade (que refletem a geometria das deformacgdes) e as equacdes

constitutivas (neste caso, a lei de Hooke).

b) Compatibilidade

23



A figura 1-21 mostra o sistema em sua geometria original (indeformada) e a posi¢ao final do né
C, que sofre um deslocamento v. (que pode ser considerado vertical, dada a pequenez do angulo

de rotacdo da barra BCD).

Figura 1-21

Para obtermos a variacdo de comprimento dos tirantes (1) e (2), projetamos a posicdo final do né
na direc¢do inicial de cada tirante. Assim, podemos inicialmente escrever as chamadas relacédes
deformagdo-deslocamento:

AL, =v.senf
(22)
AL, =v.sena

das quais € possivel, eliminando o deslocamento do ponto C, obter a equacdo de compatibilidade
(que relaciona as varia¢des de comprimento dos tirantes):

, _AL _AL, _ AL _AL,
¢ senf} seno 0,8 0,6

3AL, =4AL, (23)

¢) Lei de Hooke

s =R a0

(24)

Para resolver o sistema de equacgdes obtido, primeiro introduz-se (24) em (23). O resultado é:

N, =N, (25)
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A equacido (25) parece ser uma equacdo de equilibrio, mas é a equacdo de compatibilidade em
funcao das forgas nos tirantes. Finalmente, as equacdes (21) e (25) resolvem a estrutura:

N, =N, =30kN

2.

E interessante observar que as forcas nos tirantes dependem das suas dreas, ou mais
especificamente, da relacdo entre essas dreas. O resultado encontrado (N, = N, =30 kN) seria

outro se as dreas nao fossem iguais entre si. O fato da resolucdo da estrutura depender da
geometria dos seus elementos é uma caracteristica dos problemas hiperestaticos. O mesmo nao
acontece com os problemas isostaticos, cuja resolug¢do sé depende do equilibrio.

Agora vem a segunda fase. Uma vez resolvida a estrutura, passamos ao dimensionamento. Pelo
critério de seguranca, a area A vale:

:g :LOO(Z =20(10)"* m?
G 15(10)

(se as forgas nos tirantes fossem diferentes entre si, fariamos o célculo da area A usando,
naturalmente, a maior dentre elas).

Para finalizar o dimensionamento, resta apenas verificar a condi¢cdo de deformabilidade.
Escolhendo, por exemplo, o fio de nimero (1), podemos escrever, usando a drea acima calculada:

AL, = 30.000(20)_4 _006m =  y.—AL_006

5(10)° 20(10) ©senp 08

=0,075m

Vg =§ ve =0,1125m > 0,0375m
12

Portanto, o deslocamento do ponto B excede o valor mdximo admissivel. E preciso aumentar a
area dos tirantes. A nova drea vale:

A= 2125150 (07) = A=60(10)" m’
0.0375
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ANEXO A

Na figura 1-22 considere-se que a secdo mostrada, de drea A, estd sujeita a uma tensao normal
constante G (de tracdo), gerada por uma forca N aplicada num certo ponto C.

Serda demonstrado que, nessas condi¢des, o ponto C coincide com o centréide G da secdo. O
sistema de referencia (O, o, B) € um sistema auxiliar envolvido na demonstragao.

Figura 1 -22
dem.: basta impor a equivaléncia estética entre a forca N e as tensdes G.

a) Igualdade de resultantes

N
N=[cdA=c[dA=cA - c=—
A A A
b) Igualdade de momentos em relagcdo ao eixo O
[Baa
N A
NBc =[BlodA)=o[pdA=—[BdA=N =NB, = |B.=Bs
A A AA dA
A
(c.q.d.)
¢) lgualdade de momentos em relacdo ao eixo Of
jadA
N
-No.=-[a(cdA)=-c[adA=-—[adA=-N|2 =-No,
A ! A3 [da
A
donde: O =0 (c.q.d.)
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FIGURAS PLANAS

1) Definicoes

De acordo com a figura 2-1, podemos definir as seguintes caracteristicas geométricas das figuras:

&

Figura2 -1

a) Momentos estiticos

Q. = [BdA
A
Unidade de momento estdtico: (comprimento)3
Q; = j adA
A
joch
G
ro = ABG {dA A
Temos que: pois, por defini¢ao:
Qs =Aay IBdA
Bo ==+ ===
faa A
A
Se 0, =0 = Q=0
Conseqiiéncias:

Se By =0 = Q,=0

o



Ou seja, se um eixo passa pelo centréide G da figura, o momento estatico da figura em relacdo a

esse eixo € nulo (em Mecanica se diz que a figura estd estaticamente balanceada em relagdo a
esse eixo).

b) Momentos de inércia

I, =[p’dA
A
Unidade: (comprimento)4
2
I, =[a’dA
A
¢) Momento centrifugo L= I odA Unidade: (comprimento)4
A
d) Momento polar I, = jrz dA Unidade: (comprimento)4

A

e) Raios de giracio

. I,
1, =.]—
A
Unidade: (comprimento)
I
. B
iy =4]—
VA
I,=Ai]
Por conseqiiéncia:
— A2
I, =Al;

I
Vale também para momento polar: i, = XO = I,=Ai}

Observacoes:

1*) O momento estédtico € conhecido como momento de primeira ordem, € 0s momentos
de inércia, centrifugo e polar sao os momentos de segunda ordem.

2*) O momento polar €, na verdade, o momento de inércia em relacio ao eixo que passa
por O e € perpendicular ao plano da figura.

3*) Os momentos de inércia € 0 momento polar sdo sempre positivos, enquanto que os
momentos estaticos € o momento centrifugo podem ser positivos, negativos ou
nulos. Em Mecanica o momento centrifugo é conhecido como produto de inércia.



4*) O momento polar € a soma dos momentos de inércia:

I, =[r"dA=[(B* +a?)JdA =1, +1I,
A

A

A relacdo entre os correspondentes raios de giracdo € a seguinte:

_a <2 2 22
= = 10_1a+1[3

I, I +IB
A A

2) Translacio de eixos

De acordo com a figura 2-2, temos para a translacdo de eixos a seguinte transformacdo de
coordenadas:

a=y+0,

B=2z+B;

e dA

Be

Figura 2 -2

I, = [B’dA=[2dA+B; [dA+28, [2dA =T, + AR +28, Q,
A A A

A

Mas o momento estatico Q, € nulo, ja que o eixo y € um eixo central. Logo:

I, =1, +Apg (a)

Analogamente:



I =1, +Aag (b)

Iy = [oBdA = [yzdA+Bg [ydA+og [2dA+0gBg [dA=T,, +Bg Q, + 0 Q, + A0eBg
A A A A A

Sendo nulos os momentos estaticos, fica:

IOLB =Iyz +A(XG[SG (C)

As expressdes (a), (b) e (c) constituem o Teorema de Steiner, ou Teorema dos Eixos Paralelos.
O exame delas mostra que, dentre todos os eixos paralelos a uma dada direcdo, o que apresenta
momento de inércia minimo € o que passa pelo centréide da figura. O mesmo nao se pode dizer,
evidentemente, com relacdo ao momento centrifugo.

Observagdo: O Teorema vale também para o momento polar. Somando-se membro a membro as
expressoes (a) e (b) acima, obtém-se, de imediato:

I,=1,+Ad’ sendo d a distancia de O até G (d)

3) Rotacao de eixos

Para a rotagdo de eixos mostrada na figura 2-3, a transformacao de coordenadas € a seguinte:

u=o0cosO+Psend

v=BcosO—asend

Figura2-3



I, = J.Vsz =cos’ GJ.BZdA+sen26.[a2dA— ZseneCOSGJ.OCBdA
A A A

A

= I, =1, cos’6+I;sen’0—21,, senBcosO

Para achar I, basta fazer I, =1, (6 + gj , obtendo:

I, =1,sen’0+1; cos® 6+21, senBcosO (note-se que: I, +I, =1, +1;)

Analogamente:
, I, = jquA = senfcos GI(BZ — o’ )dA +(cos> 60— senze)jaﬁ dA
A A

A

= 1, =(1, —Iﬁ)senecos9+1OLB (cos>6—sen?)

E possivel transformar as expressdes de I, e I, . Sendo:

2sendcosO =sen26
2sen’0=1-cos20
2co0s’ B =1+cos26

vém, respectivamente:

IO(+IB I(X_Iﬁ
I, = 5 + 5 cos20—1,,sen26

I o P sen20+1 4 cos20
2

Quando 6 variade O a ™, I, também varia, passando por um maximo e por um minimo. Nas

aplicagdes € importante conhecer os valores extremos do momento de inércia. Isso pode ser feito,
ou igualando a zero a derivada de I, em relacdo a 0, ou entdo, valendo-se das propriedades de

um certo bindmio, que serdo apresentadas no proximo item.

4) Variacao dos binomios Asen@+Bcos@ (Prof. Telémaco Van Langendonck)

Sejam A e B constantes e ¢ varidvel. Pode-se escrever:

Asen@+Bcos@=+A?+B? cos(p— )



onde ® € definido pelas condi¢des: sen®= e cos®=

A B
VA? +B? JA?+B?

Substituindo A =+A’>+B’sen® ¢ B=+A”>+B”cos® no primeiro membro da expressio do
bindmio, demonstra-se a validade da mesma.

Quando ¢ varia, os valores do bindmio também variam, e os valores extremos acontecem para
cos((p—(;))zil:

¢,—ow=0 — valor mdximo (=\/A2+B2)

¢,—®=7 — valor minimo (z— A2+B2)

. A
ou ainda: ¢ =arc th
que fornece os dois valores de ¢, defasados de 7.

Ao valor midximo A’ +B? corresponde:

o0 = o ®_l-coso_+vA’+B’-B
: . 2 . 2 sen® A

Ao valor minimo —+ A’ +B* corresponde:

¢, =0+T = tg&—tgw_m__cotgg_—l—cosm_— A’+B?-B
2 2 2 2 sen® A

5) Momentos principais de inércia e eixos principais de inércia

Voltando ao item 3, 14 foi visto que:

Lot L

+ P cos 20—-1,,sen28
2

! 2
¢©=20
Fazendo-se: A=y
B=05(I, 1)

o momento de inércia fica:



I, =cte.+Bcos@+ Asen@

e, de acordo com o item 4, os valores extremos de I, sdo dados por cte. +vJA?+B?:

I +1 I -1\ I +1 I -1}
I1:a2ﬁ+\/(a2[3} +Iiﬁ Izzazﬁ_\/(az ﬁj +Iiﬁ

I, e I, s@o os momentos principais de inércia em relagdo ao ponto O, sendo I, o maiore I, o

menor, por convengao.
As direcdes dos eixos principais de inércia O1 e O2 sdo dadas por:

A’+B? -B -JA*+B>-B
N €9, = A

tgh, =

A*+B? =1,-0,5(I, +1;)
Sendo, porém:
~JA*+B? =1,-05(1, +1,)

tgf, =—>— tgh, =—*—2
Lo Lo

Em relagdo ao eixo Ol o momento de inércia € I, e em relagdo ao eixo O2 o momento de inércia
¢l,.

Finalmente, no item 3 foi visto também que:

I, -1
I, =— Bsen26+1043,C0s26:cos26{( . B]tg29+1aﬁ}
2 2

uv

21
Sendo, para os eixos principais, tg20= % , vem: I,=0
B~ ta

Note-se que os eixos principais sdo perpendiculares entre si, j4 que os angulos 20, e 20, estdo
defasados de 7 (pois eles t€m a mesma tangente trigonométrica).

6) Observacoes

1*) Os eixos principais, relativos ao ponto O =G, chamam-se eixos centrais principais




de inércia. Em Mecanica se diz que a figura esta dinamicamente balanceada
em relacdo aos eixos centrais principais (I, =0).

2%) As expressoes que fornecem I, e I,, somadas, dao:
I,+I, =1 +1, =cte. (=I,+I,=1,)
Multiplicadas, originam:

I, -5 =11, =cte.

3%) Se os eixos de referéncia forem O1 e O2, as expressdes de I, e I, se simplificam:

_L+L T-1

. 20s20
2

I

I :II 2 sen20
2

uv

Portanto,se I, =1, = I ,=I, =1, e I, =0.

uv

Ou seja, qualquer eixo que passe por O serd principal de inércia, e o ponto O é chamado de
ponto principal da figura. Por exemplo: circulo, quadrado, etc.. (quando O=G).

Quando O nao coincide com G, apresentam-se dois exemplos na figura 2-4.

WA \Z
y ¥ 7 (mm /
o e a a
5t
o| 8 5 | RN
) " !
% com
1w \’_2_1 c
\\__/

- 2 4
Iﬁlfégz)uc.,.w’* Lol

Figura2 -4

4*) Um eixo de simetria € sempre eixo central principal de inércia, pois em relacdo a ele
e a outro qualquer, perpendicular a ele, tem-se (figura 2-5):



Iy = [apda=0
A

Figura2 -5

5*) Se uma figura tem, em relagdo a um ponto O, dois pares diferentes de eixos
principais, entdo qualquer eixo que passe por O € eixo principal. Por exemplo, no caso do
retangulo (a x 2a) da figura 2-4, os eixos O1 e O2 sdo eixos principais, mas eixos inclinados

a 45°, em relacdo aos primeiros, também sdo eixos principais, porque em relacao a eles o
momento centrifugo € nulo.

Para demonstrar esta propriedade, considerem-se os eixos principais como de referéncia:

_L+L T-1

Iu
2

2 c0s20

I,, =——2%sen26
2

O momento centrifugo vale zero para =0 (com [, =1,) ou para 6 = kil (com I, =1,).

Se o momento centrifugo for nulo para outros valores de 0, é porque I, =1,, e neste caso,
como vimos, qualquer eixo que passe por O é principal de inércia.
6") Se uma figura plana tem 3 ou mais eixos de simetria, entdo todos os eixos que passam
por G sdo centrais principais de inércia. Esta propriedade € um caso particular
da anterior, quando o ponto O coincide com o centrdide G.

Exemplos: tridngulo eqiiilatero, quadrado, hexdgono regular, circulo, etc..

7) Exemplos de aplicacao da teoria

1°) Achar os momentos de inércia I, e I, para o retangulo da figura 2-6.

10



S

B

7‘L
b .
/?- L B/Z
T
Figura2 -6
) f 5 b 4% .blh’ bh’
Iyzjz dAzzjz (bdz)=2= 2> =2 —-0|=
" 0 3.1 3| 8 12
3
Analogamente: I = hll;

Como os dois eixos sdo de simetria (bastava que um deles fosse), entdo eles sdo também os eixos
centrais principais de inércia. Supondo que h >b temos:

_bh’
12

_hv’

I
! 12

e I,

Observe-se que a formula I = bh%z também vale para o paralelogramo da figura 2-7. Mas,

neste caso, a formula I, = hb%z nao vale (por qué?)

B

- d S
4

N

;

N
-

Figura2 -7
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Observacao: Para o caso de um eixo que contém a base do retangulo, o estudante deve verificar
3

que I= bh (basta usar o teorema de Steiner).
2°)  Achar o momento de inércia I, para o tridngulo isosceles da figura 2-8.
fa -0
™N ®
- ;\T
¢ 3
w/ 1\
Ll bl )
= 7

Figura2 -8
P , b( 2h
O elemento de area é dado por: dA=bdz= H(? - zj dz
4 3
I = jzsz = jzz(b'dz)=bh
" =9 36

Como o eixo z € de simetria, o0 momento de inércia Iy calculado é um dos momentos centrais

principais.  Note-se, entretanto, que a férmula deduzida ndo vale para o célculo do outro
momento principal, como no retangulo. Ou seja:

hb’
I+
36

(Por qué ? Como exercicio, achar a expressdo corretade 1)

Observe-se também que a férmula deduzida (Iy = bh%6) continuaria vélida, mesmo que o

tridngulo ndo fosse isdsceles (figura 2-9). Mas, neste caso, os €ixos y € z jd ndo seriam eixos
centrais principais de inércia, porque o eixo z ja ndo é de simetria.

12



Figura2 -9

Observacido: para o caso de um eixo que contém a base do tridngulo (escaleno), o estudante
3

12

deve verificar, usando o teorema de Steiner, que =

3°) Achar I para o circulo da figura 2-10, de raio R e didmetro D

A ?) dﬂ:[adgwa

IV L (o
T

dﬂ; (Zﬂ .'L)C‘\‘L

Figura 2 - 10

Usando coordenadas polares, calculamos inicialmente 0 momento polar I :

2n R 2T 4 4 4
nR* nD
IG:jrsz:jdejfdr:jR o = |[[=—=
< 50 o 4 2 32
R* _nD*
Como I +1,=1I; e I =1,, temos, finalmente: I, =I, = iR T
4 64

Observacdo: Neste exemplo, a integracdo seria mais simples se escolh&ssemos outro elemento de
area, em forma de anel:

13



T nR*
I; = erdA =Ir2 (27 )dr = 5

A 0

T
4°) Coroa de circulo de didmetro maior D e menor d = I =I= a(D4 —d*)

5°) Para o tridngulo retdngulo da figura 2-11, achar o momento centrifugo I ,:

AV

R e ¢
od o

Figura 2 - 11

Convém inicialmente calcular I;:

L =£ochA:Iocj;B dp doczjjoc (B—;J

f

h? % s h? (b*
do = olb—o) do =

. 2b2~([( ) 2b2( ]
b’h?

24

= Iaﬁ =

Em seguida aplica-se o Teorema de Steiner:

b*h? bh(b)(h b*h?
“w oy oPo v 24 2 (3j(3j v 72

O fato de o momento centrifugo ser negativo significa que a maior parte da figura estd situada nos
quadrantes pares.

Observe-se que, trocando o sentido de um dos eixos (y ou z), o momento centrifugo muda de
sinal. Trocando de sentido os dois eixos, 0 momento centrifugo nao se altera. Esta propriedade é
geral.

6°) Secodes delgadas (secdes de parede fina)

14



Quando a se¢do é delgada, costuma-se simplificar o cdlculo do momento de inércia. Seja, por
exemplo, achar o momento de inércia em relacdo ao eixo central principal horizontal da se¢io da
figura 2-12. Note-se que a altura € dada em relacdo aos eixos das mesas, e que a espessura € bem
menor do que as outras dimensdes, para caracterizar a parede fina.

]
|
i
N

1k

et

1

Figura 2 - 12
3 N
Cilculo exato: 1:2[%+(b5)(b)2}+w

(a primeira parcela se refere as mesas e a segunda diz respeito a alma).

L
12
Simplificagdes:
3 3
3@b) ., g O2b-3)
12 12
Exemplo numérico: b=12cm e d=1cm
Valor exato: [=4.472cm*
Valor aproximado: I=4.608cm*

£ (4.608 —4.472

Erro 1472 j 100=3% (o érro cometido tem um valor admissivel)

8) Determinacio dos eixos e momentos centrais principais de inércia

15



Nas aplicagdes em Resisténcia dos Materiais é fundamental achar, para uma figura plana que
representa a sec¢ao transversal de uma barra fletida, o centréide e os eixos centrais principais de
inércia, bem como os respectivos momentos centrais principais de inércia.

Apresentaremos dois exemplos. No primeiro exemplo a figura tem um eixo de simetria, € no
segundo nao hd nenhum eixo de simetria, € o caso mais geral possivel.

Primeiro exemplo: (figura 2-13)

p

hs-

18 | '8
Crm ) cm i
o

Figura 2 - 13

Centroide:
Adota-se um sistema auxiliar de referéncia (a, ) para o cdlculo da posi¢do do centréide. A
figura dada € dividida em dois triangulos, um superior e outro inferior, ambos com a mesma base,

igual a 36 cm.

o; =18cm (por simetria)

Q, (270)35+(540)20

= = =25cm
Po A 270+ 540
Momentos de inércia
36(15)° 36(30)°

I, = +270(10)* +
36

y

+540(-5)* =70.875 cm*

Para o célculo de I,, a subdivisdo adotada ndo serve (por qué?). Adotaremos dois tridngulos,
separados entre si pelo eixo de simetria Gz , obtendo:

16



3
[ = 2{%+ 405 (6)2} — 43.740 cm*

Segundo exemplo: (figura 2-14)

AR

/\ A b
{

30¢m <DL . j
a— | [
_IO(.mn 91} @@,'chm
+— \ - ?—Oi

o= cm

lo |.1_a |
1 ]
Figura 2 - 14

Centréide:

Adota-se um sistema auxiliar de referéncia (o, B) para o calculo da posi¢do do centréide. A
origem desse sistema deve ser escolhida de modo a ser conveniente para o calculo. A figura dada
¢ dividida em duas figuras mais simples.

_Qp _ (400)5+(100)15

S A 400+100

Q, _ (400)20+(100)5 _ 17 em

A 400+100

BG:

Determinacdo das grandezas auxiliares I, I, e [,

Adota-se um conveniente sistema de referéncia central (y, z). Este sistema € central, mas ndo é o
principal, pois I, # 0, como veremos abaixo:

17



10(40)° 10(10)°

I = +400(3) + +100(=12)° =72.167 cm*

y

40(10)° 10(10)°

+400(-2) + +100(8)’ =12.167 cm*

I,, =400(-2)(3)+100(8)(-12)=—-12.000 cm*

Determinacido dos momentos centrais principais de inércia

I +1, L-1,)
Lo == i\/(yz j+Iyz

I, =74.478 cm*

I,=9.856 cm*
(note-se que: I, <I, <I <I,)

Determinacio dos eixos centrais principais de inércia

tgf, = YI_ L=0,1926 = ©,=1090°

yz

(g0, = yI_ 2--51926 = 0,=-79,10°

yz

(note-se que os eixos centrais principais sdo perpendiculares entre si)

18



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

ESCOLA POLITECNICA

Departamento de Engenharia de Estruturas e Geotécnica

CURSO BASICO DE

RESISTENCIA DOS MATERIAIS

FASCICULO N°3

Torc¢ao uniforme

H. Britto

2.010



TORCAO UNIFORME

1) Introducao

Dizemos que uma barra estd sujeita a torcdo uniforme quando trés requisitos sdo,
simultaneamente, respeitados:

a) a barra € homogénea e prismaética (se¢ao transversal constante)

b) o momento de tor¢do € constante ao longo da barra

¢) nado ha impedimento algum ao empenamento (“warping”) da sec¢do transversal
Quando um ou mais desses requisitos ndo sao satisfeitos, a tor¢cao se diz ndo-uniforme.

Em geral, na tor¢do uniforme, a secdo transversal da barra empena, isto é, ela deixa de ser plana,

com excecdo da secdo circular (macica ou vazada). Na tor¢do uniforme o empenamento &
supostamente livre para ocorrer, e todas as secdes transversais da barra empenam igualmente.

O empenamento nao pode ser impedido, sob pena de a tor¢do se tornar nao-uniforme (por
exemplo, um engastamento pode impedir o empenamento, for¢ando a se¢do a se manter plana).

Hé4 150 anos Saint-Venant mostrou, usando os resultados da Teoria da Elasticidade, que, na
tor¢ao uniforme, todos os pontos da barra estdo no estado de cisalhamento simples (v. fasciculo
9 — estado duplo de tensdo)

A Resisténcia dos Materiais, que é uma teoria simplificada oriunda da Teoria da Elasticidade,
consegue, dentro das suas limitacdes, resolver apenas os casos de eixos de secdo circular maciga,
eixos de secdo circular vazada e tubos fechados.

2) Secao circular ou em coroa de circulo. Estudo das tensoes

Seja a secdo circular vazada da figura 3-1, sujeita a um momento de torcao T. A hipdtese bésica
que se faz (a ser confirmada no estudo das deformacdes) é a de que a tensdo tangencial que
aparece num ponto qualquer da sec@o transversal, causada pelo momento de torcdo, é

perpendicular ao raio vetor que define a posicdo do ponto. A tensdo € também proporcional a
distancia r que separa o ponto considerado do centréide da secdo:

T=kr (1)



Figura3 -1

Para achar a constante de proporcionalidade k, basta impor a equivaléncia estitica entre as
tensOes tangenciais e o momento de tor¢do. A resultante das tensdes vale zero, por simetria.
Quanto ao momento em relagdo ao centrdide, podemos escrever:

T=[r(tdA)=k[r*dA

A

A integral que comparece na expressao acima, como foi visto no fasciculo 2 (figuras planas), € o
momento polar de inércia (1) da figura em relacdo ao centréide G. No estudo da tor¢@o essa

integral serd chamada de momento de inércia a torg¢do, e simbolizada por 1, :

Ilzlrsz:g(r“—rf‘) 2)

O resultado acima foi apresentado no fasciculo 2 (figuras planas). Continuando:

T=[r(tdA)=k[r’dA=kI = k=1
A A Il
= rzllr 3)

4
T I,
— — L 3
T . =—TI, com W, =-t _(re - ;j 4)

A grandeza W, é o mddulo de resisténcia a tor¢do da secdo, e é medida, no S.I., em m’. O

modulo de resisténcia € uma grandeza puramente geométrica, isto €, ele nao depende do material
do eixo e nem do momento de tor¢ao.



Observacoes:

1) A expressio: T = —— %)

¢ universal, ou seja, se aplica a secdes de qualquer geometria, bastando, em cada caso, fornecer o

W, correspondente. Para a secdo circular vazada o médulo de resisténcia € dado pela (4).

2) Para introduzir a seguranca, em se tratando de cisalhamento simples, basta impor que:

<t=lc ©6)
S

T
Tméx al—
Wt

sendo T a tensdo admissivel ao cisalhamento do material do eixo, T, a tensdo de escoamento

(supondo tratar-se de material ductil) e s o coeficiente de seguranga (s>1).

Assim, fixado o material, o0 momento maximo de torcdo a que a secdo pode resistir €
proporcional ao médulo de resisténcia, o que justifica o nome dado a grandeza W,

3) A tensdo mdxima € tangente ao contorno. Este fato ndo é uma coincidéncia, vai sempre
acontecer em qualquer secao transversal. Estd ligado a uma condi¢@o de contorno, aquela que diz
que as faces laterais da barra estdo descarregadas. Se ndo ha cargas externas atuando nas faces
laterais, a componente da tensdo, na se¢do transversal, normal ao contorno, vale zero. Isto serd
esclarecido mais tarde, ao se estudar o estado duplo de tensdo, no fasciculo 9.

4) Se a secdo vazada tiver pequena espessura (tubo circular), a férmula se simplifica. Seja R o
raio médio e O a espessura (0 << R). Podemos supor que a tensdo é constante ao longo da
espessura, o que nos leva, impondo o equilibrio, ao seguinte resultado (confirmar):

T T

W =

t

T_(At)R _ [(2nR§)]R

sendo A = TR? a drea delimitada pela linha média da parede. A férmula acima vale, na verdade,
para qualquer tubo fechado, e serd deduzida mais adiante para o caso geral (Bredt).

Também vale aproximadamente, para o tubo circular de parede fina, a seguinte férmula:

I
I[,=AR>=(2nR §)R* =27R*S = |W,=2aR%8=—

Caso particular: secao circular macica

Na figura 3-2 se apresenta uma secdo circular cheia, ou macica, de raios 1, =R e r, =0. As

expressoes (3) e (6) permanecem validas:



sendo que agora temos:

4 4

- TR _ nd 7
2 32
I, nR’ =nd’

W == = 3
R 2 16

sendo d o diametro (d = 2R). Note-se que a tensdo minima vale zero neste caso.

Figura 3 -2

3) Secao circular ou em coroa de circulo. Estudo das deformacoes

As secdes transversais, no caso de secdes circulares ou em coroa de circulo, mantém sua forma
plana primitiva, isto é, ndo empenam. Mas deslocam-se angularmente, uma em relacdo a outra
(Prof. Victor S. Lima).

Seja, na figura 3-3, um elemento de barra, de comprimento dx



Figura3 -3

AB=rdo=A'B=ydx = do=" dx
T

Mas: 0 = 46 = const. = Yo const.
dx r

O que confirma a hipdtese, feita no estudo das tensdes, da proporcionalidade entre a tensdo T
(que por sua vez € proporcional a ), e a distanciar.

Pela Lei de Hooke: Y= re T r
G GI, GI

Integrando, para uma barra de comprimento L:

o_ 1L

" GI, ©)

T L
ezj'dG:G—Il!dx =

A férmula (9) também € universal, assim como a (5).

O parametro G é o mddulo de elasticidade transversal do material do eixo. Vale a seguinte
formula, como foi visto no fasciculo 1:

(10)

sendo E o médulo de elasticidade longitudinal e v o coeficiente de Poisson.



4) Outras formas de secao

Para outras formas de se¢do valem as expressoes (5) e (9):

o_ 1L

T .. = =
GI,

T
max W

t

e a Teoria da Elasticidade fornece as expressoes para o modulo de resisténcia W, e o momento
de inércia a tor¢do I,. (convém lembrar que 0 momento de inércia a tor¢do s6 coincide com o

momento polar no caso das se¢des circulares vazada ou macica).

Como a tensdo tangencial deve ser tangente ao contorno, nos vértices da se¢ao (pontos angulosos,
ou com “bico”) a tensdo € nula, e numa regido préxima a esses pontos a tensdo tem valor
reduzido.

Modulos de resisténcia

De acordo com a figura 3-4, sdo validos os seguintes resultados (sem demonstracao):

1) Quadrado de lado a: W, =0,208 a’ (11)

(a tensdo maxima ocorre no ponto médio do lado)

2) Triangulo eqiiilatero de lado a: W, =0,05a’ (12)

(a tensdo maxima também ocorre no ponto médio do lado)

1+0,435 5’
3) Retangulo de lados a e &: W, = na (13)
1+1,3n 3
o - L. )
sendo [n=—<1 (a tensdo maxima ocorre no meio do LADO MAIOR)
a
(o quadrado € um caso particular, com n=1)
. ad’
4) Retangulo alongado W, = 3 (14)

Este caso, importante na pratica, ¢ um caso limite do anterior (valido

quando n = (0). Aqui a distribuicao das tensoes fica praticamente linear ao longo
da espessura. Além disso, a tensao, ao longo do contorno do lado maior, fica
praticamente constante e igual a tensdo maxima.

5) Retangulo alongado ligeiramente curvo

O resultado do item anterior vale também se o retangulo alongado for ligeiramente
curvo, desde que o raio de curvatura seja bem maior do que a espessura (fig. 3-4)



6) Hexdgono regular W, =0,188d’

(onde d é o diametro do circulo inscrito. A tensdo méaxima ocorre no ponto
médio do lado)

[
=

e JT

O~

T Ttw&,« A CMML\{

A .
e '+ &Aﬁ_ﬁgﬂ% dougeds

&;;%Jf y/ﬂflawax

¢ (§ <<=

Figura 3 -4

Momentos de inércia a torcao

No que se segue, A € a drea da secdo e d o diametro do circulo inscrito.

‘}‘i&ﬁ&g@ A . t é*fda‘/L C?fj;\j:a

15)



1) Quadrado I, =0,1406 Ad’ (16)
2) Triangulo equilétero I = 0,15Ad? (17)
n( b’h’
3) Elipse (de eixos b e h) I, = B(mj (18)
4) Hexdgono regular I,=0115d" (19)
R ad’
5) Retangulo alongado I, = 3 (20)

(a é o comprimento e 0 € a espessura. Vale tanto para elementos retos quanto
para elementos curvos de pequena curvatura, de raio bem maior que a espessura)

5) Exemplos de aplicacao

1° exemplo — Prof. Diogo) Na figura 3-5 se representa uma barra prismatica AB sujeita a um
momento de tor¢do constante (supde-se que o engastamento nao impede o empenamento).
Definir a sec¢do transversal nos seguintes casos:

a) secdo circular maciga de raio R

b) quadrado de lado a

¢) triangulo eqiiilatero de lado a

d) secdo circular vazada de raios R (externo) e 0,8 R (interno)

E dada a tensdo admissivel ao cisalhamento do material (7 )



B
b
b *
T 2
1 9 o/ \e
'_ 4) LER
- ()
&@/ i
Figura3 -5
Resolugdo:
O momento de tor¢do vale: T=Pb
LS
W, T
3
»  w =TRLLPD —~  R2083 320
2 T T
[P
b) W, =0,208a° > ? = a=>1,69 3 Tb
T T
P
c) Wt=0,05a322 = a>2,71 sTb
T T
T 4 4 4 Il
o 1,="[R*-(08R)' |=02952 7R e W=t
2 R
W, =0,29527tR > > @ R >1,02544 %/PTb
T T

Pergunta-se: qual das secdes € a mais econdmica ? Resposta: € a que tem a menor area:



2
a) A=7R’ = A=2]16 3 (bej
| L ©
2
b) A=a’ = A =286 3 [PTbj
| L7
2

2
) Az*/ga — A=318 3 (bej
4 T
2
d  A=0367R’ - A=119 3 (@j

Portanto, a se¢do mais econdmica € a circular vazada, seguida pela circular maci¢a. Na pratica a
maioria dos eixos que transmitem potencia € de se¢ao circular maciga, que, apesar de gastar mais
material do que a vazada, € de constru¢do mais barata.

2% exemplo) Para o sistema da figura 3-6, achar os didmetros d,, d, e arotagdo 6...

Sao dados, para o material do eixo: T =800 kgf/cm® e G=10° kgf /cm?.

Ay )
1O &

Wy - I
1R
\j:
S
J

D

Figura3 -6
Resolugdo:

Momentos de tor¢do nos dois trechos: T, =4.000kgtcm e T, =10.000kgfcm

3
(W, )1 = nd, :E = d, =295cm
16 T
3
T
(Wl )2 :—nl(éz :?2 = dZ = 4,00 cm

11



T, L,  T,L,  4.000(100) . 10.000(200)

0,=6,+6, = _
G(L), G(L): 195 ™ (h05)*  10° ™ (4,00)
32 32

=0,1334 rad

3° exemplo) Para o sistema da figura 3-7, achar o valor do didmetro d (T =200 kgf m).

Sdo dados, para o material do eixo: T =800 kgf/cm® e G=10° kgf /cm?.
Impde-se, ainda, que 6. < 0, sendo © um valor limite dado por 6 = 0,025 rad

0,2 4
T %ﬂ - ”6% «__T%
« 7 =5 %
%_IZ_NL__,‘«—Aﬁrv\L
Figura 3 -7

Resolugdo:

Com relacdo as caracteristicas geométricas das secoes A e B:

nd* .
I = =0,098175 d
1),="2

(1), :% la* - (0,7d)*]=0,074603

(I,),

(W), = =0,19635 d°

Y
(I,)

(W), =—22 =
4

Em primeiro lugar € preciso achar as reacdes de apoio T, e T;. O equilibrio diz que:

0,14921 d’

T, +T, =T =20.000 a)

Como esta € a tnica equagao de equilibrio, e hd 2 incdgnitas, o problema € hiperestdtico.

A outra equagao disponivel € a equacao de compatibilidade:

12



_ T,(2000 T, (100)
€ 10°(0,074603)d*  10°(0,098175)d*

T, =2.6319T, b)

Resolvendo o sistema a) e b), chega-se a:

T, =5.500 kgf cm

Ty =14.500 kgf cm

Resolvido o sistema hiperestatico, o préximo passo € o dimensionamento, com a introducdo da
segurancga ao colapso, e a verificacdo da deformabilidade.

Com relacdo a seguranca:

T, = T = 3-500 - <800 = d >3,585cm
(W), 014921d
T, = Tp 18500 g4 =  d=4520cm

(W,), 0196354’
Com relacdo a deformabilidade:

5.500 (200)

0. = <0,025 = d>4.930cm| (resposta
€ 10°(0,074603)d* (resposta)

4° exemplo) Um eixo circular vazado transmite, conforme a figura 3-8, uma potencia de 250 H.P.
a uma velocidade angular de 800 r.p.m. Determinar o didmetro externo desse eixo (d = ?),
sabendo que a rotacdo relativa entre as suas extremidades nao pode ultrapassar o valor de 0,015

rad. Sdo dados, para o material do eixo: T =750 kgf /cm”> e G =10° kgf /cm?.

1 (PoT=T.w) T
L e ] AP tllelll A
W o

t Blem o g3y

Figura 3-8

Resolugdo:

Sabemos que: Potencia=T @ 2D

13



Sendo T o momento de tor¢do (torque) atuante no eixo e ® a velocidade angular. No sistema
MK*S (técnico) a potencia é dada em kgfm / s, o torque em kgfm e a velocidade angular em
radianos /s. Sabemos que:

60) rad/s

1 H.P.=75kgfm/s e Irpm. = (275
Portanto, de (21) vem, ja considerando a conversao de unidades:

250(75)=T [%g“)} = T =22381kgf m

I = 3—’; la* —(0,74)*|=0,074603 a*
W oot = % —0,149206 d°

l_—223’81 (100) =750 = d=5,85cm

Tméx -
W, 0,149206 d’

Agora, verificando a condi¢do de deformabilidade:

TL  22381(100)120
0= = - =0,015 = _d =7,00cm| (resposta)
GI, (10)° 0,074603 d* P

6) Secoes delgadas abertas

Seja uma barra de comprimento L, com a secdo delgada aberta da figura 3-9, sujeita a um
momento de tor¢do T, como indicado. Supde-se que a espessura dos diversos elementos seja
pequena em relacdo as dimensdes da se¢do, o que caracteriza as se¢oes de parede fina.

—
o
(.
b=
=]
X
—

< < €

- = —
¢

| | |
Ly 2, % \ —
. —_r —>

N
Qj
;1:.,.....---!. -
s
J
F
— —> —r

w
-“:M

3, ! <_¢ 0
E}% e i

S
N

Tenvor JVM?(UWM

Figura3-9
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Dois elementos genéricos i e j tém as seguintes rotagdes:

TL T,L

0,=6 = —i =l (22)

C ), @)

Assim, cada elemento i suporta uma fracio T, do momento total T que é proporcional ao seu
momento de inércia a tor¢ao (Il)i. Da condi¢ao de todos os elementos terem o0 mesmo giro,

obtém-se, usando uma conhecida propriedade das fracoes:

T.L T L+T,L+ - TL
0, = = —9=——
G(,), Gf(1),+G(),+ GI,

Donde se conclui, considerando (20), que o momento de inércia da secao vale:

I =>(1), = I, = Z% 23)

Da relacdo (22), e considerando (23), vem:

T _T _ 2% T

), @), ) L

(24)

Lembrando das férmulas (14) e (20), temos, para o elemento de ordem i (figura 3-10):

("[ ) = Ti = Ti =
e (Wt )i a, &
3

Figura 3-10

15



ou ainda, em virtude de (24):

(T ) = Ls, (25)

Portanto, T . vai ocorrer no elemento que for o mais espesso:

X

== 3, = W, = (26)

t max

Caso particular importante

Quando a espessura & for igual para todos os elementos, as férmulas (23) e (26) se simplificam,
passando a ser, respectivamente (C é o comprimento total da linha média: C= Z:ai ):

3
II=C36 27
cs I,
W, = 3 s (28)

7) Secoes delgadas fechadas unicelulares — Férmulas de Bredt

Na figura 3-11 se representa um tubo prismatico de uma célula com parede fina e espessura que
pode ser varidvel ao longo da linha média da secdo. De uma fatia desse tubo, de comprimento dx,
corta-se um elemento através de dois planos paralelos ao eixo do tubo e perpendiculares a linha
média, como mostra a figura 3-11.

_“T

Figura 3 - 11

16



A hipétese basica € a de que a tens@o tangencial na secdo, devida ao momento de torcao, é
tangente a linha média (sendo portanto tangente ao contorno) e constante ao longo da espessura,
mas podendo variar continuamente ao longo da linha média.

O elemento de barra deve estar em equilibrio sob a acdo das forcas F;, F,, F3 e F4 (que sdo as
resultantes das tensdes):

YFE =0 = F=F

E =1, (3, dx)
Mas = 1,9,=1,90,
E =1, (82 dx)

A distancia ds entre os cortes € arbitraria. Logo:

‘q =T d=constan te|

Ou seja, o fluxo de cisalhamento (q) é constante ao longo da linha média. Impondo a
equivaléncia estdtica entre 0 momento de tor¢do e o fluxo (figura 3-12):

Figura 3 - 12

T= §h(qu)= q§hds

sendo s a abscissa ao longo da linha média. Mas (hds) é o dobro da drea do triangulo
elementar em hachurado na figura 3-12. Portanto:

T=q (ZK ) (primeira formula de Bredt) (29)

onde A ¢ adrea da figura delimitada pela linha média da secio. Assim:
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T T
— e Jr=d-—_ (30)

179A 2A6

A tensdo maxima ocorrerd no ponto em que a espessura for minima:

T —
= — = = W, =2A0 31
méx Wt 2AS t min ( )

sendo W,, como sempre, o mddulo de resisténcia a tor¢do. Para achar o momento de inércia a
tor¢ao (Il), vamos escrever a expressdo da energia de deformacdo armazenada numa fatia do

eixo, de comprimento dx:

%(Tde): dU= % § (ads)(ydx)= % § (x8ds)(ydx)

A expressdo acima afirma que o trabalho externo (realizado pelo momento de tor¢do) nao se
perde, ficando armazenado no interior da fatia sob a forma de energia de deformacao, energia esta
que pode também ser escrita em funcdo da forca interna elementar (qds) e do deslocamento

correspondente (ydx ), conforme a figura 3-13.
_ g
+ : - - fdx '
L‘C
An ET
" =k ] :
: " 5 d X — T

’L
4| J !

Figura 3 -13

Mas, pela Lei de Hooke, y= (%} ) Logo:

2
Tﬁ = 1:—?Sds
dx
Considerando (30):
T 5 T?
T=——— = T =—
2A0 4A°%8
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Finalmente:

Td@_& T?

o

T dx G

ot T 1 )gds T
4A d GI

Caso particular importante

—_zdS
4GA° O

T2
 4GA®

(segunda féormula de Bredt)

J

ds

o

(32)

Quando a espessura for constante ao longo da linha média da secdo, as féormulas (31) e (32) se

simplificam, passando a ser escritas como (C é o comprimento da linha média):

W, =2A3%
I_@KV&
e

Exemplos de ilustracio da teoria

(33)

(34)

a) Para um tubo circular (figura 3-14), calcular o médulo de resisténcia e 0 momento de inércia a

tor¢cdo pela teoria exata e pelas formulas de Bredt.

Resolugao:

Figura 3 - 14

Sao dados:

espessura vale, portanto, 6 =1cm, e o raio médio R =9,5cm .

(ﬁe* ”’,{)

r,=10cm, r,=9cm. A

19



Valores exatos:

I, = {rz dA :%(r: —1*)=5.402 cm*
Il

W, =-1=540,2 cm’
r

[

Valores aproximados (Bredt):

L =4(A) 2= 4(zRr?) -2 —27R5 = 5.387 om’ (érro=—0,3%)
C 2nR
W, =2A8= 2nR25=I§‘:567,1 cm’ (erro=+5,0%)

b) Na figura 3-15 se representam duas secdes quadradas de parede fina, uma fechada (# 1) e a
outra aberta (# 2). Comparar as se¢oes entre si, no que diz respeito a resisténcia e a
deformabilidade. E dada a relagdo: a =200

7L-"—‘" LMo o el o e e o 0
t |
1 F /Zl
b 1T q !
| i $
] ) L
A

Figura 3 - 15

Resolucao:

20



Comparacio das resisténcias

T T
Tl :T:—Z
2A0 2a°d

T T 3 T
T,=—308= o==
10T M) O 4 ad
3
3(a
= T, :E[gj T, = T,=30T

A perda de resisténcia do perfil aberto se explica por ser o braco de alavanca muito maior no
perfil fechado.

Comparacio das rigidezes

o - TL _ TL (ﬂj_ TL
' 6,), gla?)l38) GR'Y)

o - TL _ TL (3)23 TL
> G(1,), G(4a)s’ 4 Glad’
3(a)’
= 6,=|5] 6 = 0, =300 6,

A perda de rigidez no perfil aberto se explica porque ha um deslizamento longitudinal ao longo
da ranhura (figura 3-16).

i T
«l—.[ | —»

Figura 3 -16
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Observacao final

Para uma sec@o fechada unicelular existe uma férmula alternativa para o cdlculo da rotagdao 0,
que vale a pena apresentar. Tal expressao € muito util na determinacio da posi¢do do centro de
cisalhamento de uma secao fechada, assunto que foge ao escopo destas notas de aula.

Sejam as duas férmulas de Bredt:

—\2

q=% It=(2/¥
ii

8

Podemos escrever:

(2A)° _q(2A)" _T(2A)

' ds ds q
— — —ds
q {5

) )
Mas:
_TL _TL %ds
" GI, G T[(A)
Finalmente:
L
0= < § %ds (35)
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FLEXAO RETA

1) Quadro geral da flexao

Uma barra estd sujeita a flexdo quando hda momento fletor atuante. Um panorama geral do
problema da flexao é dado no quadro abaixo:

RETA (FSR)
FLEXAO SIMPLES (M, V)
OBLIQUA (FS.0)

(V=0 = Flexao pura)
FLEXAO
RETA (FCR)

FLEXAO COMPOSTA (M, V, N)
OBLIQUA (F.CO.)

(V=0 = tracdo ou compressao

excéntricas)

Neste fasciculo vamos estudar, numa primeira etapa, a flexao simples reta (F.S.R.), tendo como
caso particular, quando V = 0, a flexdo pura. Em seguida acrescentaremos a for¢a normal,
abordando a flexdo composta reta (F.C.R.), a qual, por sua vez, apresenta como caso particular,
quando V =0, a tragdo ou compressao excéntricas.

No préximo fasciculo estudaremos a flexdao obliqua. Alguns livros chamam a flexdo reta de
flexdo normal e a flexdo obliqua de flexao desviada.

Na parte final hd um anexo que consiste numa introducdo ao estudo das vigas compostas, ou seja,
vigas constituidas de dois ou mais materiais.



Parte I — Flexao simples reta
2) Flexao Pura

Na flex@o pura o tnico esfor¢o solicitante que atua na secdo transversal € o momento fletor. De
acordo com a hipétese de Navier, as secOes transversais, que sao planas e perpendiculares ao eixo
antes da deformacdo, continuam, apds a deformacao, planas e perpendiculares ao eixo encurvado,
conforme a figura 4-1.

A Y — *Ck.\(o

_’{i{r\r\-ﬁ\o\ c()a; 2N

SECAS
TOANSNE RS AL

((opTe A-A)

Figura4 -1

O eixo da viga (eixo X) se encurva, assumindo a forma de um arco de circulo, mas mantém o
comprimento inalterado, ou seja, ele nao se deforma. O eixo da viga pertence a fibra neutra, que
¢ a fibra para a qual z=0 (entende-se por fibra todos os pontos da viga que t€tm a mesma
ordenada z). Na fibra neutra, portanto, a tensdo normal € nula.

As fibras situadas abaixo do eixo (z > 0) se alongam e aquelas acima do eixo (z < 0) encurtam.
A fibra mais tracionada é a de baixo e a mais comprimida a de cima. Despreza-se neste estudo a
deformacdo da secdo transversal no seu proprio plano, ou seja, supoe-se nulo o coeficiente de
Poisson do material (v = 0).

A hipétese de secao plana significa que as deformagdes longitudinais € das diversas fibras variam
linearmente ao longo da altura, valendo zero no eixo, de acordo com a figura 4-2 (que representa
a vista lateral de um elemento da viga, antes e apds a deformacio):



€E=XK2z

Figura 4 -2

A expressdo € =K z € conhecida como equacdo de compatibilidade. No fasciculo 7, quando

estudarmos a linha eléstica, veremos que o parametro K representa a curvatura da viga (linha
elastica € a curva em que se transforma o eixo da viga, apds a deformagao).

A flexdo € reta quando a intersec¢ao do plano de acdo do momento fletor (que € o plano onde a
viga se deforma, ou seja, € o plano x-z) e o plano da secdo transversal coincide com um dos eixos
centrais principais da sec¢do, e obliqua em caso contrario. Como o vetor momento é sempre
perpendicular ao respectivo plano de acdo, resulta que, na flexao reta, o vetor momento € paralelo
a um dos eixos centrais principais da sec¢ao transversal.

Combinando a hipétese de Navier com a lei de Hooke, resulta que as tensdes normais variam
linearmente ao longo da altura (figura 4-2), valendo zero na fibra neutra, o que se conhece como
hipétese de Bernouilli. A tensdo normal na secdo é dada pela formula fundamental da Resisténcia
dos Materiais:

sendo =1, o momento de inércia da se¢éo em relagdo ao eixo horizontal Gy (a flexdo se dé ao

redor do eixo Gy).

demonstracdo:

De acordo com a figura 4-3, o eixo Gz € de simetria, e, portanto, central principal. Ele representa
o traco do plano de acdo do momento no plano da secao transversal.
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Figura4 -3

A hipétese de que 6 =cte. na fibra BB” ¢ bdsica: a tensdo normal nio varia com a abscissa y.
Esta hipdtese, sem a qual ndo existiria a Resisténcia dos Materiais, foi amplamente confirmada
em ensaios de laboratério e em simulagdes numéricas.

Chamam-se de t,_ e t; as distancias (positivas) das fibras mais afastadas (superior e inferior) da

linha neutra (LN), que € a linha horizontal que contém o centrdide. As tensdes normais extremas
sdo chamadas de o, (na fibra superior, mdxima compressdo) e ©; (na fibra inferior, maxima

tracdo). No sistema de referéncia adotado, o eixo Gx € o eixo da viga, ndo indicado na figura (é
perpendicular ao papel e estd saindo da figura).

O momento fletor M € estaticamente equivalente as tensdes normais ©. Ele ndo existe,
fisicamente falando. O que existe, na realidade, s@o as tensdes G, € o material resiste (ou ndo) a
essas tensdes. O momento fletor é um ente ficticio, intermedidrio entre os esforcos externos e as

tensoes, concebido para facilitar o dimensionamento (Prof. Décio de Zagottis).

Para demonstrar a férmula fundamental, inicialmente introduz-se a equacdo de compatibilidade
(e =x1z) na Lei de Hooke:

c=E¢ = c=Exz

A seguir introduzimos a equivaléncia estitica. Em primeiro lugar, fazendo igual a zero a
resultante das tensdes, podemos confirmar que o eixo y passa pelo centréide:

[oda=N=0 =  Ex [2dA=ExQ,=0 =  Q,=0
A A

E agora, igualando o momento fletor ao momento gerado pelas tensdes, obtém-se a curvatura:



jz(ch)zM 2N EKIzsz:EIK:M - k=2
" " EI
E assim, finalmente:
c=Exz = G=¥Z c.q.d.

3) Modulos de resisténcia

Na linha neutra (LN), como foi visto, a tensao vale zero:
c=0 = z=0 (equacdo da linha neutra)
Sejam G, e G, as tensdes normais admissiveis a tracdo e a compressdo, respectivamente

(consideradas positivas). Nos problemas de dimensionamento, a introdugcdo da seguranca leva
as seguintes condicoes (figura 4-3):

M M M

G, =—1,=—-<0; = W, 2—
I W, [

M M M
o.M )M, 5 - waM
B | W, O

Nos problemas de verificacdo deve-se comprovar que:

M

<5
wooT

M
<5
W€

Nas expressoes acima, as grandezas

sd@o conhecidas como mddulos de resisténcia a flexdo da secdo transversal. Os moddulos de
resisténcia dependem apenas da geometria, e s3o medidos em m’ (no S.L.).

Os modulos de resisténcia t€ém um significado fisico bastante claro. Fixada uma tensao
admissivel, ou seja, fixado o material da viga, o momento maximo a que a se¢do pode resistir,



com seguranga, ¢ proporcional ao mddulo de resisténcia correspondente, justificando assim a
denominacao.

Observacao:

Sec¢des mais eficientes e econdmicas (mais resistentes com a mesma drea) t€m maior W, ou seja,
maior quantidade de material afastado da linha neutra, pois o momento de inércia I aumenta

mais rdpido do que a distancia t (W =1 t) . A figura 4-4 mostra duas se¢des de mesma area
(A=a%).

a 3a

L
a3

Figura4 -4

A sec¢do retangular tem um mdédulo de resisténcia igual ao triplo da sec@o quadrada:

4 3
Secdo quadrada: =2 = W= 21 _a
12 a 6
4 3
Segdo retangular: I= i(ij (3a)’ = 33 = W= 21 =2
12\ 3 4 3a 2

Pela mesma razdo, quando a flexao pode ocorrer em qualquer dire¢do (postes, estacas, etc..),
secOes vazadas sdo mais resistentes que as cheias de mesma drea. Na figura 4-5 as duas secdes

tém a mesma area (A = TCRZ), mas o modulo de resisténcia da se¢do vazada € maior que o da
secdo cheia:

_mR* I 7R’

= W=—

4 4
Vazada: I=E (S—Rj —(4—Rj :E(ﬂjR“ = W=1I i :E(ﬂ]}@
410 3 3 419 SR 4115

Maciga: I
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N
~

Figura4 -5
4) Caso geral de secao transversal

Na deducdo que se fez da férmula fundamental, supds-se que o eixo vertical era de simetria.
Quando ndo ha nenhum eixo de simetria na se¢do (figura 4-6), é preciso que ndo aparegca o
momento parasita M (Prof. Victor de Souza Lima):

i

:%3!,

an

VAR
dA\
|

Figura4 -6

M, =jy(ch)=o

A
Mantendo as hipdteses anteriores, vem:

M, j(—zjdA——jysz o—%gzzo

A

condi¢do que s6 prevalece quando o momento centrifugo I, for igual a zero, ou seja, quando o

sistema de referencia for aquele formado pelos eixos centrais principais de inércia. Portanto, a
férmula fundamental sé vale neste sistema especial de eixos.



S) Flexao Simples Reta

Quando ha uma forga cortante V na secao, além do momento fletor M, a hip6tese de Navier nao
vale mais, isto é, as secdes empenam, deixando de ser planas. As deformagdes, no entanto,
continuam sendo lineares, como mostra a figura 4-7. Assim, as consideracdes feitas até aqui,
relativas as tensdes normais no caso da flexao pura, nao se alteram na flexao simples. Em outras
palavras: a presenca da forca cortante ndo altera a distribui¢do das tensdes normais causadas pelo
momento fletor. Mas a reciproca nao vale: a existéncia de um momento fletor faz com que a
distribuicao das tensdes de cisalhamento na secdo, devidas a forca cortante, seja varidvel, isto é,

T# (%), como sera visto no fasciculo 6.

AL X o
o - /

o b |l

pd -
G t;
?LE){E—O ?LEX&Q
PoRA S\UMPLET
Figura 4 -7

6) Exemplos de aplicacao

1° exemplo) Definir a secdo transversal da viga da figura 4-8 para as formas de se¢cao
mostradas. Comparar o consumo de material nos diversos casos.

(sdo dadas as tensdes admissiveis: G, =6. =06 =80kgf/cm?)

e R

N Com i

b Lo
GL L ::**;——% —— e
IR SR T
f-= k08
&) Q ¢> A) e)
Figura4 -8



_pL*_1(500)
mix 8 -

Resolugdo: M =31.250 kgf cm

O moédulo de resisténcia necessario vale: W= ¥ = 31250 =390,625 cm’

O

4 3
) w=m (gj ™ 300625 = d=1585cm
64 \d) 32

4 2 a3
b) W=—(—j=€=390,625 = a=1328cm

3 3
0 W= b(3b) (ij - % =390,625 = b=6386cm

3 2
d) p=9b +2(b8)(9j =T ob = b
12 2) 12 180

4 3
_7b (Ej =75 390625 = b=17.02cm
180(b ) 90
4 4
e) 1= — 08c)" _ 0,0492¢*
12
W= 0,0492c4(3j —0,0984c’ =390,625 = c=1583cm
C

Comparacio do consumo (por meio das dreas):

_md’

a) A =197,21 cm?

b) A=a’=176,44 cm?
c) A =3b* =122,34 cm?

2
d) A=3bd= b? = 58,65 cm®

e) A=c>—(0,8¢c)’ =0,36c* =90,21 cm?

Portanto, a secdo mais econdmica € a se¢cdo I, do item d), enquanto que a mais dispendiosa € a
secdo circular maciga, resultados ja esperados.
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2° exemplo) Para a tora de madeira da figura 4-9, de diametro D, quais os valores de B e H
que resultam na viga mais resistente?

®

- - H

Figura4 -9
3 2 2 3
Resolugdo: = BH (2 = BH :E(D2 _BZ)ZM
12 \H 6 6 6
d—W=0 = D*-3B*’=0 = B:D—\/5
dB 3

H=+vD?’-B* = H:D;/E

Observacdo: € possivel também resolver este problema usando multiplicadores de
Lagrange (problemas de extremos condicionados).

3° exemplo) Achar a altura racional h da secao da figura 4-10, para a relagdo: %
c

[ | 2 1 =
= 19
4+ +4 Gc
A

| | —/
b @ | e

=
—|

acs
?.‘S

3

Figura 4 -10
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Resolugdo:  Altura racional de uma se¢do, para um dado material, é aquela altura
para a qual as tensdes extremas coincidem com as tensdes admissiveis do
material.

- . t
Da condic¢ao da altura ser a racional resulta que: —4=
t

A outra condi¢do a ser imposta é que o momento estético da figura seja nulo em relagdo ao eixo
horizontal y:

Q, :_2(1)(‘35)%4'2(1)(ti)%i+18(2)(ti ~1)=0

Introduzindo t, =3t, na expressdo acima, obtém-se duas solu¢des possiveis:

tt=3 = t,=9 = h=12cm
267 -9t,+9=0 =
t.=15 = t,=45 = h=6cm

4° exemplo) Achar aresultante F~ das tensdes de tragdio na regido hachurada A * da
secdo da figura4-11.

dal

777 1o N-hizhnm
M
“ | @) |4

|2k 1y 24,

Figura 4 -11

Resolugao: I=

60* 5| 24 (40)’
12 12

} =824.000 cm*

F*:jodAzszdA:MQ’;= 41.200
e 17, 824.000

; (600)25 =750 kN

5% exemplo) Para a viga da figura 4-12, achar o valor minimo necessdrio para a dimensdo a .

12



Sao dadas as tensdes admissiveis do material que compde a viga:
G, =25kgf /cm® e G.=75kgf/cm®. Desprezar o peso proprio da viga.

LSa, ..Za . L .

— T A
%f{o Z2lo
pj:[y b{ﬁ 2
oznv\ ch'M r)‘m f
A D
; gQ A ZGL ag
l 42-000 ,," ,%'
\ P Jee |

SECAs TAANSNELSAL

¢3.000

QU (g em)

Figura 4 - 12

Resolugcdo:  As caracteristicas geométricas da sec¢do transversal sdo as seguintes,
em funcdo da incégnita a (verificar os cdlculos):

O diagrama de momentos fletores pode ser tragado, e o resultado se encontra na figura 4-12. As
secOes transversais candidatas a se¢ao critica sao a se¢do do apoio da direita e a se¢do a meio vao.
Vamos verificar o que acontece nas fibras superior e inferior dessas duas secoes.

Secao do apoio da direita (M = 42.000 kgf cm, tragdo em cima):

GSZMZMSZS = a=>235cm
W. 392 a

N

o = M _420000) .o ~  a218cm
W, 280a°

1

Secdo do meio vao (M =63.000 kgf cm , tracdo em baixo):

GszﬂzﬂLO?)Sﬁ = a=>186cm
W. 392 a

S

13



M _ 63.000 (3)

6 =—=—" ) <95

W 280 a°

1

a=>3cm

Observando os quatro resultados acima, vemos que a resposta do problema é |a =3 cm|, porque
este € o menor valor que satisfaz simultaneamente as quatro condicdes. Assim, o ponto critico da

viga situa-se na fibra inferior da se¢do do meio vao.

6° exemplo) Dispdem-se de 3 barras prismaticas de madeira, de secdo retangular (8 x 24 cm?), e
comprimento igual a 4 metros. Com elas podem ser montadas pelo menos 4 vigas diferentes,
cujas segdes transversais estdo mostradas na figura 4-13. Pede-se o valor maximo admissivel

para a carga P, em cada caso. E dada a tensdo normal admissivel da madeira: & = 60 kgf /cm?

(tragdo ou compressao). Desprezar o peso proprio da viga.

Y

A m

J//_P

T
>

@

©@ [

Figura 4 - 13
Resolugcdo: W 2= ¥ = 400 P P<OISW
o 60
CASO t, (cm) I (cm?) W (cm’) Prax (kgf)
1 20 109.568 5.478 822
2 14,666... 52.224 3.013 452
3 22,666... 175.104 5.253 788
4 26,3094 74.331 2.825 424

Comentario sobre o caso 4

14



Como hd 3 eixos de simetria, qualquer eixo central é principal de inércia. O centréide da secdo
coincide com o centroide do tridngulo eqiiildtero situado no niicleo da figura.

2,

Calcula-se o momento polar de cada peca (o qual é a soma dos momentos de inércia), e
translada-se para o centroide geral, usando o teorema de Steiner. Multiplica-se o resultado por
3 e tem-se o momento polar da se¢cdo composta.

Divide-se o momento polar da se¢do por 2 e tem-se o momento de inércia. Para achar o modulo
de resisténcia, lembrar que a fibra superior é a mais solicitada (W, <W,, jd que t_ >t. ).

7) Braco de alavanca das tensoes (este item é opcional numa primeira leitura)

Seja, na figura 4-14, uma sec¢ao sujeita a um momento fletor M.

0

A, s, i
/s = )
Mg \UN * ‘ r)m d
&/~ —
a v b Doddre
| T

O

Figura 4 - 14

As resultantes das tensdes de tracdo e compressao sao dadas por:

F, = jch:¥ | szz%QT
Ap Ar

sendo A, a drea tracionada da se¢@o (abaixo da LN) e A_. a drea comprimida (acima da LN).

Como a relagdo entre os respectivos momentos estaticos é:

Qr=—-Q.=Q , segue-se que: FT:FC:F:¥Q

15



Por outro lado, igualando os momentos, obtém-se:

M M
F.d, =Fd, = jz(ch)zTAszsz:TIT

M M
F.d.=Fd, = jz(odA)szzsz:TIC

Somando as duas expressdes acima, membro a membro, obtém-se:
M
F(d, +dC):T(IT +1.) ou Fd=M

Também se pode escrever, considerando que FI=MQ :

deMIT = dT=I—T
FI Q
I

dC:MIC = d.=-*%

FI Q
I.+1 I
N d, dczg N d=—
Q Q

O brago de alavanca d € uma grandeza que depende apenas da geometria da secdo transversal. E
desejdvel que a secdo tenha o maior brago de alavanca possivel, pois isso se traduz em eficiéncia
no combate a momentos fletores.

Exemplo de ilustracdo:

Considerando-se um tridngulo isésceles de base b =36 cm e altura h = 48 cm, pode-se escrever:

3
I
= 36(48) =110.592cm* , Q= l(24) (32)2 =4.09%cm’ = |[d=—=27cm
3 2 3 Q
. ( - I I,
Os célculos também levam a (verificar): d. = 6 =l6ecm e d;= 6 =1lcm

16



Parte II - Flexao composta reta

8) Flexao Composta Reta

Quando ha, além do momento fletor, uma forca normal (de tracdo ou compressao), podemos
escrever, pelo Principio da Superposi¢ao dos Efeitos:

N M
o=—+—1z
A 1

A presencga da for¢a normal faz com que a linha neutra (LN) sofra uma translacdo para cima ou
para baixo, conforme a natureza da forca normal. A equacdo da linha neutra deixa de ser z=0
e passa a ser escrita como (6 =0):

(&)

A introducdo da seguranca se faz pelas expressoes:

N M N M _ N M
6, =—+—t =—+—<0C, c,=—+—(-t,
A 1 A W A 1 A W

1 S

Caso particular

Quando o momento fletor é constante ao longo da barra, a forca cortante vale zero. Neste caso, a
flexdo composta reta passa a se chamar tracdo ou compressdo excéntricas, conforme o sinal da
forca normal (figura 4-15). A distancia do ponto de aplicacdo da for¢a normal até o centréide se
chama excentricidade ( e ). Como a flexdo é reta (e ndo obliqua), a excentricidade € paralela a um
dos eixos centrais principais de inércia.
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1]
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-
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1° exemplo)

7

©

Figura 4 - 15

M

e

=
1

O material da viga da figura 4-16 tem as seguintes tensdes normais

admissiveis: 6, =0 e G.=300kgf/cm”. A forga P estd aplicada sobre
o eixo de simetria da sec¢do, abaixo do centréide. Pedem-se:

a) valor maximo possivel da excentricidade e

b) valor da forca P (para e calculado no item anterior) que permite aplicar a maior
carga . Qual é este maior valor de q ?

‘Le

i £ ____7___._ o X
I B % — T 7

&‘)40 _

L b

| K|
Figura4 -16

18



Resolugao:

Com a notacdo da figura 4-3, temos, apds alguns célculos (o estudante deve verificar a exatidao
destes resultados):

t,=2lcm t,=15cm A=360cm? , [=52.920 cm*

Secido do apoio:

-P -Ple)
_—r ~15)=0 [e=98cm |
%7360 " 52.920 (-15) I kb

-P -P(98)
G; = + (
360 52.920

21)=-300 = | P=45.000kgf |

Secdo a meio vio:

04200009 45y 30 = q=5292kef/cm
‘ 52.920
20.000
o =-300+——=(21)=0 = =378kegf /cm resposta
; 52920 (21) q gf/cm|  (resposta)

2° exemplo) A secdo da figura 4-17 estd sujeita a uma tracdo excéntrica. Achar o valor da
distancia x para que a linha neutra (LN) fique na posi¢ao indicada.

Co o Eim'&a {vw,u’\nc«

LN

- b

75

. /.
%
T?/”ﬁ“iz? 4
3l ’
"{30’?350"{ @

Figura 4 -17

\

3 <
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Resolugdo: com a notagdo da figura 4-3, temos, apds fazer alguns calculos:
t,=50cm , t,=40cm , A=8.100cm’ , 1=5.265.000cm"

Para a linha neutra podemos escrever:

P Pe
(_

Cc= + 65)=0 = e=10cm = x =40 cm
8.100 5.265.000

Observe-se que o resultado ndo depende do valor da carga P.
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ANEXO

Vigas compostas

Vigas compostas sdo vigas constituidas por dois ou mais materiais. Este anexo consiste numa
introducdo ao estudo das vigas compostas sujeitas a flexao simples reta.

Como exemplo de aplicagdo na engenharia aerondutica, temos as chamadas vigas-sanduiche, que
sdo formadas por duas placas metdlicas atuando como mesas de tracdo e compressdo, separadas
entre si por um material leve de enchimento. Sao elementos estruturais de boa resisténcia e
rigidez, e de baixissimo peso, como convém na avia¢do. Na engenharia civil temos as chamadas
vigas mistas de concreto e aco, usadas na construc¢do de pontes.

Na figura 4-18 apresentamos, como exemplo numérico, a secdo de uma viga composta por dois
materiais (1) e (2), e sujeita a um momento fletor M =4.527.360 kgf cm. Os mddulos de

elasticidade valem: E, =700.000 kgf /cm® e E, =3.500.000 kgf /cm®.

A

&
Go e 'i -

j@ 2 em ‘ le
|

C

-__,%}‘_ v
J

M
é%

VA
D=
—
S
£
I

%

>

6>

Figura 4 -18

Nas vigas compostas veremos que o eixo horizontal y, que define a linha neutra (6 =0), ji ndo

passa mais pelo centrdide da se¢dao. Entretanto, a hipdtese de Navier continua valendo, isto é: as
secOes se mantém planas, e as deformagdes sdo dadas pela equacao de compatibilidade:

€E=XK2z

onde k¥ é a curvatura da viga. Introduzindo a compatibilidade na Lei de Hooke, para ambos os
materiais, obtemos:
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o,=E, ¢ = o,=E, xz
o,=E, ¢ = o,=E, xz
Como nao ha for¢a normal, a resultante das tensdes deve ser nula:

[o,dA+[c,dA=0
Al A2

=  |E, [zdA+E, [zdA=0| ou [E (Q,)+E,(Q,).=0

Al A2

A equacgdo acima nos permite achar a posicao do eixo horizontal y. Ela quer dizer que a soma dos
momentos estdticos das diversas regides, ponderados pelos correspondentes moddulos de
elasticidade, vale zero.

Tendo a posic¢do do eixo horizontal, podemos igualar os momentos em relacio a ele, obtendo a
curvatura da viga na secdo em estudo:

[2(0,dA)+ [2(c,dA)=M = E k|27 dA+E,x [27dA=M
Al A2 Al A2
M
= K=s————
E,I,+E,1,

A curvatura k governa as deformacdes da viga. Ela é como veremos, fundamental na
determina¢do da equagdo da linha eléstica (fasciculo 7).

Finalmente, as tensdes ficam:

M
c,=E xz = 6,=E,|——— |z
E, I, +E, I,

M
c,=E,xz = 6,=E,| ——— |z
E,I,+E, I,

O processo de cdlculo se estende naturalmente quando ha 3 ou mais materiais. Quando a viga é
constituida por apenas um material, as expressdes acima simplificam-se e se transformam
naquelas ja conhecidas (E, =E, =E):

jszzo : K= — : 6=—7

A

Exemplo de aplicacao
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Voltando a secdo da figura 4-18, devemos, em primeiro lugar, achar a posicao do eixo horizontal
y, por meio da seguinte condi¢ao:

E, (Qy)1+ E, (Qy)2: 0

As dreas sio A, =16 (60)=960cm® e A, =16 (24)=384cm’. Portanto, de acordo com a
figura 4-18, a distancia d € calculada como:

700.000 (960) (d — 54)+3.500.000 (384) (d —12) =0 =

O assim chamado produto de rigidez equivalente fica:

3 3
E, 1, +E, I, =700.000 [16(60) +960 (28)2} +3.500.000 [16(24) +384 (14)2}
=  |E,I,+E, I, =1,056384 (10)" kef cm?
As tensdes sdo dadas, em funcdo da ordenada z, por:
M .
6,=E/ | ———+|z = c,=3z (material 1)
E, I, +E, I,
M :
6,=E,| ———— |z = c,=15z (material 2)
E I, +E, I
No ponto A : o, =3(~58)=-174 kgf /cm?
No ponto B: c,=3(2)=6kgf /cm®

c,=15(2)=30kgf /cm?
No ponto C: c,=15(26)=390 kgf / cm®

No ponto B, interface de separacio entre os dois materiais, hd uma descontinuidade no diagrama
de tensdes, apesar das deformagdes serem continuas.

Observacao: Existe um processo de célculo alternativo, o qual pode ser deduzido das expressoes
acima, que utiliza a chamada secdo homogeneizada, isto é, a se¢do modificada constituida de
apenas um material, que pode ser, no caso do exemplo, o material (1) ou o material (2) . A
seguir faremos uma répida exposicdo desse método.
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Meétodo da secao homogeneizada

Na secdo da figura 4-18, escolhe-se qualquer um dos dois materiais para homogeneizar a secao.
Vamos eleger, por exemplo, o material (1) . Calcula-se entdo o seguinte coeficiente:

A condig¢do usada para determinar o eixo horizontal fica:

E, (Qy)l+E2 (Qy)ZZO = (Qy)l+n (Qy)2:0 (@)

e as tensOes passam a ser dadas por:

M M
6,=E, | —F— |z = o, =|——|2 (b)
E I +E, I, I, +nI,
M
G, =E,|— M|, = G, =n|—2 |, ©
E I, +E,I, [, +nl,

O exame das expressoes (a), (b) e (c) sugere que a secado homogeneizada seja formada pela regido
constituida pelo material (1) acrescentada a regido formada pelo material (2), tendo esta ultima
multiplicadas as suas dimensdes horizontais pelo fator n .

Determinam-se as caracteristicas geométricas da se¢cdo homogeneizada, bem como as tensoes,
como se faria normalmente no caso de um material tinico.

Finalmente, as tensdes na se¢do real serdo, na regidao (1), as mesmas da secio homogeneizada, e,
naregido (2), as da secao homogeneizada multiplicadas pelo fator n .

Na figura 4-19 mostra-se a se¢cdo homogeneizada com base no material (1) .
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Figura4-19
O fator n vale:

E, _3.500.000 _

E,  700.000

e as caracteristicas geométricas da secao homogeneizada sdo :

t,=26cm , t,=58cm I1=1.509.120 cm*
E IL+E,I
(notemos que I=I+nl, :MJ
El
Tensdes na secao homogénea:
4.527.360 2
No ponto A: 6=———(-58)=3(-58)=—-174 kgf /cm
1.509.120 (-58)=3(-58) .
4.527.360 2
No ponto B: c=—(2)=3(2)=6kgf /cm
1.509.120( )=30) &
No ponto C: = 4227360 (26)=3(26) =78 kgf / cm”

"~ 1.509.120
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Tensoes na secao real:

No ponto A : o, =-174 kgf /cm?
No ponto B: o, =6kgf /cm’

o, =30kgf /cm’

No ponto C: 0, =390 kgf /cm”®

Método da secao homogeneizada — Generalizacao

Quando hé varios materiais diferentes, podemos generalizar o método da secio homogeneizada.
Primeiro escolhe-se um qualquer dos materiais para compor a secdo homogeneizada (o material
escolhido é chamado de material base). A secdo homogeneizada é entdo obtida da secdo original
multiplicando-se, para cada material (1), as dimensdes horizontais pelo indice:

Em seguida determinam-se as caracteristicas geométricas da se¢cdo homogeneizada (posicao do
centréide e momento de inércia). A posicdo do centréide serd sempre a mesma,
independentemente do material escolhido como base. O momento de inércia da secdo
homogeneizada sera chamado de momento de inércia equivalente (1), e € igual ao produto de

rigidez equivalente dividido pelo médulo de elasticidade do material base:

_(EDy EJL+E,L+--+E]I +--
eq E E

base base

Finalmente, as tensdes na se¢do original serdo dadas, para o material ( i ), na fibra de ordenada z,
pela expressao:

M ( E,
O, =— | — |2
I, LE
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FLEXAO OBLIQUA

1) Quadro geral da flexao

RETA (FSR))
FLEXAO SIMPLES (M, V)
OBLIQUA (FS.0.)

(V=0 = Flexdo pura)
FLEXAO
RETA (FCR)

FLEXAO COMPOSTA (M, V, N)
OBLIQUA (FCO.)

(V=0 = tracdo ou compressao

excéntricas)

2) Flexao Simples Obliqua

A flexao € dita obliqua quando hd momento fletor atuando nos dois planos principais da viga. De
acordo com a figura 5-1, e pelo Principio da Superposicdo dos Efeitos, tem-se:

M M

I I,
onde o sinal (=) € um sinal corretivo, para levar em conta o fato de que, para um momento
M, >0, haverd tracdo nos pontos de abscissa negativa (y<0).




Figura5-1

Para achar a equacdo da linha neutra (LN) basta fazer 6 =0, obtendo:

Z=(MZ I—y]y=(tgl3)y

M, I,

Ou seja, a linha neutra é uma reta que passa pelo centréide da secdo e tem inclinagdo dada pelo
angulo B, cuja tangente trigonométrica vale (figura 5-1):

Verifica-se que o # 3, isto €, o vetor momento resultante M nio ¢é paralelo a linha neutra, como
na flexdo reta. Entretanto, quando I, =1, , tem-se o=, o que significa que a flexdo € reta, e

nao obliqua (pois neste caso qualquer eixo central € principal de inércia).

Observacao: demonstra-se que numa mesma fibra, paralela a linha neutra, a tensdo ¢ é constante
e dada por (figura 5-2):




Figura 5 -2

A expressdo acima é uma generalizacio da que lhe corresponde na flexdo reta. Nela (figura 5-1):

M =M cos(a—p)

¢ a projecdo do momento resultante na direcdo da linha neutra, e I, o momento de inércia da

secdo transversal em relacao a linha neutra:
2 2

Iy=1, cos B+I, senp
e t =z cosP — ysenf
¢ a distancia da fibra até a linha neutra, conforme a figura 5-2 (a distancia t pode ser calculada
por meio das ordenadas y e z de um ponto qualquer da fibra). Assim, os pontos mais solicitados
da secdo sdo aqueles mais afastados da linha neutra, ou seja, o ponto C (mdxima tragdo) e o ponto
B (maxima compressao).
A demonstragdo da féormula em questdo se encontra no Anexo A.
Exemplos de aplicacao

1° exemplo) Para a viga da figura 5-3, achar o valor da dimensdo a. A tensdo admissivel do
material vale: G, =6. =0 =125kgf/cm”. Desprezar o peso da viga (Prof. Diogo)



Figura5-3

2 2
Mo 4l _ 20(500)

Resolucao: 2

=625.000 kgf cm

o M :Mcosoc:M(x/Z/2):312.500\/2
o=-45 Y
M, =Msena = M(— «/2/2)= —312.500+2

_(2a)4 a® 15a* 5a*

M, M, 31250042 (12)  —312.500+/2 (4)
°= Tl )T 5a* ‘- 5a* Y

750.0004/2  250.000+/2
o= z+ y

4 4

Equacio daLN (6=0): z=—%y = tgB=-0333... = PB=-18435°

Pela posicao da linha neutra, os pontos mais solicitados sdo o ponto A (mdxima compressao) € o
ponto B (mdxima tragdo). Para o ponto B podemos escrever:



750.000+/2 (a2 250.0004/2 (a2

a 2 a

Observacao: Um cdlculo alternativo pode ser feito, como vimos, com o uso da férmula

na qual: M = Mcos (o.—B)=559.017 kgf cm
I =1 cos’B+I,sen’p=a*/2

t =zcosP—ysenP =0.8944276a (pt. B)

M
Logo: GBI[ LN]tB=125 = le% = a=20cm

3
LN a

2° exemplo) Para a viga da figura 5-4, achar o valor da dimensao a. A tensdo admissivel do
material vale: 6, =6, =6 =900 kgf /cm”. Desprezar o peso da viga.

lzﬂq T
% l}/m H_‘\ o)
//:d 3 - <
La
5 4
LN A YIQ
a 2
3 o | 3

Figura 5 -4



Resolugdo: A sec¢dao em questdo nao tem nenhum eixo de simetria. Portanto, o primeiro passo é
achar os eixos centrais principais de inércia. Com relagdo ao sistema auxiliar de eixos ((x), k),

temos:
3
I, = a2a)) 4 000yt
36 18
3
I, = 20(a)' _ 1400555 0"
36 18
—_ 2 2
I, _za@a) o 0555 af
72 18

Com base nessas grandezas auxiliares, 0s momentos centrais principais sao:

I—(SJM/B
=

> ja4=0,2390431a4 (=1,)

5-J13
L=1"3

J a*=0,03873469a* (=1,)

Os eixos centrais principais de inércia sdo dados por:

I, -1
g6, =—2—-=0302776 = 6, =168450°

ok

I,-1I
tgh, =-2—2=-3302776 = 0,=-731550°
2 I 2

ok

Na figura 5-4 estdo indicados os eixos centrais principais. O momento fletor mdximo vale:
M =3.000(400) = 1.200.000 kgf cm

O angulo que define a direcao do vetor momento, em relagdo ao sistema principal, é:
o=180-6, =163,155°

As componentes do vetor momento, no sistema principal, sdo:

M, =Mcosa =-1.148.510 kgfcm

M, = Msena = 347.740 kgfcm



Com os elementos ja obtidos, temos a tensdo normal na sec¢ao:

M, M, [4.804.615) [8.977.482)
6= |—1Z— y = c = — 2 Z— ) y
I I a a

A inclinacdo da linha neutra, em relacdo ao sistema principal, € dada por (figura 5-4):

I I
tgP=Ae 2 —(tga) > =—18685125 = B=—618450°
M, I, I

Pela inclinacdo da L.N. vemos que os pontos mais solicitados sdo o ponto A (maxima tracio) e o
ponto B (maxima compressdo). E facil verificar, também, que o ponto C pertence a linha neutra.

Lembrando que:

y =mcos 0, +ksenB, =0,957092 o+ 0,289783 k

z=kcos0, —msend, =0,957092 k —0,289783 ®

Vém:
o, =a/3 y, =-0,0673466 a
=
k, =—(4a/3) z, =—1372717 a
o, =a/3 yg =0,512219a
=
k, =2a/3 z, =0,541467 a
0. =—(2a/3) Vo =-0,444872 a
=
k. =2a/3 7. =083125a

donde se obtém as tensdes nos vértices da sec¢ao:

_7.200.000 __ 7.200.000

e o, =
B
a’ a’

c.=0, o,

Igualando a tensdo em A a tensdo admissivel, vem, finalmente:

a



Observacao:

E surpreendente que, no sistema auxiliar (o, k), a expressdo da tensdo fique bem mais simples
neste caso. O sistema ((D, k) ¢ um sistema central, embora nao seja o principal. Entdo, de acordo

com o Anexo B, considerando o primeiro nivel de simplificagdo, e apds algumas passagens
algébricas, chegamos a férmula:

c=- (Mj(ow k)

4
a

com a qual fica bem mais fécil achar a linha neutra e as tensoes nos vértices A, B e C.

3) Flexao composta obliqua

Acrescentando a forca normal ao estudo anterior, tem-se a flexdo composta obliqua. Pelo
Principio da Superposi¢cdo dos Efeitos, podemos escrever:

Observaciao: A expressao que fornece a tensdo normal é muito simples, quando se usa o
sistema central principal. Em geral, para um sistema de referéncia qualquer,
a férmula é bastante mais complicada (v. Anexo B).

Equagio da linha neutra (6=0):

N I M, [
=- =ty S z=n+(tgB)y
AMy My I,
N I
sendo: n=———y
A My

a ordenada do ponto em que a LN corta o eixo vertical Gz (note-se que a presenga da forca
normal ndo altera a inclinacdo da linha neutra, s6 faz com que ela se desloque, paralelamente a si
mesma).

Caso particular: Quando as forcas cortantes valem zero, 0s momentos sdo constantes, €
a flexdo composta obliqua recebe o nome de tragcdo ou compressdo
excéntrica obliqua. Ha excentricidade nas duas dire¢des principais.



Exemplo de tracido excéntrica obliqua

Para a se¢do transversal da figura 5-5, submetida a uma forca de tracdo excéntrica, cujo valor é
P =2.570.400 N, achar a linha neutra e as tensdes normais extremas.

|
. | 12
4
36
_,14_
.'\S L Go PJS A
) =
s 4 4w
0{ —_——f
(‘j < \f-{%, .,r_‘g
ng 20
O s, iw

A
A
N

/

¥ 3

Figura5-5

Resolucado:

Calculos preliminares indicam a posi¢do do sistema central principal (y, z) na figura 5-5. As
caracteristicas geométricas da secao transversal sdo as seguintes:

10



A=2160cm”, I, =440.640cm", I, =2.268.000cm"

Os momentos fletores sdo:

M, =-6P=-15.422.400 Ncm

M, =—30P =—77.112.000 Ncm

A direcao do momento resultante se calcula como:

M
tgo = MZ =5 = a=258690° (terceiro quadrante)
y

A tensdo na secdo € dada por:

M
G=E+ — |z - M, y =1.190-35z+34y
A I I

y z

Equacao da linha neutra (6 =0):

z:n+(tgﬁ)y:34+[%jy = P=44170°

Na figura 5-5 se mostra a linha neutra. Pela posicao da L.N., os pontos mais solicitados sdo o
ponto A (maxima tracdo) e o ponto B (mdxima compressao). Essas tensdes valem:

G, =1.190-35(-18)+34(45)=3.350N/cm”*

6, =1.190-35(30)+34(-45)=-1.390N /cm®
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ANEXO A

~ 2 M LN
Demonstracio da formula o= t

Com base nas figuras 5-1 e 5-2, podemos escrever:

M I I
tgfp=—=% > =(tgar) =
2B MO (g)I

z

I tep=1 tgo = coso _ sendl
.18 v 8 I, cosp I,senf

cosot _ sent _ cosoicosP  senosenf
IcosBp I,senf I cos’p I sen’p

cosal seno. _ cosoicosP +senaisenP  cos(o—B)

I,cosp 1I,senp I cos’B+1I,sen’ P Iy

coso. _ cos(a—B)

= i
I, cosp Iy (1)
Por outro lado, como foi visto:
M M M M, I
c= —7 — Ly= y(z— z 2 yJZMcosa(Z—yth)
Iy I Iy I, My y
= o= Mcosa (z cosp—y senB) = Mcosa (ii)
I cosP I cosP

Introduzindo (i) em (i1 ) vem, finalmente:

o:—MCOS(a_B) (t):(%jt

ILN ILN



ANEXO B

Estudo da flexdo num referencial qualquer

Imaginemos um sistema de referéncia centrado num ponto O qualquer, com eixos y € z, ndo
necessariamente eixos principais (0 eixo y para a esquerda e o eixo z para baixo). Seja o campo
de tensdes dado pela func¢do linear (combinacao da hip6tese de Navier com a lei de Hooke):

c=B+Cz+Dy

onde as constantes B, C e D devem ser determinadas, por meio das condi¢des de equivaléncia
estdtica entre as tensoes e os esforcos solicitantes:

N=[cdA=B(a)+C(Q,)+D(Q,)

M :jz(odA):B(Qy)+C(Iy)+D(1yz)

y
A

-M, =[y(cda)=B(Q,)+cl1, )+D(,)

A

Nas expressoes acima o elemento de area dA estd situado no primeiro quadrante, conforme a
figura 5-6.

O

A
AN
!

T

5

k iy 3

A

"

Figura5-6

Colocando em forma de matrizes:
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A Q, Q](B N
QY IY I}’Z C = My
Qz Iyz Iz D _Mz

Resolvendo, vém:

N(IyIz _I§Z)+My(QZIyZ _QyIz )_Mz(Qnyz _QzIy)
ALIL +2Q,Q,I, —Iij —IZQ§ —AI@Z

C= N(QZIYZ _QyIz)+My(AIz _QZ )—Mz(QyQZ —AIyz)
) AIYIZ + 2(Qy(gllyz _IyQi _IzQi _Alil

_NlQ,1,-Q,1,)+M,(Q,Q, -AL,)-M, (A, -Q?)
B ALL +2Q,Q,1,-1,Q;-1,Q] -AL,

Quando os eixos sdo centrais, os momentos estaticos se anulam, e os coeficientes ficam:

N -1)
CALL -ADL,

My(AIz)_MZ(_ AIyz)
ALI AL,

ALI —AL,

Finalmente, quando os eixos sdo os centrais principais, 0 momento centrifugo também se anula,
além dos momentos estaticos, € os coeficientes assumem a forma mais simples possivel:

B: :E
A
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TENSOES DE CISALHAMENTO NA FLEXAO

1) Introducao

Uma viga sujeita a cargas transversais tem, como esfor¢os solicitantes, além de forca cortante,

momento fletor varidvel (V =dl\%x). A presenca da forca cortante dd lugar, na secdo

transversal, ao aparecimento de tensdes tangenciais T (ou tensdes de cisalhamento), cuja
resultante deve ser igual a forca cortante. O objetivo deste fasciculo € o de achar a distribuicao
das tensdes de cisalhamento na secdo transversal, causadas pela forca cortante. Como veremos,

tal distribuicdo nao € uniforme, ou seja, T# % .

O estudo sera dividido em duas partes: a primeira tratard das se¢des cheias (ou secdes macigas) e
a segunda das secoes delgadas (ou se¢des de parede fina).

Parte I — Secoes macicas
2) Fluxo de cisalhamento

Considere-se, na figura 6-1, uma barra homogénea e prismatica, sujeita a uma carga transversal
p=p(x). Pode haver uma forca normal, desde que seja constante. Cortando uma fatia da viga,
por meio de duas secOes transversais muito proximas, na se¢do de abscissa x existem esforcos
solicitantes M e V, e na se¢do de abscissa x + dx os esforc¢os solicitantes serdio M +dM e V
+ dV. Na face da esquerda o0 momento M d4 lugar a um campo de tensdes normais G, o qual,
como ja vimos, € linearmente varidvel com a ordenada z. Na face da direita o campo de tensdes
serd 6 +dc, causado pelo momento M + dM.

plx) a5 @" C+dg
(VL e PN
_A—ﬁ(‘ ;[L:._)K N+Av M

> dx AK %'_A\x._%

Figura 6 — 1

Na figura 6-2 dividimos a se¢do transversal da viga em duas partes, por meio de uma curva
qualquer, chamada curva diretriz. Designemos uma dessas partes, por exemplo a de cima, por



A" (em hachurado). Ainda na figura 6-2, olhando o elemento de viga de uma perspectiva,
vamos dividi-lo em duas partes, por meio de uma superficie cilindrica, cuja diretriz € a curva
tracada na secdo transversal, e cuja geratriz € uma reta que se desloca sobre a diretriz, mantendo-
se paralela ao eixo da barra.

L
o

FdT

) wf&i R

Figura 6 — 2
Na secdo de abscissa x, a resultante das tensdes G, na drea A", éuma forca F, dada por:

szGdA:IMszzMJ-sz:M—Q* (1)
J L1 I3 I

sendo Q" o momento estdtico da drea A" em relagio ao eixo horizontal Gy.

A mesma resultante, na se¢do de abscissa x + dx, serd F + dF, de modo que, para haver o
equilibrio de forcas da parte superior do elemento, na dire¢do do eixo da viga, haverd a
necessidade da parte inferior aplicar na parte superior, ao longo da superficie cilindrica, um
campo de tensdes de cisalhamento T, conforme a figura 6-2. Tal equilibrio impde que:

o

sendo q a resultante das tensdes tangenciais por unidade de comprimento da viga, na secao de
abscissa x (fluxo de cisalhamento na superficie cilindrica). Notar que, ao escrever a equacao de



equilibrio (2), admitimos que o fluxo q é constante ao longo de dx, o que é uma hipdtese
razoavel, por ser a variacdo do fluxo, ao longo de dx, um infinitésimo de ordem superior.
Sendo assim, de (2) e (1) vem:

_aF_(am) Q' _vQ
q_dx_[dxj I - 1T )

(importante formula, muito util no célculo de ligagcdes, como veremos)

3) Tensao de cisalhamento

Quando a curva diretriz for uma linha reta, paralela ao eixo Gy, a superficie cilindrica se
transforma num plano horizontal, e, nessas condi¢des, a tensdo T fica constante ao longo do
comprimento b da fibra, como mostra a figura 6-3. Este fato consiste numa das hipdteses
basicas da Resisténcia dos Materiais, e foi confirmado amplamente em ensaios de laboratdrio e
também por meio de testes numéricos (com elementos finitos).

Figura 6 -3

Supondo que a tensdo € constante, também ao longo do comprimento dx, a tensdo serd constante
no plano horizontal. Nessas condi¢des, a condic¢ao de equilibrio (2) fica:

dF=qdx =1(bdx) = |t= @)

oo
U
a

1]

Esta férmula foi deduzida, pela primeira vez, por Jouravsky, por volta de 1.850.

O problema agora é: como passar do plano horizontal para o plano da secdo transversal? A
solucdo € simples. Como esses dois planos sdo perpendiculares entre si, a tensdo no plano
horizontal faz aparecer automaticamente, no plano da se¢do, uma tensdo igual, conforme a figura
6-3.

Trata-se esta propriedade de uma questdo de equilibrio, e serd estudada posteriormente num
proximo fasciculo (estado duplo de tens@o). Duas situagdes podem ocorrer em geral, conforme



mostra a figura 6-4: ou as tensdes estdo convergindo para o vértice do angulo reto, ou estao dele
se afastando. Em qualquer caso, elas t€m o mesmo valor numérico e sinais opostos, porque uma
€ positiva (sentido hordrio) e a outra € negativa (sentido anti-horario).

Figura 6 — 4

Chegamos, portanto, ao nosso objetivo inicial, que era o de achar a tensdo de cisalhamento na
secdo transversal, causada pela for¢a cortante.

Observacoes

1*)

2%

3%

Como se mostra na figura 6-3, a tensao tangencial, dada pela expressao (4),
corresponde a componente vertical da tensao resultante. H4 também uma
componente horizontal, que se determina conforme a 3*) observacao.

a tensdo de cisalhamento resultante deve ser tangente ao contorno, como se mostra
na figura 6-5. Isto é conseqiiéncia da propriedade, acima mencionada, dos planos
perpendiculares entre si, e se trata, na realidade, de uma condi¢ao de contorno,
que diz respeito ao fato de a face lateral da viga estar descarregada. Nao havendo
forgas de atrito na superficie lateral, a componente da tensao resultante, na se¢ao
transversal, e normal ao contorno, vale zero. Sendo assim, a tensdo resultante s6
pode ser tangente ao contorno.

[N

Para achar a dire¢ao da tensdo resultante, nos outros pontos da fibra de
comprimento b, prolongam-se as duas tangentes ao contorno até que elas

se encontrem num certo ponto, que pertence ao eixo de simetria vertical. Esse
ponto define, conforme a figura 6-5, a dire¢do da tensao resultante em cada ponto da
fibra, o que define também a componente horizontal. Trata-se, evidentemente, de
um célculo simplificado, mas o tnico que pode ser feito com as ferramentas da
Resisténcia dos Materiais (a distribui¢do mais exata das tensdes sé pode ser

Figura 6 — 5



conseguida com a Teoria da Elasticidade, via elementos finitos).

4%) Como a tensao resultante € tangente ao contorno, em pontos angulosos a tensao
se anula, conforme a figura 6-6. Nesses pontos a dire¢do da tangente fica indefinida,
e, como se sabe, o vetor nulo € o tnico vetor tangente a qualquer direcdo. Na regido
proéxima a um vértice, portanto, a tensao tem valores muito baixos.

v")
<

Figura 6 - 6

5% A tensdo tangencial na secao foi obtida por meio do equilibrio na dire¢cdo do eixo
da viga, ou seja, na direcao perpendicular a dire¢do da forca cortante. Portanto, é
necessdrio, para encerrar o assunto, demonstrar que a resultante das tensoes T,
na secdo transversal, dadas pela férmula (4), reproduz a forca cortante V. E 6bvio
que a resultante das componentes horizontais vale zero, por simetria. Com
relacdo a resultante das componentes verticais, considerando a figura 6-7,
podemos escrever:

di Zy/ —"LJL
e NTy
Y AN

Figura 6 — 7

{ch = —}Vb—?(bdz)z?jQ* dz

St
(o sinal negativo na expressdo acima é necessdrio porque Q <0 na figura 6-7)

Integrando por partes (.[ udv =uv- J- A% du):



dv=dz v=1z

(observemos que dQ" <0, pois z<0)
4 t

= IQ*dz = [Qz]t_l — Iz(bdz)z
—t, —t,

O termo de fronteira na expressio acima vale zero, pois Q" =0 nas fibras

superior (porque A" =0) e inferior (porque A" =A) . Logo:

4

TQ*dz=— Izz(bdz)z—_[zszz—I

—t, A
N J-rdAziJ-Q* dz="Y(-1)=V (c.q.d)
A 1 —t, 1
4) Montagem de vigas. Calculo de ligacoes

Consideremos, na figura 6-8, dois problemas semelhantes. O da esquerda, uma viga de secdo
retangular (b x 2h), e o da direita, duas vigas colocadas uma sobre a outra, cada uma de secao (b x
h). Carregando essas estruturas, elas se deformam. No sistema duplo, cada viga, por serem as
duas iguais entre si, vai suportar metade da carga, e, supondo que ndo hd atrito entre elas, uma
vai escorregar livremente sobre a outra. Isto porque a fibra inferior da viga de cima se alonga, e a
fibra superior da viga de baixo encurta. A pergunta que se faz é: qual dos dois sistemas é o mais
eficiente?

b L
1z F 24
[ )= ___El

Figura 6 - 8

Para responder a essa pergunta, lembremos que, para uma secao retangular de base B e altura H, o
modulo de resisténcia a flexao vale:



1 2 ( BH? BH?
YEaA T H 2 )T e
1

Assim temos, para o sistema da esquerda:

2
W b(2h) _20
6 3

e, para o sistema da direita:

2
W= Z(bz j = lbh2

3

Constatamos, portanto, que o sistema duplo, por ndo poder mobilizar as tensdes tangenciais no
plano horizontal que separa as duas vigas, tem a metade da resisténcia do sistema monolitico.

E desejdvel, portanto, unir as duas vigas de modo que elas funcionem como uma peca tnica,
duplicando a capacidade de carga do conjunto. Isto pode ser feito usando cola ou cordodes de
solda (ligacdo continua) ou por meio de conectores, que podem ser parafusos, pinos, rebites,
pontos de solda, cavilhas, etc.. (ligacdo discreta). Seja qual for o tipo de ligacdo, os elementos
que solidarizam uma peca na outra devem, naturalmente, ser dimensionados para resistir ao fluxo
de cisalhamento entre elas.

5) Exemplos de aplicacao

Primeiro exemplo) Determinar, para a secdo retangular da figura 6-9, sujeita a uma forga
cortante V, a distribuicdo das tensdes de cisalhamento na secdo transversal. Verificar que a
resultante dessas tensodes € igual a forca cortante.

* 3
Resolugcdo:  t= yQ com I= BH
bl 12

O momento estatico € dado por:
e aes ? BH’ ?
Q =Az ZB(E—Zjl(E+Zj=E L 1—4Z—2
2 2\ 2 2( 4 8 H

2
1=1(z)==— (1 -4 Z—j (pardbola do segundo grau)
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Hl,

Figura 6 — 9

A tensao € maxima para z = 0:
\Y
T =T0)=15|— =157 .4
max ( ) (Aj d

Logo, a tensdo méaxima € 50% maior do que a tensdo média. Se tivéssemos calculado, de forma
simplificada, que T = % , terfamos cometido um erro de 50% contra a seguranca.

A tensao serd nula na fibra superior, cuja ordenada é z :_% (porque A" =0) , e na fibra

inferior, cuja ordenada € z = % (porque A" =A). Em ambos os casos 0 momento estitico se

anula: Q" =0.
S6 falta demonstrar que a resultante das tensodes € igual a forca cortante:

H/2 2 V H
! (1 4H—jd =3— (3j_v (c.q.d.)

H/2

)2
jrdA 2j (Bdz)=(2) 5

E|<

Segundo exemplo) Calcular a resisténcia ao cisalhamento necessdria para a cola a ser usada na
montagem da viga prismadtica da figura 6-10. Adotar s=2 (coeficiente de seguranca).



W

Resolugao:
t, =18

Por outro lado:

Logo:

H o

JG.lZth;f a*

Figura 6 — 10

Os célculos mostram que (confirmar):

cm

VQ _ 6.120(5.184)

t, =30cm

COLA

o S
L Zem

26t

AL

[=176.256 cm*

Q =(36x12)12=5.184cm’ e

=0l -

12(176.256)

=15kgf /cm’

A resisténcia da cola ao cisalhamento deve ser:

b=12cm

T, =2(15)=30kgf /cm?

Terceiro exemplo) A viga de madeira da figura 6-11 € formada por 4 tdbuas, unidas entre si por

meio de pregos. Determinar o espacamento necessario para os pregos.

pode transmitir, com seguranca, uma forca de 120 kgf.

| 4oy

z

B

Zm

Sl

e

149

6 12 6

H—tt

GO

cm

3(

Figura 6 - 11

Sabe-se que cada prego
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_24(60)" 12(48)’
12 12

Resolucdo: 1 =321.408 cm’ Q =A"z" =(12)(6)27 =1.944 cm®

_VQ'  2.480(1.944)

Fluxo a ser resistida pelos pregos: =15kgf /cm
P preg I 321.408 .
Numero necessario de pregos: n= 60102((1)5) =175 pregos
Como hd duas fileiras de pregos, o espacamento necessario vale:
600 ) iy
e=2 s =16cm (a viga toda consumird 2 x 75 = 150 pregos)

Quarto exemplo) Fabricacao de viga de aco com corddes continuos de solda a 45°

Achar a espessura t dos corddes continuos de solda da viga da figura 6-12

A
RN
B [ N /< hge
i ] *(
Figura 6 — 12
Resolugdo:  1=2I,+1, (despreza-se a solda no cdlculo de 1)

No cédlculo do momento estdtico também se despreza a contribuicdo da solda.

Supondo que a configurag@o de ruptura é aquela mostrada na figura, podemos escrever:

Tzﬁ sendo b=2 Q =t\/§ = tZ\/_—E)
bl 2 217

sendo T a tensdo admissivel ao cisalhamento do material da solda.
O plano de corte faz um angulo de 45° com a horizontal porque, dentre todos os planos que
passam pelo vértice do angulo reto da solda, € o que tem a menor drea, e no qual, portanto, a

tensdo serd maior (cf. figura 6-12).

Observe-se que, em principio, a tensdo tangencial calculada ndo € rigorosamente constante no
plano de corte da solda, porque o corte ndo € horizontal. Entretanto, como a dimensao b é

11



pequena, e, como também, o material da solda se plastifica um pouco antes de entrar em colapso
(provocando uma uniformizacdo das tensdes), o cdlculo € aceitivel (mesmo porque niao se
conhece outro).

Parte II — Secoes delgadas (secOes de parede fina)

1) Introducao

Na primeira parte estudamos as secdes cheias (ou se¢des macigas) sujeitas a uma forca cortante
vertical V. Vimos que, ao se fazer um corte horizontal de extensdo b, paralelo ao eixo Gy, de
modo a separar a secdo em duas partes, a tensdo tangencial ao longo desse corte, no plano
horizontal e na sec¢do transversal, era sensivelmente constante, e dada pela férmula (4):

_vQ
bl

Agora vamos estudar o comportamento das secdes delgadas. Uma secdo é dita delgada (ou de
parede fina) quando a espessura dos seus diversos elementos € bem menor do que as outras
dimensodes da secdo transversal (figura 6-13):

—
N
N

Figura 6 — 13
Em termos praticos, quando acontecer:

1 o1

20 a 10
dizemos que a secdo é delgada. Para valores fora desse intervalo, a secdo serd, ou de parede
grossa, ou, no outro extremo, de parede muito fina, suscetivel a problemas de instabilidade local

do equilibrio.

Numa secdo delgada as dimensdes sdo dadas em relagdo ao eixo das paredes, como mostra a
figura 6-13. E costume indicar a sec@o transversal como num diagrama wunifilar, desenhando

12



apenas o eixo (ou linha média) das paredes. Além disso, o cdlculo das caracteristicas geométricas
(a posicdo do centrdéide, o momento de inércia I e o momento estitico Q*) € feito de forma
simplificada, com base no diagrama unifilar, como veremos.

A principal caracteristica das secdes delgadas € a de que o corte a ser feito, de extensao igual a b,
deve ser, ndo horizontal (como nas secdes cheias), mas sim perpendicular a linha média da
parede. Isto porque a tensdo de cisalhamento é paralela a linha média da parede, além de ser
constante ao longo da espessura &. Este fato pode ser comprovado em ensaios de laboratério e
por meio de testes numéricos (note-se que a tensdo continua sendo tangente ao contorno).
Portanto, nas paredes verticais o corte € horizontal, e nas paredes horizontais o corte é vertical
(figura 6-14).

- A"
N 77 /////f‘//t

B

Figura 6 — 14

2) Secoes abertas com dupla simetria

Seja a seg¢do da figura 6-15, de espessura constante O, sujeita a uma forga cortante vertical V,
dirigida de cima para baixo. Vamos determinar a distribui¢do da tensdo de cisalhamento ao longo
das paredes.

O momento de inércia vale (cdlculo simplificado):

I= +2(ad)a’ =§a38

sendo que a primeira parcela corresponde a alma e a segunda as mesas superior e inferior.

Tensdo na mesa superior:

6( 2

Considerando, na figura 6-15, a abscissa auxiliar , pode-se escrever (b 8)

vQ' Mzi(ljsﬂ(s)

T=—" = T=
bl 1 a’d

(a tensdo na mesa varia linearmente, porque 0 momento estatico assim também o faz)
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Figura 6 — 15

Tensdo na alma:

Na figura 6-15, “u” é uma varidvel auxiliar que percorre a alma. Tem-se:

=Y [(aa)“(ua)(a_%ﬂ _ %(a¥2j(a28+a8u— “;Sj 1)

(a tensdo na alma varia parabolicamente)

Apresenta-se na figura 6-15 o diagrama de tensdes tangenciais na secdo. Note-se que a tensao
maxima ocorre na alma, a altura do centrdide, e isto acontece porque o momento estitico €
mdximo nesse mesmo ponto. E interessante verificar também que a tensio maxima é bem maior
do que a tensdao média:

[ > (3):

Toix = | 77| 2 |71 = Timedio

16 ) ad 4) ad

O sentido das tensdes € o que estd indicado na figura 6-15, tendo sido determinado pela chamada
regra do fluxo. Quando a forca cortante € para baixo, a regra do fluxo diz o seguinte:

14



Na alma o sentido da tensdo é para baixo, acompanhando o sentido da forca cortante.
Acima da linha neutra o fluxo entra pelas extremidades livres e abaixo da linha neutra o
fluxo sai pelas extremidades livres.

Portanto, o fluxo de cisalhamento na se¢ao tem uma certa semelhanca com o fluxo de um fluido
num encanamento, ou o fluxo de corrente num circuito elétrico.

Observacao: Em vez de usar a regra do fluxo, podemos também determinar o sentido da tensao
tangencial estudando a variacdo do momento fletor, como mostra a figura 6-16, no caso da mesa
superior.

Figura 6 - 16

Em vez do diagrama de tensdes, € possivel também tragar o diagrama do fluxo q:

mostrado na figura 6-17. Quando a espessura € constante para todos os elementos, o diagrama de
fluxo € proporcional ao de tensdes (como neste exemplo).

=

Figura 6 - 17
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Em geral hd duas vantagens em se lidar com o fluxo, em vez das tensdes. A primeira € que o
fluxo é sempre continuo (porque o momento estitico também o €), enquanto que a tensao sera
descontinua se a espessura de todas as paredes ndo for a mesma. A segunda vantagem € que a
resultante das tensdes, em cada trecho, € igual a area sob o diagrama de fluxo, pela prépria
defini¢do de fluxo.

Apresenta-se na figura 6-17, além do diagrama de fluxo, a resultante das tensdes em cada trecho.
Tem-se:

polf3V]a_3
2{16a )2 64

fo(3V) 200 2 [0V 3V )50y
8a 3 {16a 8a

Note-se que a resultante do fluxo na alma resultou igual a forca cortante, o que ja era de se
esperar. Para chegar ao valor de F, =V, usamos uma conhecida férmula da drea sob uma
parabola, mostrada na figura 6-18.

v e ) @Ma 3
% @/ QLAJO L m

Figura 6 — 18

Colocando agora a mesma secao deitada, conforme a figura 6-19, temos:
3 3
1=2[ % | 28
12 6

Na figura 6-19 apresenta-se o diagrama do fluxo, em grandeza e sentido. O fluxo nas almas ¢é
parabdlico, enquanto que na mesa o fluxo € nulo (por qué?). A resultante F do fluxo, em cada
alma, vale a metade da forca cortante, como era de se esperar.

16
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Figura 6 — 19
3) Secoes fechadas com dupla simetria

Considere-se a secao da figura 6-20. O momento de inércia vale:

16

I=—a’d
3
2V
Lg D>|§\/f 16 a
S e T 1 Oy e
T e HRlw
: i g e | —
la | \/l il % _\‘_J,‘Fz "le:
L =% =
T &g | === [ :
- ] W
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K] 7 A*
/A'x Az ]e/
_ i : A
< il &
Figura 6 — 20

Na figura 6-20 mostra-se o diagrama de fluxo, obtido pelas fung¢des:
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q(s)= %(lj S (na mesa superior)

q(u)= 3—2(%) (2a *+2au—u’ ) (na alma esquerda)
a

Note-se que o corte feito (tanto na mesa quanto na alma), de largura b =29, é descontinuo, ou
seja, na verdade sdo dois cortes. Mas isso ndo tem importancia, pois a condicao de que a tensdo
tangencial deve ser constante ao longo do corte estd sendo respeitada. Além disso, a condicao de
dividir a se¢do em duas partes também esta garantida.

o 3 \Y%
As resultantes das tensoes sdo: F = QV e F, = 5

4) Secoes assimétricas abertas

Nos exemplos de secdes delgadas vistos até agora havia dois eixos de simetria. Portanto, a forca
cortante, supostamente aplicada no centréide, era estaticamente equivalente as tensodes
tangenciais, como deve ser.

Neste item vamos estudar o que acontece no caso de uma se¢do que tenha apenas um eixo de
simetria. Se a forca cortante é paralela ao eixo de simetria, ndo h4 problemas. Entretanto,

quando a forca cortante for perpendicular ao eixo de simetria, aparece uma dificuldade que nao
havia antes.

Seja a secdo da figura 6-21, com eixo de simetria horizontal e sujeita a uma forca cortante vertical
V. Esta secdo corresponde a metade esquerda da sec@o da figura 6-20. O momento de inércia
vale, portanto, a metade:

I=—a’$
_-__-L_I s
N \!/V ; BIRE l T
C‘* ‘: C o
j A a av T >
— 1...__-_._—._.] _l,uG_c«-_ = ‘:Fl
¥ e T
d 7 -Q_A _;V = lﬁ
ﬁ;—l‘ a,

s/ 77

Figura 6 - 21
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O centréide da se¢do, calculado de forma aproximada, é dado, conforme a figura 6-21, pela
distancia d:

2(a8)2
@)
4ad 4

d

In

Na figura 6-21 se apresenta o diagrama de fluxo na se¢do. Os fluxos na mesa e na alma foram

[XP4)

determinados pelas funcdes das varidveis auxiliares “s” e “u”, conforme a figura 6-21:

Q(S) = E(XZJ S (na mesa)
8\la

q(u):i(lJ (Za2 +2au—u2) (na alma)
16\ a

As resultantes dos fluxos sao:

F=>v e F,=V
16

Admitindo que a for¢a cortante estd aplicada no centréide C, é imediato que as tensodes
tangenciais na secdo e a forca cortante ndo sdo estaticamente equivalentes, pois, apesar das
resultantes serem iguais, os momentos sio diferentes. Por exemplo, em relacdo ao centrdide, o
momento da cortante vale zero, enquanto que o momento das tensdes obviamente é diferente de
zero. Por definicao:

Centro de cisalhamento é o ponto C*, pertencente ao eixo de simetria da secao, em
relacao ao qual o momento das tensoes tangenciais vale zero.

Para achar o centro de cisalhamento, podemos calcular a distancia d*, que o localiza em relacdo a
alma do perfil. A condicdo € a seguinte:

F (2a)-F,d =0 = d :ga

Note-se que a posi¢do do centro de cisalhamento € uma caracteristica puramente geométrica da
secdo, e ndo depende da espessura das paredes, desde que ela seja constante. Quando as paredes
tiverem espessuras diferentes, a posicdo de C* ird depender da relacdo entre elas, mas ndo
diretamente delas.

Assim, quando a forca cortante passar pelo centro de cisalhamento, e apenas neste caso, ela serd
equivalente as tensdes tangenciais que agem na secdo, o que € 6bvio, pois em relacdo a C* ambos
os sistemas apresentam o mesmo momento (igual a zero). Se a forga cortante passar por outro
ponto, diferente de C*, entdo haverd, além da cortante, um momento de torcdo cujo braco € a
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distancia de C* a linha de acdo da cortante, e, neste caso, temos que somar ao diagrama de
tensdes que foi determinado, outro diagrama, causado pela tor¢do, assunto este que ja foi
estudado no fasciculo 3 deste curso.

Outro exemplo

Na figura 6-22 se apresenta uma cantoneira de abas iguais. Neste caso, € 6bvio que o centro de
cisalhamento € o ponto de interseccdo das paredes da cantoneira.

Figura 6 — 22

Observacao: Quando a se¢do apresenta uma parede inclinada, como a cantoneira da figura 6-22,
pode ser util a seguinte férmula (figura 6-23), que fornece 0 momento de inércia da parede em
relag@o ao eixo que passa pelo centréide, e faz um angulo o com a parede:

L3

I= sen’ol
12

Ly

ye
A s ’

Figura 6 — 23

Pede-se ao estudante que demonstre esta formula.
Ultimo exemplo (Prof. Diogo)

Seja a secdo da figura 6-24, em forma de circunferéncia com uma ranhura. E dada a seguinte
férmula:

X sen2x
jcosz x dx =E+

+ cte.
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Figura 6 — 24

Resolugdo: O momento de inércia, por ser metade do momento polar, pode ser achado, através de

um célculo simplificado:

I= %(27:1%8)1%2 =nR’$

Antes de calcular a tensdo tangencial, € preciso achar o centréide de um arco de circunferéncia de

angulo O, conforme a figura 6-25.

Figura 6 — 25
Mas isto é imediato:
0 0
j zdA j (Rsenat)(SRdat)
z, =2 =2 zg(l—cose)
o0 ROS 0

[da

0

O momento estatico, conforme a figura 6-26, vale:

ES

Q =A"z = (RGS)% (1—cos®)=R*8(1-cosH)
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¥ 17

N

v 3
Figura 6 — 26

A tensdo tangencial se escreve como (b=9):

_VQ [V _ _
1(0)= ~ _(ZnRﬁjz(l cos0)=1

K(6)

médio

sendo o parimetro adimensional K(8) mostrado na figura 6-27. Note-se que a tensdo maxima
vale 4 vezes a tensdo média.

2,00
.81 W
/
o |I7 9[1
A
S
DifR, R B
2l00

Figura 6 — 27

Finalmente, para achar o centro de cisalhamento, basta calcular a distancia d* mostrada na figura
6-28. O momento elementar vale:

dM =[t(8)dA] (R +d” cos @) sendo: dA = §(R d6)
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Figura 6 — 28

O momento total é a somatdria dos momentos elementares e deve ser igual a zero:

M:dezo =N 2ff(e)dezo
0

Da condig¢ao acima, e usando a férmula dada no enunciado, obtém-se (confirmar!):

d" =2R
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DEFORMACOES NA FLEXAO. LINHA ELASTICA

1) Hipétese de Navier

As secOes transversais, que sdo, antes da deformacdo, planas e perpendiculares ao eixo da barra,
permanecem, apdés a deformacdo, planas e normais ao eixo encurvado (linha eldstica). Isso
corresponde a se desprezar o efeito da forca cortante, na deformacao (figura 7-1).

S P g P sy
=0

Figura7 -1
A hipétese de Bernouilli (distribuig@o linear das tensdes normais) decorre da hipétese de Navier e
da Lei de Hooke, como j4 foi visto no fasciculo 4 (flexao normal).

2) Equacao diferencial da linha elastica (E.D.L.E.)

A linha elastica € uma curva lisa ou suave, isto é, continua e com derivada primeira continua. A
linha elastica, portanto, ndo pode ter “bicos”, porque nesses pontos a curvatura seria infinita,
assim como o momento fletor, que, como veremos, € proporcional a curvatura.

A figura 7-2 representa uma viga, submetida a um carregamento qualquer p=p(x). O eixo y ndo
aparece na figura, estd saindo do papel. A funcdo que expressa a linha eldstica é w = w(x), onde

w € o deslocamento transversal a viga, neste caso vertical (estamos desprezando o deslocamento
horizontal dos pontos do eixo). Adotaremos a seguinte convengao de sinais:

p >0 : para baixo

M >0 : tragdo em baixo
V >0 : sentido horério
w >0 : para baixo

¢ > 0 : sentido horério
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Figura7 -2

Sendo @ a rotacdo da se¢do, positiva no sentido hordrio, sabemos do Célculo que:

tgo=3%
g dx

Como as rotagdes sdao pequenas (da ordem do milésimo de radiano), podemos escrever, com
muito boa aproximagdo (sendo ¢ em radianos):

_dw
dx

A figura 7-3 representa um elemento infinitesimal da viga, de comprimento dx, antes e depois da
deformacdo. A fibra que corresponde ao eixo ndo se deforma, apenas encurva, mantendo o
mesmo comprimento dx. As fibras abaixo do eixo se alongam, tanto mais quanto mais afastadas
estiverem do eixo, e as fibras acima do eixo encurtam, sendo que a fibra mais comprimida é a
fibra superior.



Figura7-3

Seja d@ o acréscimo local da rotagdo. Convém reparar que, para um momento M >0 (tragdo
em baixo), tem-se d@ <0 (sentido anti-hordrio). Isso acarretard a necessidade de um sinal
corretivo na formulacdo, como veremos a seguir.

Sendo p o raio de curvatura local (p >0), podemos escrever:

dx=p(-do) i)
Para uma fibra abaixo do eixo, de ordenada z, temos:

dx+edx=(p+z)(-de) (ii)
sendo € >0 a deformacdo da fibra. Comparando (i) e (ii), vem:

edx=z(-do)

Portanto, a curvatura local da linha elastica se escreve como:




Até aqui consideramos apenas a geometria da deformacdo (compatibilidade). Entrando agora
com o material da viga (por meio da lei de Hooke: €=G/E) e com a condi¢do de equilibrio:

c= (M/ I)z , € ainda considerando que @ = w’, a curvatura fica, finalmente:

—dzw_—d(p M e d*w de M
z

K=—= T = == 2
p dx dx EI dx dx EI

onde o sinal (—) € um sinal corretivo, para levar em conta o fato, j4 mencionado, de que, para um
momento positivo, o incremento de rota¢ao € negativo.

Integrando a equagdo acima, em funcdo do momento fletor, chega-se ao campo de rotagdes
¢=0(x). Integrando mais uma vez, obtém-se a linha eldstica w =w(x). As constantes de

integracdo se determinam por meio das condi¢des de contorno. Na prdtica se usa a forma
condensada da equacao:

Primeira observacao: O deslocamento médximo, também conhecido como flecha (f =w .

max )’
dar-se-4 no ponto em que a rotagio se anula (@=w’"=0) . As rotacdes extremas (¢ . e®, ),

por sua vez, ocorrerio nos pontos em que a curvatura se anula (¢'=w”=0), ou, o que é o
mesmo, nos pontos em que o0 momento se anula, j4 que o momento é proporcional a curvatura.

Segunda observacao: Considerando as equacdes diferenciais de equilibrio para o elemento de
viga:

dv dM
— e —

—= Vv
dx dx

a equacdo diferencial da linha eldstica pode assumir as formas alternativas:

Elw® =p

que podem ser tteis (especialmente a dltima, quando o carregamento é complicado).

Exemplos de aplicacao

Primeiro exemplo) Seja a viga em balanco, prismética, da figura 7-4.



Figura7 -4

Momento fletor: M=-Px
Considerando a EDLE, vem:

dp_-M_P

P P ,
—X do=| —x |dx = =——x +C
dx EI EI P (EI] ?73 :

El

Integrando mais uma vez:

dw _ _ _ P
d—x—(p = dw=0¢dx = W—J-(de = W—Ex +Cx+C,

Para determinar as constantes de integra¢do, impomos as condigdes de contorno:

—PL?
L)=0 C =
¢oL)=0 = C, BT
w(L)=0 = C2=PL3

3EI

Portanto, o campo de rotacdes e a linha eldstica (campo de deslocamentos) ficam:

P X2_PL2 P , P> PL’
2EI 2EI 6EI 2EI  3EI

O deslocamento maximo (flecha f ) e a rotacdo minima se dao para x =0 (tratam-se de
extremos ndo analiticos, que ocorrem na extremidade do intervalo):

_PL’

f=w_ =w(0)=
v W()SEI

(para baixo)



PL’
- =0l0)=-— anti-horario
Qi =0(0) i ¢ )

Segundo exemplo) Seja a viga simplesmente apoiada da figura 7-5, sujeita a uma carga
distribuida p = cte.

L p ST Fmi
ey

/2 L2

< )

Cru
<
S ¢

Figura7 -5

Momento fletor: M= & X — P x?

2 2

Considerando a forma compacta (EIw”=-M) da EDLE, vem:
Elw” = —&x + P2
2 2

Integrando duas vezes, consecutivamente:

Eiw' = -PL 2 Py +C,
4 6

Elw =—£X3 +2 g +Cx+C,
12 24

Condicdes de contorno:

w(0)=0 = C,=0



donde, finalmente:
3
Eiw =—PLy2  Pys PL
4 6 24
3

Elw :—&)ﬁ + P x4 +&x
12 24 24

A flecha se dard, por simetria, na se¢do a meio vao (e também porque 14 @ =0):

4
fow[L)o 2 PL
2 384 EI

As rotacdes extremas se dao nas extremidades da viga:

pL’ pL’
= c — L)l=-—
24EI Puin = (L) 24El

(pméx = (p(O)

Terceiro exemplo) Seja a viga da figura 7-6, sujeita a uma carga hidrostética, ou seja,
uma carga triangular cujo valor mdximo € p,

T

L, ez —

X

N

Figura7 -6
Neste exemplo, como a carga nao € tao simples, vamos usar a equagdo de quarta ordem:

X

EIw" =p=p0L

Integrando seqiiencialmente:

Elw” = 2o y2 +C,
2L



Condicdes de contorno:
w’(0)=0 = C,=0

w(0)=0 = C,=0

w(L)=0 = clz—ng
w(lL)=0 = CSZLpOLS
360

Portanto, as expressdes anteriores ficam, com as constantes determinadas:

” L
Elw” = Po .2 Po (: —V)
6
» L
Elw” =Pox3 _Poy (=-M)
6L 6
, L
EIW — pO X4 pO X2 7 p0L3
241 12 360

L
Blw=—Po_ys_Pobys 7 p,L’x
120L 36 360

Para descobrir a flecha, basta fazer @ =w’ =0, obtendo a seguinte equacio bi-quadrada:

15x* =30l x> +7L' =0

cuja raiz, a Unica que nos interessa, é:

xzd% L = 0,51933L

e com a qual podemos obter o valor da flecha:

4
fow . =65222 (10)° Rl



Quarto exemplo) Seja a viga simplesmente apoiada da figura 7-7, sujeita a uma carga P.
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Figura 7 -7

Imediatamente aparece uma dificuldade neste caso. E que ndo existe uma expressdo Unica do
momento fletor, que seja vélida para todo o dominio do problema. Assim, vamos dividir a viga
em duas partes, a parte 1, a esquerda da carga, e a parte 2, a direita.

No trecho 1:

No trecho 2 :

Pb
Ml(x)sz
Elw; =-M, __Po,
L
Elw, =——x’+C,

Elw, =—6P—Ex3 +Cx+C,

M, (x)= 24 (L)

Elw); =-M, = L
L

Elw), = —Pax+2P—IaJx2 +C,

Elw, =—%x2 +£—EX3 +C;x+C,
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Condicdes de contorno:

w,(0)=0 = 0=C,
w,(L)=0 = O:—&L2+&L3+C3L+C4
2 6L
Pb , Pa’ Pa‘
w,(a)=w,(a) = —6—La +Ca+C,=- + +C,a+C,
’ ’ Pb Pa3
wi(a)=w)(a) = —Za2+C1 =—Pa’ + 0 +C,

Resolvendo o sistema acima, determinam-se as 4 constantes de integracdo, e o problema fica
resolvido.

Se houvesse duas cargas, em vez de uma, haveria a necessidade de dividir a viga em trés trechos,
e apareceriam 6 constantes de integracdo. No item seguinte apresenta-se uma maneira pratica de
facilitar a resolu¢do de problemas deste tipo.

3) A funcao de Macaulay

Define-se a fun¢do de Macaulay da seguinte forma:

(x—a) se x—a>0

(x—a) =

(ndo existe) se x-a<0

Exemplo (Prof. Diogo): Determinar a linha eldstica w(x) da viga da figura 7-8. E dado o
produto de rigidez a flexdo da viga: EI=10" kgf m*> (constante).

150 by %01/%1‘;«“ Zl«obgi-; -
[

1
Lo o o o ol
AazT T

+

i dm | de Lo [ 9 [0

7 1 |

{128
41

Figura7 -8
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A resolugdo deste problema fica muito simplificada se usarmos a funcdo de Macaulay. Caso
contrario, como sao 5 trechos, teriamos que determinar 10 constantes de integragao.

A expressao do momento fletor, valida para toda a extensdo da viga, € a seguinte:
M (x)=432x —480(x —2) +960(x —4)’ =120(x —6)" +120(x —8)’

A equagio diferencial da linha eldstica (EIw” = -M) fica:
Elw” =-432x+480(x —2)—960(x —4)" +120(x —6)" ~120(x —8)’

Integrando duas vezes, consecutivamente, vem (a funcdo de Macaulay se integra como outra
funcado qualquer):

Elw’ =-216x> +240(x —2)" —960(x —4) +40(x —6)’ —40(x —8)’ +C,
Elw=-72x"+80(x —2)’ —480(x —4)" +10(x = 6)" ~10(x ~8)" +C,x +C,

Temos apenas 2 constantes de integracao, que podem ser determinadas por meio das condi¢des de
contorno (nos apoios da viga):

w(0)=0 = 0=C,
w(10)=0 = 0=-72(10) +80(8)’ —480(6) +10(4)' —10(2)* +C,(10)
= C, =4.592 kgf m*

e o problema esta resolvido. Se quisermos o valor da flecha, podemos pesquisar em qual trecho a
rotacdo muda de sinal. Considere-se a seguinte tabela:

x(m) | w=¢ (rad)
0 4,592 (10)*
2 3,728 (10)~
4 2,096 (10
6 | -1,264(10)"
8 | -4,112(10)*
10 | -5,168 (10)”

Portanto, a rotacdo se anula entre x =4 m e x = 6 m, ou seja, no trecho 3 . Neste trecho a
rotacdo € dada por:

Elw’ =-216x*+240(x —2)* —=960(x —4)—4.592

w=0 = 3x’-240x+1.114=0 = x =4,9476 m

12



A flecha serd: f=w_. =w(4,9476)=0,15617 m (para baixo)
4) Introducao ao estudo das vigas hiperestaticas

O estudo apresentado tem, como importante aplicacdo, a resolucdo de vigas hiperestaticas. O
assunto serd apresentado por meio de dois exemplos.

Num primeiro caso, seja a viga da figura 7-9 (uma vez hiperestdtica). O primeiro passo para

resolver essa viga é transformé-la numa viga isostdtica (que pode ser uma viga em balanco),

sujeita a duas cargas aplicadas, uma conhecida e outra a determinar (incégnita hiperestatica R),
como mostra a figura 7-9.

o b
L

4
,I

LS 000

EE
X

Figura7 -9

Sendo assim, vem:
Elw” =-M =-Rx +3.000(x —2)
’ R 2 2
Elw’=——-x +1.500 (x=2)"+C,
R ; 3
Blw=——x +500(x—-2)" +C;x+C,
Ha 3 incognitas: as duas constantes de integracdo e a reagdo de apoio. H4 também 3 condicdes

de contorno:

w(0)=0 = 0=C,

13



w(5)=0 = 0= —%(5)2 +1.500(3)° +C,

w(5)=0 = 0= —%(5)3 +500(3)’ +C,(5)+C,
Resolvendo o sistema, obtém-se:
R =1.296 kgf

C, =2.700 kgf m*

com o que se definem a linha eldstica e o campo de rotacdes. Note-se que a resolucdo do
problema independe do valor do produto de rigidez E 1.

Segundo exemplo) Resolver a viga continua da figura 7-10, sabendo-se que ha um
recalque no apoio B, de valor §; =0,008 m.

E dado: EI=10*kgf m*

l/%zo Lxgﬁ”

}X

f (P
R R 240_€

Figura 7 -10

Para resolver, suprime-se o apoio B, aplicando-se em seu lugar a reacdo R da viga hiperestéatica,
de acordo com a figura 10. Escreve-se entdo:

Elw”=-M= —(480—%)){ +720(x —1)-R(x - 2)

14



2
Elw’ = —(480—EJX—+ 360(x —1) ~ N (x-2)? +C,
3)2 2

3
Elw = —(480—%}%+120<x -1)’ —%<x ~2)*+C,x+C,

Condicdes de contorno:

w(0)=0 =  0=C,
w(2)=0,008 = 10*(0,008)= —[480 —%j% +120(1)*+C,(2)+C,
w(3)=0 =3 0= —(480—%)%“20(2) 3—%(1) +C,(3)+C,

Resolvendo, vem:

R =450 kgf
C, =200 kgf m*

e o problema fica inteiramente resolvido.
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