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Revisão Série de Fourier

a 2a 3a
x

f HxL

Suponhamos que tenhamos uma função
f(x) periódica, de período a, como mos-
trado na �gura.
O objetivo da série de Fourier é repre-

sentar funções periódicas por séries de se-
nos e cossenos, cujo período fundamental
seja a:

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

ancos

(
2πnx

a

)
+

∞∑
n=1

bnsen

(
2πnx

a

)
(1)
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Determinação dos coe�cientes

a0:

∫ a/2

−a/2
f(x)dx =

∫ a/2

−a/2
a0dx+

∞∑
n=1

an

∫ a/2

−a/2
cos

(
2πnx

a

)
dx+

∞∑
n=1

bn

∫ a/2

−a/2
sen

(
2πnx

a

)
dx

(2)

Mudança de variável: θ = 2πx
a
; dx = a

2π
dθ;∫ a/2

−a/2
f(x)dx = a0.a+

a

2π

∞∑
n=1

an

∫ π

−π
���

��:0
cos (nθ)dx+

∞∑
n=1

bn

∫ π

−π
���

��:0
sen (nθ)dx (3)

∴ a0 =
1

a

∫ a/2

−a/2
f(x)dx = f(x) : valor médio da função no período (4)

an:

∫ a/2

−a/2
f(x)cos

(
2πmx

a

)
dx =

∫ a/2

−a/2
a0
��

�
��

�
��*

0

cos

(
2πmx

a

)
dx+

∞∑
n=1

an

∫ a/2

−a/2
cos

(
2πmx

a

)
cos

(
2πnx

a

)
dx+

∞∑
n=1

bn

∫ a/2

−a/2
cos

(
2πmx

a

)
sen

(
2πnx

a

)
dx

(5)

Fazendo a mesma mudança de variável1:

∫ a/2

−a/2
cos

(
2πmx

a

)
cos

(
2πnx

a

)
dx =

a

2π

∫ π

−π
cos (mθ) cos (nθ) dx

=
a

4π

[∫ π

−π�
��

���
���:0

cos ((m+ n)θ)dx+

∫ π

−π
cos ((m− n)θ)dx

]

=

{
0; m 6= n
2π; m = n

(6)

1onde foi usada a seguinte relação trigonométrica cos(a)cos(b) = [cos(a+ b) + cos(a− b)]/2.
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∴
∫ a/2

−a/2
cos

(
2πmx

a

)
cos

(
2πnx

a

)
dx =

a

2
δmn (7)

Da mesma forma, usando a identidade sin(a)cos(b) = [sin(a+b)+sin(a−b)]/2, podemos
mostrar que ∫ a/2

−a/2
cos

(
2πmx

a

)
sin

(
2πnx

a

)
dx = 0 (8)

Obtemos então: ∫ a/2

−a/2
f(x)cos

(
2πmx

a

)
dx =

∞∑
n=1

an
a

2
δmn =

a

2
am (9)

ou (trocando m por n):

an =
2

a

∫ a/2

−a/2
f(x)cos

(
2πnx

a

)
dx (10)

bn:

Este coe�ciente se obtém fazendo a integral

∫ a/2

−a/2
f(x)sin

(
2πmx

a

)
dx =

∫ a/2

−a/2
a0
��

�
��

�
��*

0

sen

(
2πmx

a

)
dx+

∞∑
n=1

an

∫ a/2

−a/2
sen

(
2πmx

a

)
cos

(
2πnx

a

)
dx+

∞∑
n=1

bn

∫ a/2

−a/2
sen

(
2πmx

a

)
sen

(
2πnx

a

)
dx

(11)

∫ a/2

−a/2
sin

(
2πmx

a

)
cos

(
2πnx

a

)
dx =

1

2

[∫ a/2

−a/2
sin ((n+m)x) dx+

∫ a/2

−a/2
sin ((n−m)x) dx

]
= 0 (12)
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A outra integral pode ser feita fazendo a mesma transformação de variável e usando
a identidade trigonométrica: sin(a)sin(b) = 1

2
[cos(a− b)− cos(a+ b)], o resultado é

bn =
2

a

∫ a/2

−a/2
f(x)sin

(
2πnx

a

)
dx (13)

Exemplo

Função de impulsos periódicos

d a

F0

x

f HxL

a0 =
1

a

∫ a/2

−a/2
f(x)dx =

F0

a

∫ d/2

−d/2
dx =

d

a
F0

an =
2

a

∫ a/2

−a/2
f(x)cos

(
2πnx

a

)
dx

=
2F0

a

∫ d/2

−d/2
cos

(
2πnx

a

)
dx =

2F0

πn
sen

(
πnd

a

)

bn =
2

a

∫ a/2

−a/2
f(x)sin

(
2πnx

a

)
dx

=
2F0

a

∫ d/2

−d/2
sen

(
2πnx

a

)
dx = −F0

nπ

[
cos

(
2πnd

a

)]d/2
−d/2

= 0

(14)
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∴ f(x) =
d

a
F0

[
1 + 2

∞∑
n=1

sen
(
nπd
a

)
nπd
a

cos

(
2πnx

a

)]
(15)

x

d

f HxL
F0

quatro primeiros harmônicos

CosHΠx�d L
CosHΠx�2d L

0.25

Relembrada a Série de Fourier, vamos empregá-la na solução de alguns problemas de
solução da equação de Laplace em coordenadas cartesianas.
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Exemplo 3.3 (Livro texto)

Vamos inicialmente supor que V0 = const, simpli�cando um pouco o exemplo do livro
texto.

Como as placas são in�nitas na direção z, certamente o potencial não deve variar com
esta coordenada, de forma que a Equação de Laplace �ca

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= 0;

φ(x, 0) = 0
φ(x, a) = 0
φ(0, y) = V0

φ(x→∞, y)→ 0 (16)

Temos quatro condições de contorno para uma equação de segundo grau. Como vere-
mos, esta aparente �sobre-determinação� leverá a um problema de auto-valor.

Separação de variáveis

φ(x, y, ) = X(x)Y (y) ∴ Y
d2X

dx2
+X

d2Y

dy2
= 0 (17)

∴
1

X

d2X

dx2
+

1

Y

d2Y

dy2
= 0 →

1
X
d2X
dx2

= α2

1
Y
d2Y
dy2

= β2

α2 + β2 = 0 (18)
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∴ X(x) = A1cosh(αx) +B1senh(αx)

Y (y) = A2cosh(βy) +B2senh(βy)

(19)

∴ φ(x, y) = [A1cosh(αx) +B1senh(αx)][A2cosh(βy) +B2senh(βy)] (20)

y=0 → φ(x, 0) = 0

∴ φ(x, 0) = [A1cosh(αx) +B1senh(αx)]A2 = 0; x qualquer : A2 = 0

∴ φ(x, y) = [Acosh(αx) +Bsenh(αx)]sinh(βy) (A = A1B2; B = B1B2)

(21)

y=a → φ(x, a) = 0

0 = [Acosh(αx) +Bsenh(αx)]senh(βa) (22)

Solução trivial : β = 0; → φ(x, y) = 0, que não é uma solução geral

β =
inπ

a
→ senh

(
i
nπa

a

)
= isen(nπ)

n qualquer

= 0

(senh(ix) = isen(x))

Vemos que esta condição de contorno não de�niu A e B, mas sim o período das
soluções de y!
Por outro lado, como a solução é válida para qualquer n, temos que tomar a solução

geral como a soma de todas as soluções possíveis, já que a Equação de Laplace é linear.
Além disso, vemos que como β = inπ/a = βn (com um valor para cada n),

α2 + β2 = 0 → α2 = −β2 = n2π
2

a2
∴ an = ±mπ

a
(23)

Então a solução geral �ca:

φ(x, y) =
∞∑
n=1

[Ancosh(αnx) +Bnsinh(αnx)]sen
(nπy

a

)
(24)

Agora vamos cuidar das condições de contorno em x. A primeira, mais fácil de impor,
é a condição assintótica φ(x, y) |x→∞ → 0.
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Cosh@xD
0

x

f HxL

Sinh@xD

x

f HxL

Lembrando que tanto cosh(x) como senh(x)
divergem quanto x→∞, temos que combiná-
los para eliminar esta divergência:

lim
x→∞

[Ancosh(αnx) +Bnsenh(αnx)]→ 0

lim
x→∞

[
An
2

(
eαnx + e−αnx

)
+
Bn

2

(
eαnx − e−αnx

)]
→ 0

lim
x→∞
(αn>0)

1

2

(An +Bn)e
αnx︸ ︷︷ ︸

→∞

+(An −Bn)e−αnx︸ ︷︷ ︸
→0

→ 0

Então, para evitar a divergência para x ten-
dendo para in�nito, tomamos Bn = −An.

Finalmente temos

φ(x, y) =
∞∑
n=1

An[cosh(αnx)− senh(αnx)︸ ︷︷ ︸
e−αnx

]sen
(nπy

a

)
(25)

∴ φ(x, y) =
∞∑
n=1

Cne
−nπx

a sen
(nπy

a

)
(26)

Até agora não mencionamos a condição em x = 0. Primeiro vamos supor que o
potencial seja V0 = const. Então

x = 0 → φ(0, y) = V0 (27)

∴ V0 =
∞∑
n=1

Cnsen
(nπy

a

)
(28)

Usando o mesmo procedimento da série de Fourier, temos∫ a

0

sen
(mπy

a

)
dy =

∞∑
n=1

Cn

∫ a

0

sen
(mπy

a

)
sen

(nπy
a

)
dy (29)
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∫ a

0

V0sen
(mπy

a

)
dy = V0

(
− a

mπ

)
cos
(mπy

a

)∣∣∣a
0

=
V0a

mπ
[1− cos(mπ)] =


0; m par

2V0a
mπ

; m ímpar

(30)

∫ a

0

sen
(mπy

a

)
sen

(nπy
a

)
dy =

↑
θ=

πy
a

a

2π

∫ a

0

2sen(mθ)sen(nθ)︸ ︷︷ ︸
cos[(m−n)θ]−cos[(m+n)θ]

dθ

=
a

2π

[∫ π

0

cos[(m− n)θ]dθ −
∫ π

0

cos[(m+ n)θ]dθ

]

=
a

2π

[ 1

m− n
sen[(m− n)θ]

∣∣∣∣π
0︸ ︷︷ ︸

lim
x→0

sen(x)/x→1

− 1

m+ n
sen[(m+ n)θ]

∣∣∣∣π
0

]

=

{
0; m 6= n
a
2
; m = n

(31)

∴
2V0a

mπ

∣∣∣∣
m ímpar

=
∞∑
n=1

Cn
a

2
δm,n =

aCm
2

∴ Cm =
4V0
mπ

; m ímpar

(32)

∴ φ(x, y)
4V0
π

∑
n=1
ímpar

e−
nπx
a

n
sen

(nπy
a

)
(33)

[O livro informa que esta série pode ser somada, dando

φ(x, y) =
2V0
π
arctg

[
sen

(
πy
a

)
senh

(
πx
a

)] ; (34)

mas isso não é tão importante]
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