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1. A gaussiana como aproxima¢ao

Parte A. Funcdes suaves

Se r é uma variavel gaussiana, quais as fun¢des densidade de probabilidade do perimetro 2zr,

da area 4zr?e do volume 4zr/3? Calcule analiticamente as fungdes densidade de probabilidade,

defina as condicdes limite para validade da aproximacdo gaussiana e teste-as (as fdps e as

condigdes limite) por simulacdo. Interprete as barras de incerteza, para mais e para menos,

desiguais, nos casos das grandezas area e volume.

Etapa 1. Gere nimeros aleatdrios gaussianos pelo método da inversdo a partir de nimeros
aleatorios com f.d.p. uniforme.! A fim de gerar aleatdrios gaussianos de média 0 e desvio
padréo 1, por meio desse algoritmo, proceda da seguinte maneira:

» Construa uma tabela com os valores da integral

@) = [ v% xp(=/2)
 Sorteie um nimero aleatorio z entre 0 e 1 probabilidade constante nessa faixa.
 Procure x na tabela de I1(x) tal que
I(x) <z < I(x),

com x e x%entradas consecutivas na tabela.

» O aleatdrio gaussiano p pode ser obtido por interpolacéo linear,

.T'r I
r+ ——-+—(z— 1z
e IHax'y = Ix) l: f))

N&o é necessario montar uma tabela de 1(x) com mais que 100 valores.

« Finalize esta etapa verificando se os aleatorios sdo gaussianos mesmo. Para tanto,
sorteie um numero grande de aleatérios gaussianos, calcule a média, o desvio
padrdo, a curtose, «,

b - 3

e 0 parametro de assimetria, /3,

et
-

1 Embora as linguagens de computacdo atuais gerem numeros aleatérios com distribuicdo normal,
cumpra todos os passos desta etapa, cujo objetivo é apresentar o método da inversdo, em que se baseiam
muitos geradores de aleatérios gaussianos e poderd lhe ser 1util nos casos em que a linguagem de
computagdo disponivel ndo fornecer aleatdrios com a distribuicdo que vocé vier a necessitar.



Etapa 2. Supondo a variavel r gaussiana de média ro e desvio padrdo or (conhecidos), calcule
as fdps da area A = 4zr?e do volume V = 4zr3/3.

« Calcule os valores médios de Ae de V, Aoe Vo, em fungdo de roe or.

o Expanda as fdps de A e V em torno de Aope Vo nos casos em que
A ;"]lrj i :'ln,
(G -

obtendo aproximacdes gaussianas para essas fdps.

« Compare as fungdes exatas com as aproximadas nos pontos: A =
Ao; A = Aot oa; A = Ao 204 € NOS pontos equivalentes para V (use oa calculado
aproximadamente).

» Qual o valor de av/r que origina diferencas de 5% entre os valores das fdps exata e
a aproximada nesses pontos escolhidos?

Etapa 3. Escolha ro e or para 0s quais as aproximacdes gaussianas das fdps de A e V sejam
validas, gere aleatorios gaussianos Wi de média 0 e desvio padrdo 1 e com eles simule um
conjunto de dados R1 = {ri| ri = ro +Hior }, (dados gaussianos de meédia ro e desvio padréo
or). Construa os conjuntos A1 = {A(ri)} e V1= { V (ri)}. Calcule a média, o desvio padréo,
a curtose e a assimetria dos 3 conjuntos.

» Repita toda a operagédo acima para ro € oo tais que as aproximagdes gaussianas das
fdps de A e V ndo sejam validas. Neste caso, escolha os intervalos de A e V que
melhor representam as grandezas - discuta as possibilidades e defenda sua escolha!

Parte B. Propagacdo da incerteza em um expoente

Se t é uma variavel aleatdria gaussiana, como se distribui f(t) = exp(4z) ? Calcule analiticamente
a funcdo densidade de probabilidade, defina as condicdes limite para validade da aproximacao
gaussiana e teste-as (a f.d.p. e as condigdes limite) por simulagdo. Interprete as barras de
incerteza assimétricas, ot+ € ot-.

Etapa 4. Supondo a variavel t gaussiana de média to e desvio padrdo ot (conhecidos), calcule a
f.d.p. de f(t) = exp(15).
« Calcule o valor médio de f, fo, em funcdo de f(to) e or.
» Expanda a f.d.p. de f em torno de fo no caso em que
F—fa< fa
e obtenha uma aproximacéo gaussiana para essa f.d.p..

o Compare a funcdo exata com a aproximada nos pontos: f = fo; f = fo + o7, f = fo— o
(use ot calculado aproximadamente).

» Qual o valor de ot que origina diferencas de 5% entre os valores da
f.d.p. exata e a aproximada nesses pontos escolhidos?
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Etapa 5. Escolha to e ot para 0s quais a aproximacao gaussiana da f.d.p. de f seja valida, gere
aleatorios gaussianos Wi de media O e desvio padrdo 1 e com eles simule um conjunto T
= {ti| ti = to + Wiot } (aleatdrios gaussianos de média to e desvio padrdo at). Construa o
conjunto F1 = {f(t)}. Calcule a média, o desvio padréo, a curtose e a assimetria de cada
um dos 2 conjuntos.

* Repita toda a operacéo acima para to e ot tais que a aproximacao gaussiana da f.d.p.

de f ndo seja valida. Nesse caso, escolha o intervalo de f que melhor representa as
grandezas — discuta as possibilidades e defenda sua escolha!

Etapa 6. Compare a condicdo de validade da aproximacéo gaussiana nesse caso com aquela de
transformacdes do tipo t" (Parte A) e discuta qual o motivo da diferenga de critérios.



2. As incertezas associadas as interpolacoes e
extrapolacoes

Calcule o valor interpolado ou extrapolado de um conjunto de pontos { (xi,yi,ci) } onde y € uma
funcéo linear nos pardmetros e em x também. N&o esqueca de incluir a covariancia entre os
parametros da reta ajustada na propagacdo das variancias! Verifique, por simulacdo, que as
estimativas das variancias sdo adequadas. Vocé pode tentar descobrir o que acontece se agregar
um dado interpolado ao conjunto de dados originais.

Etapa 1. Embora o Mathematica e o0 MathLab tenham excelentes geradores de nimeros
aleatérios com densidade de probabilidade normal, € conveniente conhecer alguns
algoritmos para essa tarefa. Assim, gere aleatorios gaussianos com o algoritmo de
BoxMuller:

o Gere 2 nimeros aleatorios U1 e Uz, com f.d.p. uniforme na faixa [0,1], com o
gerador do programa que estiver usando.

e Calcule
e X; =—2InU, cos2nU,
e X, =—=2InU,;sen2nU,
onde X1 e X2 sdo dois nimeros aleatérios gaussianos independentes de média 0 e
desvio padréo 1.

» Repita as operag¢Oes acima até obter muitos aleatorios gaussianos.

« Verifique se 0s nimeros obtidos sdo mesmo aleatdrios gaussianos: calcule a média
e 0 desvio padrdo; faca um histograma e verifique se as quantidades de nimeros nas
faixas [-30,—20], [-20,—0c], [—0,0], etc, obedecem a fdp normal; calcule os
parametros de assimetria e curtose e veja se coincidem com os valores esperados,
dentro das incertezas. Esses ndo séo os melhores testes, mas sao suficientes para 0s
propositos deste trabalho; testes simples assim devem ser realizados SEMPRE,
mesmo que esteja usando programas confiaveis.

« Calcule a estimativa da cov(U1,U>) e verifique se de fato € nula dentro da incerteza
dessa estimativa.

e A partir da hipotese que U: e Uz tém f.d.p. uniforme na faixa [0,1], mostre
analiticamente que X; e Xz tem fdps normais. Transforme as varidveis aleatorias
como discutido no capitulo 2 do livro.

Etapa 2. Gere um conjunto de pontos simulados { (xi,yi,oi) }, com x a variavel independente e
y a variavel dependente, e

yi~ N(ao + boxi,oi) ,



em que = significa “distribuido conforme™ a f.d.p. que segue o simbolo e em que ao e bo
séo constantes conhecidas, com oiigual ao desvio padréo. Vamos, entdo, supor que o erro
da medida, i, seja distribuido normalmente com
AR
O; =< 6>

com a propriedade de que ndo h erro sistematico,

< =1l

Use {xi} = {4,8,12,16,20,24} e ¢i = 0,30 para todo i, com ap=—2,5 e bo = 0,225. Escreva
o algoritmo de ajuste (t&o genericamente quanto possivel), ajuste os pardmetros ao
conjunto de dados e calcule 2. Com & e b obtidos, calcule os valores interpolados de y
para x = 10, 14 e 20 e os valores extrapolados para x = 0 e x = 40, bem como o0s desvios
padrdes associados. Interprete o resultado (extrapolacdo boa ou ruim, em funcéo do valor
obtido conter, dentro da incerteza, o valor verdadeiro).

Etapa 3. Repita a etapa 2 muitas vezes. Faca histogramas dos valores de y interpolados e
extrapolados e interprete o resultado. Os desvios padrdes calculados séo adequados?

Etapa 4. Faca um histograma dos y2 e interprete. Verifique se a um valor de y? proximo ao
médio esta associado um valor interpolado proximo ao verdadeiro, fazendo diagramas de
pontos (Yinterpolado, ). Escolha duas posicBes x distintas para calcular 0S Yinterpolado €
construir esses scatter plots. Calcule as covariancias entre x? e os parametros escolhidos
a partir dos resultados numéricos que vocé graficou.

Etapa 5. Calcule a matriz de covariancia entre os dados e os valores interpolados para x = 10,
14 e 20. Ajuste a reta a esse conjunto todo (agora, com trés dados a mais e com a matriz
de covariancia no meio) e compare os resultados obtidos com e sem a inclusdo dos dados
interpolados, tanto para os coeficientes quanto para o y°.



3. Aumentar o nimero de parametros nao
implica em melhorar o ajuste.

Simular uma medida {(xi,yi,01) }, onde x; € a variavel independente supostamente observada sem
erro e y; € a variavel dependente que se relaciona com x; por meio da expressao
yo— Rlaal —¢

onde @ € um vetor de v constantes, y depende linearmente dos t: © £ € um erro ndo sistematico
distribuido de acordo com uma Normal de desvio padrdo ¢ conhecido. Ao final do trabalho,
vocé deve escolher uma forma para a fungé@o h que seja util ao seu trabalho final, mas comece
com apenas dois pardmetros e uma férmula simples,

I T ol (N S

onde ap e bo séo constantes. Ajustar pelos dados os pardmetros de reta, parabola e cubica,
calculando »? e interpretando os valores obtidos para os coeficientes parabdlico e clbico e o
significado de ajustéa-los. Testar a interpretacdo repetindo a simulagdo muitas vezes.

Etapa 1. Teste se 0os numeros aleatérios gaussianos do programa que esta usando tém as
propriedades desejadas. Gere muito numeros, calcule a média e o desvio padrdo; faca um
histograma e verifique se as quantidades de nUmeros nas faixas [~30,—20], [~20,—0],
[-0,0], etc, obedecem a fdp normal; calcule os pardmetros de assimetria e curtose e
verifique se tem valores iguais aos esperados, dentro das respectivas incertezas. Divida
0s nimeros em pares (g1,92), calcule a estimativa da cov(gi,g2) e verifique se ela é nula
dentro da incerteza dessa estimativa. Estes testes ndo sdo os mais sensiveis, mas servem
para as finalidades deste trabalho.

Etapa 2. Obtenha um conjunto de dados simulados. E preciso, primeiro, fixar os valores da
variavel independente, os valores verdadeiros dos parametros e dos desvios padrdes
“experimentais”. Fagcamos as seguintes escolhas:

{xi} = {4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24} ( portanto 11 dados)

ao=-2,5 e bo=0,225 ;
0i=0,30 paratodoi (i=1,2,...N,com N = 11)

Para simular o conjunto de dados, obtenha, para cada um dos N valores da variavel
independente xi, um numero aleatério gaussiano i com o desvio padrdo escolhido e
calcule

Wi = iy + b + o

Escreva o algoritmo de ajuste de uma reta y = a + bx e uma parabola y = ¢ + dx + ex?
(tdo genericamente quanto possivel) e obtenha ai, b1, c1, d1 e e1, 0s valores ajustados
dos parametros. Calcule y2 para cada um dos ajustes e interprete os resultados (ajuste
bom ou ruim).

Etapa 3. Repita os calculos com pelo menos 10 conjuntos de dados simulados, de preferéncia
com 100 conjuntos. Faga os histogramas dos coeficientes polinomiais obtidos, bem
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como dos y>— claro, ndo misture dados de ajustes de polindmios de graus diferentes.
Que acontece aos valores ajustados do termo parab6lico? E aos conjuntos dos y2 obtidos
dos ajustes de parabola?

Etapa 4. Para cada conjunto de dados simulados, verifique se P(y* > y’calculado) Cresce ou
decresce com o grau do polindmio, onde P é a probabilidade de ycaiculado ST €xcedido.
Procure estabelecer um critério para a escolha do grau. Em que fracdo das simulagdes seu
critério foi adequado? Discuta com o professor ou a professora a adequacdo do critério
escolhido, bem antes de dar o seminario, para verificar se fez uma das escolhas comuns
0Ou nao.

Etapa 5. Verifique se ha alguma dependéncia entre o ajuste ser bom, no sentido de obter-se um
%% proximo do nimero de graus de liberdade, e calcular-se um valor nulo para o
coeficiente parabdlico, no sentido do valor ajustado ser menor que o desvio padréo.
Utilize, por exemplo, um diagrama de todos pontos (y?,coeficiente) obtidos.

Etapa 6. Adapte as etapas acima para a fungdo h(x; a,b,c) = a Erf(b x)+c em que Erf é a
funcéo erro. Escolhe valores “verdadeiros” (a,b,c) e use-0s em todas as simulagdes.
Etapa 7. Faga um estudo com um conjunto de dados tal que os valores de x cubram toda a
regido [0; 2/b], e verifique se os pardmetros sdo estimados sem tendenciosidade.

Etapa 8. Faga um estudo com um conjunto de dados tal que os valores de x cubram apenas uma
pequena parte da regido [0; 2/b], por exemplo, [1/b; 1,1/b] e verifique se 0s parametros
séo estimados sem tendenciosidade.



4. Ajuste de parametros a dados com erros nas
variaveis dependente e independente.

Simular um conjunto de dados {(xi,ox,Yi,oy)} onde x é a varidvel independente observada com
desvio padrdo ox € y a variavel dependente observada com desvio padrdo oy. A funcédo
verdadeira que relacionay e x é

y = a0+ box + Cox?

e 0S erros em x e y nao sdo sistematicos e distribuem-se como gaussianas independentes. Ajustar
0s parametros da parédbola e verificar se o resultado é adequado. Repetir a simulagdo muitas
vezes de maneira a obter-se histogramas dos parametros ajustados e verificar se esses
histogramas correspondem a gaussianas.

Etapa 1. Simule um conjunto de 9 dados. Chamemos de N o nimero de dados.

* Para xijo € {—20,-15,-10,-5,0,5,10,15,20}, calcule

Xi = Xi,0 + aox.i

_o_ 1o m=0
ST 0,6 a0

yi = ao + boxi,0 + Cox2i0 + aooy,i.

Escolha ag=—2,5; bo = 0,55; co = 0,05 e oy, = 1,1 para todo i.

Etapa 2. Ajuste os parametros da parabola, levando em conta a incerteza na variavel
independente através de uma projecdo na direcdo y.

 Ajuste primeiro os pardmetros da parébola desprezando a incerteza em x. Obtenha,
entdo, estimativas a°, b° e c® dos parametros da funcéo.

 Calcule, para cada i, o desvio padrao efetivo gi como

5 9 (r'i'.r; ) .,
agr=a .+ |- [y
e da| '

o Ajuste os parametros da parabola ao conjunto equivalente de dados, { (xiyisi) } €
calcule »2.

« Repita o calculo de ¢i? acima com os novos valores dos coeficientes e refaca o ajuste
até que as variagdes nos parametros e no y sejam despreziveis.

Etapa 3. Refaca a simulagdo muitas vezes e faca os histogramas dos parametros a, b, ¢ e dos
x% obtidos. Para cada parametro, verifique se ha desvio sistematico calculando a média;
se 0 desvio padréo calculado a partir da matriz de covariancia corresponde ao calculado
a partir dos histogramas; se 68% dos valores ajustados estdo a menos de um desvio padrédo
da média, 95% a menos de dois desvios padroes, etc.
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Etapa 4. Ha situacdes em que esse procedimento é inadequado, por exemplo se co € muito
grande, tal como co = 2, ou se ox é grande. Porque? Escolha uma situagcdo em que o
resultado € tendencioso e simule, mostrando essa tendenciosidade. Seria possivel
corrigir o erro sistematico do ajuste, nesses casos? Como?

Etapa 5. O método dos minimos quadrados € inconsistente quando o, € maior ou da ordem
da largura da regido onde estdo os dados. Assim, repita a simulacdo com o, cada vez
maior, até verificar que os parametros ajustados sao inconsistentes. Procure determinar
uma regra empirica para a ordem de grandeza desse valor limite.



5. Propriedades estatisticas do desvio padrao.

Parte A. Correlacdes entre os momentos da funcao densidade
de probabilidade.

Simular cerca de 100 medidas, cada uma com 10 dados que obedecam a fdp normal de média
Xo e desvio padrdo oo. Verificar se X e om S80 correlacionados, onde om € 0 desvio padrdo da
média. Verificar que a variancia da média, om?, tem a mesma fdp que a variavel y2. Estimar o
desvio padréo do desvio padrao.

Etapa 1. Simule as medidas com 10 dados usando aleatorios gaussianos de média Xo e desvio
padréo oo.

Etapa 2. Para cada uma das medidas simuladas, calcule as grandezas: média, desvio padrao,
desvio padrdo da média, pardmetro de assimetria S, curtose x e range, e faca um
histograma de cada uma delas. Define-se

(a — )3

N

3
e

o
(o)

(o — )

-3

e

range = Xmax — Xmin.

Etapa 3. Desenhe um diagrama com eixos x e om, onde coloca-se um ponto para cada par

dessas grandezas obtido das medidas simuladas. Calcule a correlagéo p entre x e om,
< (T — T: (O — Om) =

=
0z0q,,
onde < a > significa 0 mesmo que @, a média de a. Como vocé explica a inexisténcia da
correlacdo entre x e om? O fato dessas duas estatisticas serem funcbes dos mesmos dados
ndo devia implicar numa correlagdo entre elas?

Etapa 4. O mesmo que na etapa 3, para f3, x e range.

Parte B. Desvio padrao efetivo e intervalo de confianca.

Considere que as observacOes de uma grandeza fisica x seguem uma distribuicdo normal.
Simular muitas medidas, com 3 dados cada uma, dessa grandeza. Determinar 0s menores
intervalos que contém o valor verdadeiro em 68% e 95% das simulagdes. Repetir a simulacdo
e a determinacdo dos intervalos para medidas com 10 dados. Entender porque histogramas
provavelmente alargam com o aumento do nimero de dados, embora tenham, em média, a
largura seja independente do nimero de dados.

Etapa 5. Fixando os valores de xo (média) e oo (desvio padrdo), obtenha os conjuntos de 3 dados
simulados. Cada dado x; é calculado como

Xi=Xo+ X* - o0.
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Se quiser, use xo = 20,0 e oo = 2,5, mas sinta-se a vontade para fazer sua escolha.
Para cada conjunto, calcule X, o e om. Faga histogramas dessas estatisticas.
Determine em que fragdo dos conjuntos Xo € [X—om, X+om] € em que fracdo dos
conjuntos Xo € [X — 20m, X + 20m].

Etapa 3. Determine asg € ags tais que as fragdes dos conjuntos em que Xo €

[X — aesom, X + oesom] € Xo € [X — agsom, X + agsom] Sejam 68,3% e 95,5%,
respectivamente. Compare os valores de « obtidos com aqueles calculados a partir
da distribuicéo de t de Student.

Etapa 4. Repita a etapa 2, utilizando conjuntos de 10 dados. Compare as dispersoes,
valores médios, valores provéaveis e medianas dos o obtidos nas séries de
simulacdes das Etapas 2 e 3. Compare as mesmas estatisticas calculadas agora
sobre as variancias ¢ obtidas. O que vocé diz a respeito da dependéncia da largura
média dos histogramas com o nimero de dados? E da largura provavel?

Etapa 5. Simule uma medida com 2 dados e calcule . Sorteie mais um dado e recalcule
0. Va acrescentando dados & medida e recalculando o. (Desculpe a parecenca com
uma receita de bolo, mas uma explicacdo mais resumida pode pdr tudo a
desandar...). Faca um gréafico de o contra 0 nimero de dados. Repita a operacao
diversas vezes. Qual o comportamento mais comum — o histograma alarga, estreita
ou ndo muda de largura?

Etapa 6. Proceda como na etapa 5, mas para o valor médio da variavel t,=1, que é (x1 + x2)/(x1
— X2), OU seja, é a varidvel t para uma medida com 2 dados de uma grandeza de média
nula e desvio padréo desconhecido. Como evolui a média dessa grandeza? e a mediana?



6. Estimativa da incerteza proveniente dos
parametros nao ajustados.

Ajustam-se os parametros de uma fungéo
y = f(%;d,p)

a um conjunto de dados {(xi,yi,ci)} onde x representa a variavel independente, @ o conjunto de
parametros ajustaveis e p os parametros conhecidos, que tém uma precisdo limitada. Deseja-se
propagar a incerteza dos pj no resultado final (os pardmetros ax). Vamos representar o desvio
padrdo no parametro p;j por sj. Vamos parar aqui a descri¢cdo genérica do problema e passar a
um exemplo especifico. ATENCAO, vocé pode sugerir outro problema que lhe seja de
interesse!

EXEMPLO. (Pode ser usado para o trabalho, mas seu uso nao é obrigatorio.)

Suponha que deseja-se separar as atividades de dois nuclideos observadas numa mesma
linha espectral, atraves da separacdo das meias-vidas envolvidas. A equacdo que da o nimero
de 4tomos ativos no instante t é

N(t) = Naexp(—at) + Np exp(—ot) :

de maneira que o0 ndmero de contagens no intervalo (titi + At) €
y(%; N, /’_l)) = Naexp(—ati)[1—exp(—LaAti)]+Nb exp(—Avti)[ 1—exp(—AbAt;)]

onde x; = (t;, At;), N= (Na,Np) € A= (4a,4b). (Neste caso, 0 nimero de parametros ajustaveis é
igual ao de parametros fixos conhecidos, 0 que ndo é sempre necessario.) Assim, a partir da
medida {(ti,Ati,yi,ci) }, onde ai € 0 desvio padrao de yi, pode-se estimar Nae Ny por uma regressao,
se Ja € Ap @0 conhecidos. A matriz de covariancia do ajuste, porém, reflete apenas as incertezas
dos yi mas néo as incertezas de 1a € Ab.

Etapa 1. Para o conjunto de dados

th) atth)  y(o)

05 1,5 23590(159)
22 15 7157(94)
39 15 3267(69)
55 3,0 3180(79)
87 40 1914(77)

Ja=0,203(5)h
Jb=0,920(11)h*

calcule Na(oa) € No(ov).

Hé& dois procedimentos distintos para incluir na variancia do resultado final as parcelas
devidas as variancias desses dois pardmetros, descritos nas duas secgdes a seguir.
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Parte A. Propagacdo do desvio padrao por estimativas das
derivadas.

Ay
Etapa 2. Estime ax. refazendo o calculo de Nacom
}"f.- - "}"I'I + _1'".
Use A pequeno, A ~ 0,0001h™2, e estime
aN, NI — N,
(X, FaY

QN AN, |, AN

Faca 0 mesmo para estimar o, * dh, “ i,

Etapa 3. Calcule entdo a variancia total de Na, X2, a partir da superposicéo da variancia devida
aos Vi, oa%, com a devida aos pardmetros /,

w2 2 i N, 22 3 ¢ NG 2 2
2y o, + 1 v ] .+ o ] H_,I_’

com uma férmula analoga para a variancia total de Np.

Parte B. Pelo Método de Monte Carlo.

Etapa 4. Repita a etapa 1 diversas vezes, com valores sorteados de 1a e A, , de acordo com
gaussianas de médias e variancias iguais aos valores conhecidos dessas grandezas. Faca
um histograma dos Na e dos Ny obtidos e calcule os desvios padrBes correspondentes, oag;)
e ov(y. A variancia total em Nasera

wd 2 2
L T Ty Jnl_')ﬁ

com uma férmula analoga para a variancia de Np.



7. Formula de calculo da variancia de uma funcao
de variaveis correlacionadas.

A variancia de uma fungédo y de m variaveis aleatorias ai, az, ..., am, y = f(az,az,...am), pode ser
estimada como

W ) it
2 [ {'I.I.-" < 2 iy "Ii
a Z | ddiry, ] 'i_"r.".' T Z I: oy i )
k=1

k# 3 - cov(aj,ax)

onde a2 é a variancia de axe cov(aj,ax) € a covariancia entre aje ax. Teste, através de simulagio,
a adequacdo da férmula para as fungdes :
y=a+h;y=a-—b;

y= a2b2;
y = arctg(b) com b em radiano, e y = a exp(0,7 * b).
Voce pode usar a = 2,00(4), b = 1,000(5), com cov(a,b) = 1,610,

Etapa 1. Construa um gerador de nimeros aleatorios gaussianos correlacionados, utilizando o

seguinte algoritmo:
» Gere dois nimeros aleatdrios gaussianos X e Y de média nula e desvio padréo 1.
Utilize qualquer dos algoritmos mencionados nos diversos trabalhos.

» Obtenha dois nimeros aleatdrios a e b com fdp gaussiana, com desvios padrdes oa
e oy e coeficiente de correlagdo p, calculando

Cl:a0+0'axe
q
b = bo+ on(pX +1 —p2Y)

Mostre, analiticamente, que as varidveis a,b tem correlacédo igual a p.

Etapa 2. Sorteie um grande namero de pares (a,b), talvez 1000. Calcule as func@es y dadas,
faca os histogramas dos y obtidos e calcule as variancias a partir dos dados
histogramados. Confira com o esperado da formula de calculo da variancia de uma funcéo
de variaveis aleatorias.
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8. Eficiéncia de estimadores de posicao

Trés estimadores para a localizacdo de uma distribui¢do sdo usados frequentemente: a média, a
mediana e a média dos extremos. Neste trabalho, estes trés estimadores sdo usados para avaliar
o parametro de localizacao das distribuicdes: gaussiana, Cauchy e uniforme.

Um estimador é tanto mais eficiente quanto menor for sua variancia. Portanto, para achar a
eficiéncia, deve-se determinar a variancia do estimador para a distribuicdo em estudo.

Etapa 1. Para cada distribuigéo, gere 100 sequéncias de 10 dados. Para cada sequéncia, calcule
as trés estimativas e histograme-as.

Etapa 2. Calcule a variancia dos histogramas da etapa 2. Monte uma tabela com os resultados.
Que estimador é o mais eficiente para cada distribui¢ao?

Etapa 3. Repita as etapas 1 e 2 com sequéncias de N = 1000 dados.



9. Analise de previsao.

Como a matriz de covariancias depende apenas dos valores da varidvel independente e das
incertezas experimentais, mas ndao dos valores da variavel dependente, é possivel escolher
previamente para quais valores da variavel independente devem ser efetuadas as observagdes
experimentais de maneira a minimizar-se a incerteza do resultado final. Este tipo de estudo é
chamado anélise de previsao.

Suponha que deseja-se separar as atividades de dois nuclideos observadas numa mesma
linha espectral, atraves da separacao das meias-vidas envolvidas. A equacdo que da o nimero
de atomos ativos no instante t

N(t) = Naexp(—at) + Np exp(—ot) ,

de maneira que o numero de contagens no intervalo (ti,ti + At;) é
Ai = Naexp(—ati)[1 — exp(—aAti)] + Np exp(—vti)[1 — exp(—AbAt)].

Assim, a partir da medida {(ti,Ati,Ai,i)}, onde oi é 0 desvio padrdo em A;, pode-se estimar Nae
Np por uma regresséo linear, se 1a € Ap S80 conhecidos. Fazendo-se um modelo para i, por
exemplo,

ai? = Aj + BAt; ,

onde B é uma constante conhecida (no caso, 0 numero de contagens de fundo sob o pico por
unidade de tempo), é possvel construir uma matriz de covariancias para cada escolha dos
intervalos de contagem (ti,ti +Ati) e verificar qual deles resulta numa menor incerteza final em
Nae Nb. Claro, é preciso ter idéia da razdo entre Nae Ny para estimar as incertezas.

Etapa 1. Facamos a escolha das constantes envolvidas:

Ja=0,203h11,=0,920n!

Na=2Nb
Np = 10000
B = 1000

M = numero de intervalos de contagem utilizados = 5

Etapa 2. Monte o algoritmo para estimar Nae Npa partir de um conjunto de dados {(ti,Ati,Ai,7i)}.
Prepare um programa para calcular a matriz de covariancias.

Etapa 3. Parati(em hora) € {0,2,4,6,8} e Ati=1,9h, estime oi da maneira sugerida no enunciado
do problema e use o algoritmo da etapa 2 para calcular oa € ov.

Etapa 4. Tente minimizar ga (ignorando o) por tentativa e erro, escolhendo outros conjuntos
de pares de variaveis independentes ti,Ati. Fagca 0 mesmo com respeito ao parametro Np,
isto €, minimize op ignorando oa. E possivel minimizar simultaneamente  ¢a€ on ?

Etapa 5. Faca a analise de previsdo para uma situagdo real do seu experimento.
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10. Unicidade do estimador de Minimos
Quadrados.

E comum repetirmos medidas muitas vezes, a fim de melhorar a precisdo do resultado ou
verificar sua repetitividade. Nesse caso, cabe se perguntar se faz diferenca ajustar os parametros
pelo Método dos Minimos Quadrados a todos os conjuntos de dados de uma vez ou se € melhor
ajustar os parametros a cada conjunto e tirar a media dos resultados parciais. O objetivo deste
trabalho € ilustrar que, por causa da unicidade do estimador de Minimos Quadrados, os detalhes
do procedimento séo irrelevantes, desde que toda a informacgdo necessaria seja usada, em
particular as matrizes de covariancia completas — as variancias ndo bastam.

Etapa 1. Considere que, na medida do decaimento de um conjunto de atomos, a intensidade
| da linha espectral em funcéo do tempo t é

I(t) = lo exp(—ot)

A medida consiste em amostrar a intensidade I em um conjunto de instantes ti, 0
que da origem a um conjunto de dados {(ti,l;,si),i = 1..N}, onde i é 0 desvio-padréo
de I;; adotaremos que os valores | sdo estatisticamente independentes.

A fim de simular o processo, necessitamos valores para 0s parametros e 0s instantes
de amostragem. Se vocé conhecer valores tipicos no seu ramo de pesquisa, adote-
0s; caso contrario, use lo= 1000 ou 2000; o=0,4ms };ti=2,4,6,8e10mse gi=
40 ou 60, conforme o valor de lo, mas igual em todos os instantes.

Sorteie dois conjuntos de dados, um para cada um dos valores de lg, em que cada ponto
I;(t;) é sorteado com média I, exp(—A,t;) e desvio-padrdo o;.
37

Etapa 2. Determine | e 1 pelo MMQ para cada um dos dois conjuntos de dados. Fica mais facil
linearizar a expressdo, ou seja, ajuste os parametros a In I. Determine a matriz de
covariancias das estimativas e o valor de y*>em cada um dos ajustes.

Etapa 3. Determine a soma dos y2 e as médias dos dois valores de /4 obtidos na etapa anterior.

Etapa 4. Ajuste os parametros I, lo e A, considerando todos os 10 pontos experimentais
simultaneamente. Compare 0s resultados obtidos com os calculados na etapa anterior.



11. Analise de variancia com duas variaveis

Quando se ajustam os pardmetros a e b de uma reta y = a + bx a um conjunto de dados
experimentais {(x;,y;,s;)},i = 1..N, é possivel identificar que fracdo da variacdo da
grandeza ¢é explicada pela relacdo funcional. No entanto, o mais frequente é que s; seja
desconhecido, mas igual para todos os pontos e possa ser estimado dos dados. Nesse caso,
0 proprio estimador da fracdo da variancia atribuida a flutuacdo estatistica tem uma
flutuacéo estatistica, o que complica o problema.

Etapa 1. Desenvolva a algebra da regressédo linear no caso s; = s, igual para todos 0s pontos
(veja secdo 4.7 do texto). Calcule algebricamente o coeficiente de correlacédo r e explique
por que ele da a fracdo da variacao de y explicada pela regressdo (veja secédo 8.9 do livro).

Etapa 2. Escolha valores numéricos para a, b e s, bem como um conjunto de coordenadas {x;}
para simular o processo, usando a f.d.p. normal. Simule muitas vezes e faca um
histograma dos valores obtidos de s e de r.

Etapa 3. Compare o histograma com a f.d.p. de r, conhecida teoricamente (ndo é necessario
deduzir a expressao).

Etapa 4. Repita as etapas 2 e 3 para diversos valores de b e s e avalie os tamanhos de amostras
necessarias para estimar os valores dessas grandezas com 10% de precisao relativa.
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