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Condutores e Capacitores

Suponhamos que tenhamos dois condu-
tores (perfeitos) e coloquemos uma carga
@ em um e —@ em outro. Como den-
tro do condutor E = 0, temos Vo = 0 e
¢ = const dentro dos condutores. Por-
tanto os dois condutores terao potenci-
ais constantes, mas com valores distintos.
Mas, como o campo elétrico é conserva-
tivo, podemnos definir de forma univoca a
diferenca de potencial entre os condutores
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ao longo do percurso I'. Mas o campo elétrico é proporcional a carga, |F| o« |Q)] e, por-
tanto, |V| o< |@Q|. Portanto podemos definir uma grandeza que s6 depende da geometria
da configuracao dos condutores, denominada Capacitancia
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Por outro lado, a energia armazenada nos capacitores pode também ser expressa em
termos de C":

A= Yo = Loy
(W=l = 5oV 3)

Equacao de Laplace e Poisson

Na maior parte dos problemas de eletrostatica de interesse pratico, a distribuicao de
cargas nao é especificada e sim o potencial aplicado em diferentes superficies, princi-
palmente superficies condutoras. Nestes casos, os métodos vistos anteriormente para
calcular o campo elétrico nao sao adequados; ao invés temos que utilizar um método que
permita calcular o potencial eletrostatico em todo o espaco, dadas condi¢oes de contorno
em algumas superficies (e, em alguns casos, também distribuicoes de carga). Para isso
utilizaremos as Equacoes de Poisson e Laplace.

Consideraremos a primeira equagao de Maxwell:

vVE=L (4)
€0

Aplicando E= —V ¢, temos

V(Ve) =-L o |v=-L (5)
€0 €0
que é a Equacao de Poisson, onde
0? 0? 0?

2

Ve=V.V 0x2+8y2+322 (6)

Se a densidade de cargas for nula em uma regiao do espaco, obtemos a
Equacao de Laplace

V=0 (7)

Formalmente, essas equagoes sao equagoes de derivadas parciais de segunda ordem do
tipo eliptica. O problema tipico em que a Equacao de Laplace ¢ utilizada é dado por um
conjunto de superficies condutoras, onde o valor do potencial é especificado, e se resolve
a equacgao na regiao externa as superficies impondo-se como condicoes de contorno os
valores dos potenciais. As distribui¢oes de cargas nas superficies condutoras nao sao
conhecidas e devem ser determinadas com as solucoes.
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Unicidade da Solucao

Uma questao importante, do ponto de vista formal, é se a solucao da equacao de Laplace,

com imposicao das condigoes de contorno em superficies fixas, é tnica.

Para provar isto, vamos supor que o va-
lor do potencial seja espeficicado nas su-
perficies S; V ¢ = 1,2,..., e que ao re-
solver a equacao de Laplace encontramos
duas solucoes ¢, e ¢y, isto é,

S1@;
v2¢a =0 v2¢b =0 (8)
¢a1 :¢b1 :¢1;¢a2:¢b2:¢2;-” (9)
o QaN = QoN = ON;
S5, P;

Vamos agora definir uma funcao escalar
dada pela diferenca entre as duas solugoes
e uma funcao vetorial dada pelo seu gra-
diente, isto &,

9=0ba— [=V(ba— &) =Vo.— Ve

Levando em conta a identidade betorial

V.(9f) = gV.f+ f.Vyg

temos
V. (00 = 0)V(da — @p)] = (b0 — &)V [V(da — ¢)] + V[da — ¢]. V[0 — )]

2 V(@0 = 05)V(da = 06)] = (B0 — 35)[VZ(da — ¢6)] + [V(da — )]

mas, como as duas solucoes satisfazem a equacao de Laplace, temos

v2(¢a - (bb) = V2¢a - V2¢b =0

Portanto,

VI(¢a — ¢6)V(da — )] = [V(da — o))

(10)
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Integrando este resultado sobre todo o volume externo as superficies condutoras e

interno a um superficie no oo, temos

/ V.60 — 6)V (0 — du)dr = / V(60 — du)dr

(16)




EXEMPLOS DE SOLUCAO DA EQUACAO DE LAPLACE

Aplicando agora o Teorema de (GGauss, em um volume limitado pelas superficies con-
dutoras e por uma superficie no infinito, obtemos

[ (6u= V(6. = s =0 (7

porque, em todas as superficies ¢, = ¢y, por hipotese. Assim
/ V(60— S)PdT =0 = V(dy—n) =0 (18)
S g — Op = const (19)

Mas como em todas as superficies condutoras ¢, = ¢y, temos que const = 0.
Isto demonstra que ¢,(7) = ¢(7), ou seja, a solucao da Equacao de Laplace com as
equacoes de contorno impostas é tnica.

Exemplos de solucido da Equacao de Laplace

1. Capacitor de placas paralelas, com ¢ >
d, onde ¢ é a dimensao caracteristica das
placas e d a separacao entre elas. Neste
caso, podemos considerar as placas como
infinitas, de forma que o potencial entre
elas s6 deve depender da variavel x, isto é

d*¢
2
= _— = 2
Vg =0 T2 0 (20)
d=ar+b (21)
Condigoes de Contorno
r=0:¢(x)=0 b=0 Il
(22) v

r=d:¢(d)=V a=
Campo Elétrico

— d(b - V

E=-V¢p=——¢ E=-——¢ 2

Vo=t i (23)
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Carga Superficial

Na superficie condutora da placa, E = o/ey N

Considerando a placa em =z

n = —é,, deforma que
V o
—— = o=¢€
d €0 0
Capacitancia
A carga total em uma area S da placa sera
v
Q =05 = EOES,
portanto a capacitancia sera
C e
C = Q =2
V S d

que é a capacitancia por unidade de area da configuracao de placas paralelas.

2. Cabo Coaxial

Neste caso naturalmente utilizamos co-
ordenadas cilindricas, de forma que

10 [ 0¢ 1 0% 0%
2, — 7 - - 4+ — L =
Vie= ror (rc‘?r) +r2892 * 022 0
(27)

Como a configuragao tem simetria cilin-
drica, naturalmente 0¢/96 = 0. Por outro
lado, se o cabo for bastante longo, isto é,
¢ > b, podemos desprezar a variagao do

potencial com a coordenada longitudinal ¢; entdo ¢ = ¢(r) e

ror " or

16(8¢

):0 = o(r) =clnr + co.

= d,

(24)

(28)




. EXEMPLOS DE SOLUCAO DA EQUACAO DE LAPLACE

Condicoes de Contorno

r=b:0=0 . 0=cilnb+cy:co=—c1lnbd

r

2o(r) =cln <E>

a V

r:a.gb:V:clln<E> . Cl:lna/b

. B Inr/b _ nb/r

o) ==V o) =V

Campo Elétrico
E=-vy . E=-2
or

- Vo d - Vv
E=————[Inb—Inr|lée, .. E=——¢
. lnb/adr[n nrjé rlnb/ae

Carga Superficial

Vamos considerar o cilindro interno n = é,; E= %fz
o %4 V
= . 0=€
€ alnb/a ®alnb/a
Capacitancia
Carga em um comprimento ¢ do cilindro interno:
Q=o(mal) .. Q=y
o= Q _ 2megl g — 27T60
s \% Inb/a Y in b/CL

— capacitancia por unidade de comprimento de um cabo coaxial.
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