Modelagem e Simulacao de Sistemas Computacionais
Profa. Graga Bressan

Redes de Petri

1 Definicoes
1.1 Rede de Petri

Uma Rede de Petri ¢ uma quadrupla R = (P, T, I, O) onde:

P = {p1, p2,..-, Pm} € um conjunto finito de m lugares, com m> 0,

T ={t4, to,..., t,} € um conjunto de n transigdes, com n > 0,

O conjunto P n T ¢ vazio,

| : T ->P ¢a funcdo de entrada, identifica todos os lugares de entrada de uma transicao,
O: T -> P ¢ a fungdo saida, identifica todos os lugares de saida de uma transigao.

Observacgoes:

e Um lugar P; ¢ lugar de entrada de j se Pj pertence ao conjunto I (t)),
e Um lugar P; ¢ lugar de saida de 1j se pi pertence ao conjunto O (t)).
e O ponto escuro dentro de alguns lugares ¢ chamado de marca.

1.2 Marcacao

Uma marcacdo M de uma rede de Petri R = (P, T, I, O) ¢ uma fungao definida em P e
com valores inteiros ndo negativos, sendo M(p) o nimero de marcas no lugar p e M: P -
> N onde N ¢ o conjunto dos inteiros incluindo o zero;

Uma Rede de Petri Marcada é uma dupla RM = (R,M) onde R é uma rede de Petri e M
¢ uma marcagao;

No exemplo 1 a marcacdo da rede ¢ a seguinte:

M(p1) = M(p4) = M(ps) = M(ps) = 0,

M(p2) = M(p3) = M(p7) = M(ps) = M(po) = 1.

Exemplo 1:

R=(P,T,1,0),

P ={p1, p2, 3, P4, P5, Ps, P7, P8, Po},
T ={ty, to, t3, t, ts},

| (t1) = vazio O (t1) = {p1, p2}

I (t2) ={p1, p1, P3} O (t2) = {p4, ps}

| (t3) = {p2, p7} O (t3) = {pe}

| (ta) = {p4, po} O (t4) = {p3}

I (ts) = {5, Pe, P} O (ts) = {p7, Ps, Pa}

RM(R, M) é a Rede de Petri Marcada onde M=(0, 1,1, 0,0,0, 1,1, 1)
Esta rede de Petri pode ser representada graficamente pela figura a seguir:
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1.3 Multiplicidade

A multiplicidade de um lugar p; como entrada da transigdo t; ¢ o nimero de ocorréncias
de pi no multiconjunto I(tj), sendo representado por #(p;,(;)).

1.4 Transicao Habilitada

Uma transicdo tj pertencente a T em uma rede de Petri R = (P, T, I, O) com a marcagao
M esta habilitada, se para todo pi pertencente I(t;) tem-se M(pi) >= #(p;, I(t))).

1.5 Disparo de Transicao
Uma transi¢do tj de uma rede de Petri com a marca¢do M pode disparar somente se

estiver habilitada. O disparo de uma transi¢ao habilitada resulta em uma nova marcagao
M’ definida por

M'(p) = M(p) - #(p.I(t)) + #(p,O(Y))

para todo p pertencente a P.
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Exemplo 2: Semaforo
D1 Pa

t4 ta

P7 - semaforo
RC- regido critica

Exemplo 3: Produtor/Consumidor

PRODUTOR CONSUMIDOR

p4@

t4

Produz item

p5 Retira do buffer

t5

Coloca no buffer

Consomeg item

m - posi¢oes no buffer

1.6 Estado de uma Rede de Petri

O estado de uma rede de Petri é definido por sua marcagao atual M.

© LARC-PCS/EPUSP 2002 3



Modelagem e Simulacao de Sistemas Computacionais
Profa. Graga Bressan

A mudanca de estado causado pelo disparo de uma transi¢ao ¢ definida pela funcao
proximo estado.

1.7 Funcgao Proximo Estado

A fun¢do proximo estado & :N X T -> N para uma rede de Petri R = (P,T,l,0) com
marcacdo M e uma transigdo tj pertencente a T ¢ definida, se e somente se t; estiver
habilitada. Neste caso seu valor ¢ definido como 8(M,t) = M’ onde M’¢ a marcagao
resultante do disparo de t, isto é :

M’(p) = M(p) - #(p, I()) + #(p, O (t)) para todo p pertencente a P.

Esta definicdo pode ser estendida para uma seqiiéncia de disparos, aplicando a fun¢ao
0 recursivamente.

1.8 Execucao de uma Rede de Petri

A execucdo de uma rede de Petri a partir de uma marcacao inicial My ¢ definida pela
seqliéncia de marcagdes (Mo,M1,Mz,...) obtida através do disparo das transi¢coes
(tjo,tj1,tj2,...) tendo seus valores definidos pela fungdo 6.

1.9 Conjunto de Alcancabilidade

O conjunto de alcancabilidade A = (R, M) para uma rede de Petri R = (P, T, |, O) com
marcac¢do M é o menor conjunto de marcagdes definido por:
a) M pertence a A =(R,M)
b) Se M’ pertence a A(R,M) e M” = §(M'’,t;) para algum t; pertencente a T,
entdo M” pertence a A(R,M).

Este conjunto pode nao ser finito!
1.10 Marcacao Imediatamente Alcancgavel
Dada uma rede de Petri R = (P, T, I, O) com uma marcac¢ao M, diz-se que a marcagéo

M’ ¢ imediatamente alcancadvel a partir de M se existe uma transigdo tj pertencente a T
tal que 6(M,tj) = M’.

1.11 Marcacao Alcancgavel

Dada uma rede de Petri R = (P, T, |, O) com uma marcagdo M, diz-se que a marcacdo
M’ ¢ alcancavel a partir de M se M pertence a A(R,M).
1.12 Arvore de Alcangabilidade

A drvore de alcancabilidade ¢é construida tendo a marcacdo inicial como raiz e
acrescentando todas as marcacdes alcangdveis a partir da raiz pelo disparo das
transigoes.
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Exemplo 4:

Dada a seguinte rede de Petri R = (P, T, I, O) com uma marcagdo Mo=(2,0,0,0):

A
P3
A arvore de alcancabilidade correspondente ¢
M, = (2,0,0,0)
t1
M,=(1,1,1,0
2 t3
t t1
M v
0 M. = (0,2,2,0) M; = (1,0,1,1)
/ 3 t t4
M, v
M4 =(0,1,2,1) M,
/ ¢t3 N‘
M;
Ms = (0,0,2,2) M;
¢t4
2 Notacao Matricial M,

A notacao matricial de Redes de Petri favorece a analise de suas propriedades através de
resultados algébricos.

As fungdes | e O sdo substituidas pelas matrizes E ¢ S, ambas com n linhas ¢ m
colunas:

Ef.i] = #(piI(Y)) parai=1,2,3,...m e
S[i,il = #(pi,O(Y)) para j=1,2,3,...,n;
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A rede de Petri é entdo definida por R = (P, T,E,S).
Exemplo 5: Notacao Matricial

Considerando a Rede de Petri do exemplo 1

A notac¢do matricial da Rede de Petri é:

00000O0O0OO0O0 17170000000
201000000 000110000
E= [o10000100 S=1000001000
000100001 001000000
000011010 000000111
Sendo
1170000000
201110000 E: Matriz de Entrada
c= |0-10001-100 S: Matriz de Saida
001-10000- C=S-E: Matriz de Incidéncia
000011101
Nos topicos a seguir serdo apresentados os conceitos ja vistos anteriormente na notagao

matricial.

2.1 Marcacao e Transicao

Uma marcagdo M ¢é representada por um vetor de m componentes, onde cada elemento
corresponde ao nimero de marcas num determinado lugar.

Uma transicdo tj é representada por um vetor €; de N componentes no qual o j-ésimo
componente ¢ igual a 1 e os demais componentes sdo iguais a zero:
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e=[000...1..0] vetor que representa uma transi¢ao.

2.2 Habilitacao de uma transicao

A transicdo tj esta habilitada na marcagdo M se M > ej*E

Considera-se que M’ < M” se M’[i] < M”[i] parai = 1,2,3,...,m.

2.3 Funcgao Proximo Estado

A fungdo proximo estado passa a ter a seguinte formulagao:

d(Mt) =M+ ¢*S-¢"E ou

d(M,t) =M + ¢*C sendo C =S - E;

A matriz C = S - E, é conhecida como matriz de incidéncia de uma Rede de Petri.
2.4 Sequéncia de disparos

Dada uma seqiiéncia de disparos de transicdes s = tj,tj,...,tik, define-se o valor de
d(M,s) como:

8(M,s)=8(M tirtie...ti)
d3(M,s)=M+[ej1+ejp+...+e)]*C
ou

d(M,s) =M +{*C

O vetor fs = [ej1 + ejp + ... + €] ¢ denominado vetor de disparos sendo que a j-ésima
componente de f; indica o nimero de vezes que a transicdo t; foi disparada.

3 Propriedades de Redes de Petri

3.1 Seguranga

Um [ugar p; pertencente a P de uma rede de Petri R = (P,T, I, O) com marcagdo M ¢é
seguro se para todo M’ pertencente a A(R,M), M’[pi] < 1.

Uma rede de Petri € segura se todos os seus lugares forem seguros.

Um lugar p; pertencente a P de uma rede de Petri R =(P,T,I,0) com marcagao inicial M
¢ K-seguro se para todo M’ pertencente a A(R,M), M’'[pi] < K.
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3.2 Limitacao

Um lugar é limitado se é K-seguro para algum K.

Uma rede de Petri é limitada se todos os seus lugares sao limitados.

Observacao:

A viabilidade de implementacdo (em ‘“hardware” ou em “software”) de uma rede de
Petri esté relacionada a ocorréncia das propriedades de seguranga e limitagao.

3.3 Conservagao

Uma rede de Petri R = (P,T,l,0) e com marcagéo inicial M é conservativa se para todo
M’ pertencente a A(R,M)

>M[pi] = IM’[pi] , paratodo p; pertencente a P;

Esta propriendade indica que o numero total de marcas na rede de Petri permanece
constante em todas as marcagdes alcangaveis a partir da marcagao inicial.

3.4 Vivacidade
Dada uma rede de Petri R = (P, T,l,O) e uma marcagido M:
v0) A transicdo {j pertencente a T estd viva em nivel 0 se nunca pode ser disparada, isto

¢, ndo existe M’ tal que M pertence a A(R,M) e t; esta habilitada em M.
Neste caso diz-se que a transi¢ao estd morta;

vl) A transicdo t; esta viva em nivel I, ou simplesmente viva, se é potencialmente
disparavel, isto ¢, se existe M’ pertencente a A(R,M) tal que t; esta habilitada em M’.

v2) A transicao tj estd viva em nivel 2 se para cada inteiro v > 0 existe uma seqiiéncia de
transigoes S ( S = tj1 t2 ....tx) tal que 5(M,s) ¢ definida e fs(t)) > v, isto &, tj ¢
disparada no minimo Vv vezes.

v3) A transicdo tj estd viva em nivel 3 se existe uma seqiiéncia infinita s de disparos de
transi¢des tal que 8 (M,s) esta definida e tj aparece com freqiiéncia infinita em s.

3.5 Impasses (Deadlocks)
Dada uma rede de Petri R = (P,T, I, O) e uma marcagdo M’ ¢ seja T um subconjunto de
T, a rede R esta em uma situagdo de /mpasse na marcagdo M’ em relagéo as transigdes

de T’, se qualquer t; pertencente a T', t; estd morta.

Se T' =T entdo a situagdo da rede é de impasse total € nenhuma transigdo podera ser
disparada.
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Uma rede de Petri R ¢é livre de impasses se, qualquer M’ pertencente a A(R,M), existe
uma transi¢do t; viva.

4 Analise de Redes de Petri

E feita através da determinacdo de:
e Arvore de alcancabilidade
e Conjuntos invariantes

4.1 Condicao necessaria para Alcancabilidade

Seja uma rede de Petri R = (P, T, E, S), sendo My a marcagao atual, o disparo para se
atingir a marcagao My.+1 € representado pela equagao:

Mic+1 =Mk+ej*C
sendo que C =S - E.

O disparo da seqiiéncia de transi¢cdes S = tj1 tj2 ... tik a partir da marca¢do M resulta na
marcagdo M’ definida como:

M’=M+(ej1 +ej2+...+ejk)*C
ou M=M+f*C
sendo que fs é o vetor de contagem de disparos onde a j-ésima componente indica o
numero de vezes que a transi¢ao tj disparou.
Esta ultima equacao pode ser transformada em:
fs*C =M-M
ou fs*C =AM onde AM = M- M
t —
ou C * fs - AM

A solugao deste sistema de equagdes fornece o numero de vezes que cada transi¢ao deve
ser disparada para transformar a marcagdo M em M’. A existéncia de uma solugdo desta
equacdo ¢ uma condicido necessdria mas ndo suficiente para que a marcacdo M’seja
alcangavel a partir de M.

A condicdo necessaria mas nao suficiente para que uma marcagao
M’ seja alcancével a partir de M é que C'* f, = AM onde AM = M-
M.
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Exemplo 6: Contra-exemplo

p1 1 0 -1
10 ,_ |0 |10
o M— 0 M - 0 AM— 0
y _0_ _‘I_ _1
t3
() e
2 (101 1
1-10 .
T _ =
‘ o4 Cc’= 110 Solucgao f 1
0 1-1 0

Embora o sistema admita uma solugdo inteira positiva fs, M’ ndo ¢é alcancavel, pois
nenhuma transi¢do pode ser disparada a partir de M.

4.2 Invariantes

Dada uma rede de Petri R = (P,T,E,S) chama-se invariante de R a um vetor z com
elementos pertencentes ao conjunto {0,1} que satisfaz ao sistema de equagdes

C*Z=0
O conjunto invariante Z ¢ definido como:
Z={p|Zl]=1,j=12,..m}
A partir das equagles anteriores conclui-se que quaisquer que sejam M e M
pertencentes a A(R,M)
M*Z=M*Z

significando que a soma das marcas existentes nos lugares pertencentes a invariante Z é
constante para qualquer M pertencente a A(R,M).

O conjunto de Invariantes bdsicos ¢ constituido de invariantes inteiros € positivos
linearmente independentes.

© LARC-PCS/EPUSP 2002 10




Modelagem e Simulacao de Sistemas Computacionais
Profa. Graga Bressan

Seja p a caracteristica da matriz C. Se p = m, isto €, coincide com o numero de lugares
da rede, entdo o sistema C * Z = 0 admite o vetor nulo como tnica solugdo indicando
que ndo existe nenhum conjunto invariante.

Se p < m, entdo existird um conjunto de (m-p) solu¢des linearmente independentes.

Exemplo 7: Invariantes

Seja a seguinte Rede de Petri:

1100000
t t 1101000
c= | 1-100000
=1 10-1000-1
b2 Ps 000-1-110
(0000 1-1 1

— ) e——

Os vetores z a seguir sdo solu¢desdo 1C*Z=0.

z1=[1110000] ==> Invariante Z4 = {p1,p2,p3}
z,=[1101011] ==> Invariante Z; = {p1,p2,P4,Ps,P7}
z3=[0000110] ==> Invariante Z3 = { ps,ps}
z24=[1110110] ==> |Invariante Z4 = {p1,P2,P3,P5,Ps}

4.3 Propriedades dos invariantes
Se um lugar p; pertence a um invariante Z entdo o niimero de marcas em pj sera limitado
pois
M*z=M*z
qualquer que seja a marcagdao M’ alcangavel a partir de M.
Se existe um conjunto de invariantes onde todos os lugares da rede estdo envolvidos,

entdo o nimero de marcas na rede permanece constante e igual a somatoria de M[j] para
j=1,..,m.

5 Redes de Petri Temporizadas
Uma rede de Petri temporizada ¢ definida como RT=(P,T,[,0,My,D) onde

P, T,I,O e My possuem a definicdo usual e D = {d1,d2,...,dn} ¢ um conjunto de atrasos
associados as transi¢des da rede de Petri.
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Exemplo 7: Rede de Petri temporizada

Considere um processo que para fazer uma determinada acdo necessita a posse de um
recurso.

p1
t1,d1
p2 ¢—
t2,d2 @ p3
p4 d1: tempo em que nao necessita do
recurso;
3.d3 d2: tempo de aquisicdo do recurso;
’ d3: tempo de utilizagdo do recurso.

Neste exemplo, uma marca no lugar p3 significa que o recurso esta disponivel, € uma
marca em pl significa que a unidade de processamento nao necessita dele.

A marcagdo MO = {1,0,1,0} habilita somente tl cujo atraso associado representa o
intervalo de tempo em que o processo nao necessita deste recurso.

O atraso d2 representa o tempo necessario para adquirir a posse do recurso, € o atraso
d3 representa o tempo que o processo retém o recurso alocado.

Vantagens:
Além das vantagens naturais das redes de Petri, com a introdu¢do da nogao de tempo ¢
possivel modelar ndo s6 a logica dos sistemas como também as suas relagdes de tempo;

Desvantagens:

Com a introducdo de tempo associado as transicdes de uma rede de Petri, altera-se a
definicdo de estado de uma rede de Petri, pois se deve agora considerar como parte do
estado também a informagdo se uma determinada transi¢do estd em disparo ou ndao. Ou
seja, se o atraso associado a ela ja esta sendo contado ou ndo.

5.1 Redes Temporizadas e Estocasticas

Uma rede de Petri temporizada e estocastica ¢ definida como

RTE = {P,T,,0,MO0,L} onde P,T,I,O e Mo possuem as definigdes habituais e
L={l4,l2,...,In} € um conjunto de taxas de disparo associadas as transi¢des da rede de Petri
que obedecem a uma distribui¢do exponencial.

Tais taxas de disparo podem ter o seu valor dependente do nimero de marcas
nos lugares da rede.
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Cadeia de Markov associada
Devido a natureza exponencial das taxas de disparo das transi¢des pode-se demonstrar
que associada a cada rede de Petri Temporizada e Estocastica existe uma cadeia de

Markov isomorfica e com tempo continuo.

Pode-se obter a cadeia de Markov isomorfica a rede de Petri Temporizada e Estocastica
seguindo os seguintes passos:

1. O espago de estado da cadeia de Markov associada corresponde ao conjunto de
alcangabilidade da rede com marcagao inicial My;

2. A taxa de mudanca do estado i (associado a marcagdo M;) para o estado j (M;) ¢

4 Zl sendo Hjj € o conjunto de todas as transigdes
k habilitadas pela marcacdo M;, cujo disparo gera a
keH; marcacdo M;.

Qi= <

4
onde q = ZI sendo H; é o conjunto de todas as transi¢des
i k

habilitadas pela marcagao M;.
kEHi

Supondo que a cadeia seja ergddica, ou seja, a marcacao inicial seja alcangavel a partir
de todas as outras marcagdes pertencentes a A(R,Mp), entdo pode-se calcular o vetor de

probabilidades de equilibrio 1I=(1I1 T ... Tcs) da rede de Petri, onde s ¢ o niimero de
marcagdes em A(R,My), através da resolugdo do seguinte sistema de equagdes:

Q=0
com a restri¢ao Zi ;=1
onde Q= [qij]

T ¢ o vetor das probabilidades de equilibrio do sistema.

As probabilidades de equilibrio também sdo chamadas de probabilidades de estado
estaciondario ou de estado estavel.

A probabilidade de uma transigéo tj habilitada em M disparar pode ser calculada como
Pt (M] = 1,/ 2N
teH

Sendo H o conjunto das transigdes habilitadas em M.
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Propriedades derivadas de «

a) Probabilidade de uma condi¢&o particular:
Se no sub-conjunto A de A(R,Mp) a condigdo ¢ verificada entdo esta probabilidade
pode ser calculada por:

P{A} = Zieam

b) Valor médio do numero de marcas num determinado lugar da rede:
Se A(i,x) ¢ o sub-conjunto de A(R,Mo) para os quais o numero de marcas no lugar i
seja igual a X e este lugar é limitado por K, entdo:
k

Em]= 2 [n*P{AGN)]

n=1

c) Numero médio de disparos de uma transi¢do na unidade de tempo:
Se Aj ¢ o sub-conjunto de A(R,Mo) no qual uma dada transigdo tj estd habilitada,
entdo o numero médio de disparos de tj ¢ dado por:

fo=> m* L/ >

M;€eA; t eH;

sendo H; o conjunto de transi¢des habilitadas na marcacdo M.
Exemplo 9: Rede de Petri Estocastica
Este ¢ o mesmo exemplo ja apresentado como exemplo 4 sendo que as transi¢does foram

substituidas por transicdes temporizadas e foram acrescentadas as freqiiéncias de
disparos.

MO = (2,0!0!0)
t1
\/
p1 M1 = (131’1!0)
t1’ am v
Mo 2,200 Ms=(1,0,1,1)

P4 P2 O ps t3 t1 t4
‘\I/ " v
IVI4 = (05132!1) M4 M1

t3, Y t2, B
t4 t3 t2

M M;s = (0,0,2,2) Ms

¢t4
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A arvore de alcancgabilidade ¢ a mesma apresentada anteriormente.

A arvore de alcancabilidade pode ser associada & seguinte cadeia de Markov onde os
noés da arvore correspondem aos estados da cadeia de Markov.

O célculo do vetor de probabilidades de equilibrio
1I=(ﬂ:0 TU1 T TU3 Ty 715) ¢ feito através de

resolugdo do sistema de equacdes lineares T*Q=0

5
sendo que Zﬂi =1 e amatriz Q ¢:
i=1

(2¢ 2« 0 0 0 0
B -(B+at+y) o Y 0 0
Q- 0 B (B O y 0
0 S 0 -(6+a) « 0
0 0 S B =(5+B+y) v
L 0 0 0 0 ) -5
_/

- R

Il
—

-2 0000

~ _

Resolvendo o sistema de equagdes acima se obtém:
o = 1111, mi=m,=m3=m4=ms= 2/11

Como exemplo, calcula-se o nimero médio de marcas em p;:
E[m4] = 2.7t + 1 + 713 = 6/11

A taxa de disparo da transicao tp é:
f2=(1/3) mq + (1/2) 2 + (1/3) 74 = 7/33

pois ty esta habilitada somente nas marcagdes M4, M2 ¢ Ma.
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5.2 Redes de Petri Estocasticas Generalizadas(RPEG)

As redes estocdsticas e generalizadas sdo obtidas permitindo-se que as transi¢cdes
possam ter um atraso associado a elas de valor nulo. Ou seja, sdo definidos dois tipos de
transicdes as imediatas, que possuem atraso nulo e as temporizadas que possuem um
atraso exponencialmente distribuido associado a elas.

Uma rede de Petri Temporizada Estocéstica Generalizada ¢ definida como

RTEG = {P,T,1,0,M0,W} onde P,T,I,O e Mo possuem as definigdes habituais
e W=(w4,Wa,...,Wp) é um conjunto onde

w; € a taxa de disparo de {; se t; ¢ temporizada

w; € o peso da transicao t; se tj ¢ imediata.

Regras de disparo para RPEG
Seja H o conjunto das transi¢des habilitadas em uma determinada marcagao M.

1. Se todas as transi¢des de H forem temporizadas, entdo a probabilidade de disparo da
transicao tj pertencente a H sera

P[t [M]= wi/ 2. Wi
tk eH
ou seja, dispara a transicdo com a maior taxa de disparo ou o menor tempo;

2. Se o conjunto H possui uma unica transi¢cdo imediata, entdo somente esta transigao é
que pode disparar com probabilidade 1.

3. Se o conjunto H possui uma ou mais transi¢des imediatas, uma delas deve disparar.
Neste caso deve ser definida uma probabilidade de disparo associado a cada uma
das transi¢oes imediatas em conflito (habilitadas na mesma marcacao). Estas
probabilidades sdo chamadas de fungdes seletoras e sdo calculadas como:

P[t, [M]= i/ tZWk

Kk GHl
onde HI é o conjunto das transigdes imediatas habilitadas em M.

A solugao utilizando resultados de Cadeias de Markov deve ser adaptada considerando-
se a existéncia de transi¢cdes imediatas. Considerando a regra de disparo que da
prioridade as transi¢cdes imediatas, aquelas marcagdes resultantes de disparo de uma
transicdo temporizada quando existem transi¢des imediatas habilitadas, ndo ocorrerdo.
Desta forma, a arvore de alcangabilidade sera reduzida.

As marcagdes podem ser divididas em dois grupos:
1. Marcagdes tangiveis que sdo aquelas que possuem somente transigdes

temporizadas habilitadas.
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2. Marcagdes nao tangiveis, as demais.

Constréi-se a matriz de probabilidades U como:

Sendo
ZWK Hj conjunto de todas as transi¢des habilitadas pela
_ kel marcacdo M, cujo disparo gera a marcagdo M;.
uij - Hi conjunto de todas as transi¢des habilitadas pela
Z Wk marcacio M.

kEHi

As marcacdes podem ser reorganizadas, para facilidade de célculo, de forma que a
matriz U resultante seja:

C D 0 0
U=A+B= +
0 0 E F

As sub-matrizes C, D, E e F sdo obtidas da seguinte forma:

C - probabilidades de mudanga de estado de uma marcagdo nao tangivel para uma nao

tangivel

D - probabilidades de mudanga de estado de uma marcacdo nio tangivel para uma
tangivel

E - probabilidades de mudanga de estado de uma marcacdo tangivel para uma nao
tangivel

F - probabilidades de mudanca de estado de uma marcagao tangivel para uma tangivel

Supondo que a cadeia seja ergodiga, ou seja, a marcacado inicial seja alcangavel a partir
de todas as outras marcagdes pertencentes a A(R,Mp), entdo pode-se calcular o vetor de

probabilidades de equilibrio TCZ(Ttl T ... TCS) da rede de Petri, onde s ¢ o numero de
marcagdes em A(R,Mp), através da resolug@o do seguinte sistema de equagdes:

T =n-U
com a restri¢ao Zi ;=1

onde TU € o vetor das probabilidades de equilibrio do sistema.
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Exemplo 9: Rede de Petri Estocastica e Generalizada:

Mo=(2,0,1,1,0,0,
t1_2G
M4=(1,1,1,1,0,0,
to,W t3,ws
Mz_(1 0 0,1,1,0 M3=(1’01110’0111
M t o ts, v
Ms=(2,0,0,1,0,0, Ms=(0,1,0,1,1,0, Me=(0,1,1,0,0,1, =(2,0,1,0,0,0,

tsN ts,w tz,VV W\h

Mo Me=(2,0,0,2,0,0, My=(0,0,0,0,1,1, Ms M;=(2,0,2,0,0,0

t 2 /\ Nﬁa

M11 111:0’2 010 M12 (1 00001 M13 (1 000,1,0 M14 (111!2 OaO!O

t3,W:i t6; t7,W7 t6, t7,W7 t2,
M45=(1,0,0,1,0,1 15|V|16—101010 M
W t1 o
M47=(0,1,0,1,0,1 M45=(0,1,1,0,1,0
t3,Wi t2’w2l
M19=(0,0,0,0,0,2 M20=(0,0,0,0,2,0
ts, vi ts, Bl
M12 M13
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Matriz U (considerando-se o, B, Y, Wa, W3, Wg, W7 iguais a 1):

U01 = 20(/20( =1

Ui = wa/(w2:w3)=0,5 Uiz = ws/(w2+ws) =0,5
Uz4 = B/(B+a)=0,5 Uzs = a/(B+a)=0,5

Use = a/(a+y)=0,5 Us7 = v/(a+y)=0,5

Us o = w3/wz=1 Us o = Wa/wr=1

U7 0 = w7/(W7+Ws)=0,5 U7 10 = We/(W7+We) =0,5
Us 11 = 20(/20L=1

Uo 12 = B/(B+y) Us 13 = y/(B+y)=0,5

Uio 14 = 20/2a=1 Ui1 15 = wa/wz=1

U123 = We/(We+W7) =0,5 Uiz 15 = W7/(We+W7) =0,5
Uiz 2 = wz/(w7+Ws) =0,5 U716 = wWe/(W7+We) =0,5
Uisa 16 = Wo/Wo=1

Uisq = Y/(Ot+y)=0,5 Uis17 = a/(a+y)=0,5

Uie 7 = B/(B+a)=0,5 Uie 18 = o/(B+a)=0,5

Ui7 10 = wa/wz =1 Uig 20 = wa/wz =1
Uwi=vy/y=1 Uoi13=p/p=1

Matriz U resultante:

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1

05|05

05|05

05|05

0,5 0,5

0,5 0,5

05|05

05 0,5

0,5 05

05 0,5

0,5 05

B 35300 aN 00RO 0 EON 0

Aequagdo T = TC * U resulta em:
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T9p=0,514+0,57

=T T011=Tg
T,=0,571+0,57T 3 T12=0,5T9+TT ;9
T3=0,57;+0,57, T13=0,5Tg+Trg
14=0,57,+0,5T 5 T14=TC10
T5=0,5T, TT15=711+0,57»
T6=0,5TT3 T16=0,5TC 13+ 4
17=0,573+0,5T ¢ T17=0,5T 5
Tg=0,571,+0,5TT; 5 T18=0,5TC16
To=Tl5+Tlg T19=T17
T0=T7 T0=Tt18

Zﬁi=1

Estas equagdes permitem determinar os valores de TUj, i=0, I,..., 20.

Exemplo 10: Protocolo Stop and Wait

Transmissor Receptor

Emite O ssa 0

Espe a1

ACK

Emit ssa 1
Espera 0

Espera

ACK Timeout Rejeita 1

Perde 1
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7 Exercicios

1) Dada a seguinte rede de Petri:

Pa ts

p
! P3

P2
to

a) Construa a arvore de alcangabilidade da rede de Petri.

b) Verifique pela arvore de alcancabilidade se a marcagao (1,1,0,1) ¢ alcancavel a
partir de (1,1,0,0).

¢) Obtenha através de calculo de matrizes, os invariantes da rede de Petri.

d) Verifique se a marcagdo (1,1,0,1) ¢ alcangéavel a partir (1,1,0,0) através da matriz
B de invariantes.

e) Verifique as propriedades de limitagdo e de conservagdo da rede de Petri.

f) Existe alguma marcagdo que seja um deadlock alcangéavel nesta rede?
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2) A rede de Petri a seguir apresenta a solu¢cdo ao problema de um produtor e de um
consumidor.

Produtor Consumidor

Retira
do
buffer

Coloca
no
buffer

a) Construa a arvore de alcancabilidade desta rede de Petri considerando B=1

b) Verifique quais propriedades esta rede satisfaz

¢) Determine os invariantes da rede de Petri

d) Mostre que nao ocorre “overflow” de buffer e “underflow” de buffer, isto ¢, em
p7 € ps nunca existem mais que B marcas.

e) Mostre que nao existe “deadlock” (impasse) nesta rede de Petri.

3) Seja o seguinte sistema com 2 processadores, 2 busses € 2 modulos de memoria:

Processador Processador

Busl
Bus2

Memoria 1 Memoria 2

O sistema pode ser modelado pela Rede de Petri a seguir, onde as marcas em P;

indicam os processadores, as marcas em P3 indicam os busses € as marcas em p4 € ps

controlam o acesso as memorias.

a) Determine os invariantes desta rede.

b) Mostre que ndo existe situacdo de travamento (Deadlock) em que nenhuma
transicao pode ser disparada.
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P1

Processo 1 Processo 2

Um sistema possui dois processos produtores de mensagens, um processo

consumidor e um buffer intermedidrio entre eles com tamanho de B mensagens. O

acesso ao buffer ¢ exclusivo, ou seja, quando um processo estiver acessando o

buffer nenhum outro pode faze-lo. O tempo de producdo de uma mensagem ¢

exponencialmente distribuido com média Tp. O tempo de inser¢do ou remogdo de

uma mensagem no buffer também ¢ exponencialmente distribuido com média Tb. O

tempo de arbitracdo para uso do buffer ¢ instantaneo.

a) Modele o sistema utilizando redes de Petri temporizadas estocasticas.

b) Calcule os invariantes deste sistema.

c¢) Demonstre que nao existe “Overflow” do buffer, “Underflow” do buffer e
impasses no sistema.

A rede de Petri a seguir apresenta a solucdo simplificada ao problema de um
produtor e de um consumidor.

Produtor Consumidor

Produz Consome

Coloc
no
buffer

Retira
do
buffer

p6
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a) Construa a Cadeia de Markov correspondente.

b) Construa o sistema de equagdes para calculo das probabilidades my, m;, 7,... de
cada estado.

¢) Quais as propriedades da rede de Petri que permitem a resolucdo através de
Cadeia de Markov.

6) A rede de Petri a seguir ¢ a versdo estocdstica ao problema de acesso a um recurso
compartilhado por dois processos. Nesta rede A1, A2, A3, A4, A5 e A6 sdo as taxas de
disparo das transicoes t1, t2, t3, t4, t5 e t6 respectivamente. Considere A1 = 1, A2 =
100, A3=5,24=2,A5=100¢ A6 =10.

Processo A Processo B

pl

a) Construa a arvore de alcangabilidade desta rede de Petri.
b) Construa a Cadeia de Markov correspondente a arvore de alcangabilidade.
c) Calcule as probabilidades &y, m,, 73, ... das marcagdes My, M, My, ...
d) Calcule E(m7) que ¢ a média de marcas em p7 (€ a porcentagem de tempo que o
recurso fica livre).
e) Calcule U que ¢ a taxa de utilizacao do recurso.
f) Calcule a freqiiéncia de disparo de t, e ts.
7) Seja a seguinte rede de Petri:

P4 D’(:
’

P3 Ps Da
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Construa a arvore de alcangabilidade desta rede considerando a marcagao inicial
My=(1,2,0,0,2)

Determine os conjuntos invariantes através do calculo de C.z=0.

O que pode ser dito em relagdo a alcancabilidade da marcacao M=(0,1,2,0,1) a partir
de My, os invariantes.

Prove que ndo existe deadlock nesta rede.

Seja a seguinte rede de Petri Temporizada Estocastica

p?
pl p2
»> »>
t1 l 2 LA
p5 p
t5 t6
p7

p4

t4

7T

p7

p3
_>
v
6
p7

Processo2 Processo3

Esta rede de Petri modela um sistema em que 3 processos compartilham dois
recursos de mesmo tipo. O tempo que cada processo mantém os recursos tem
distribui¢@o exponencial com taxas A4=30, A;=20 e Ac=10.

a) Especifique as probabilidades de escolha de t1, to e t3 de forma que t; e t3
tenham a mesma probabilidade e p1 tenha o dobro da probabilidade de p4 e p2.

b) Determine a arvore de alcangabilidade da rede de Petri.

¢) Determine a Cadeia de Markov correspondente?

d) Construa a matriz Q=(qj) que define as taxas de transi¢cdo do estado i para o
estado j.

e) Calcule o vetor n=(m;) que define a probabilidade de estar no estado i.

f) Determine a média do nimero de marcas em um lugar.

g) Determine o numero médio de disparo de cada transi¢do por unidade de tempo,

h) Determine a probabilidade de disparo de cada transicdo habilitada para cada
marcacao alcangavel da rede de Petri.
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