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De tode o> medelo empreqadey no desaucs de [enimen> ambrh i, dein sas
pochodarmenle nelewarter. Um dels | o spin (ew qubit) , foi wosso prinwpal guia. nesta
[orrado. aovey do munde guGHAW, 0 pormine qu Tlisidssemed de uma Lonma Sigi
Fuohwmene simples e pontyr emde o nossa intwipe  dassio. falhow € PeGsowm My
@isiads. O euto madele ¢ & osulodor honmmu | qu esudontns vesto owlo. €
imporfonie fer em mente i, dilernfemende de um Spin, wm guark | su um dfome de hidro_
genio, o tsGlador hormonaes naw epreserto m sislera e parhwdun, men sm wm onco. _
bouce malemahue Qus pede ser wihaodo pono o Compeensid de umo mariide de Lendmens).

Do perito de vish pedagagics, & evilador hanmimuo pde sor uhilitods pons- ilwatron
5 Wneit® g desenoleme durante 8 onse de e maneivs 18- driviol. Do pertto de
vl prabiy, o possux apliogn importaptes em amon fodon oy da Ksio mederno,
Por ekemple

X espechswopin ot ¢ melawdon |

X Lisico do edudo solido ;

% e haclion

* ~oria Qubnticn de campe

% Super ordow ;

X Oph gmanfhco ;

% Mednion esotishuo. amdwhia
dertve muitto subved. A lisla acma eviddnto , gue siskman notndamente dishinter admadem
0 wesme desouicod maemidica . [s50 alonlere peraat aunant guolamen Langad Sulivenke
mehte swove pode ser oproamado. ot G pondlmQ& om conouidode postive han prodimdades
de sewr muume . Desso formoy, o fungom Qe desiuie o e da Mgt A Sisemon



Dede v apradivodo. for U PMM& de uwa vridwel Que xepusenio. 0 dustinGa o povie- e
eq(d{bﬁ&. (onsegisenemente, auando pertwrnden , foin Sistewan GGl a8 swdor do e de

eq»@libﬂ&.

91 - 0 Oswlodor Hoymoww Classivy

Nodwradmerde, o exilador hormniis fombém (orsih. U modelo deveran imporionie pe omlexts
dassi. Assim anles de pssowmes 08 teodnments gunice, € fundameniod gus olyuman iacle.
rishton do tomvapaih dassico. estejom devidamenk clavan -

Tolvy 0 wemple ow itomiw de um oclador harmdniis damice sejn dads pelo moriments:

de um peavono blowo de wassa w peso huwa doo prniws de uwa mel ev Lonsne dlow_
oo koo peguanen deslbiomentts do s pente de eguilibrier

Una wolo idead sofisfaz o let de Hooke | gma carmee que 6 fona exerida pla mola Sab
pequeray deformateer € propordemal e contvaria o desleaments o parkir s pevo de

equalllori0, gue tumamer sem perda de generalidade Lome x= 0,

S
(onsegirenemente, va ausdhuia de advito e nesisienia do o, an dajetonan clossiton pedom Ser
oofidon o Jeseduerms o eguade de Newton :



(R
(o 00 (o 1 initaw adeguaday. Nese waso,
mx = -kx = xt) = A ws(wt) + Bsin(wt),

onde w= \]_g e o J}neq;;&v\m anglon de miows e o Constants A e B devem ser

detrmihfon & PUERT w Condagern uwa dadan.

Allerradiunmenie, e dendo em vido o futwra guaniangan do sislews | poderiamts der emprequde
0 desia(ad howalfonaona pam enonton 0 eguogd® de movimento. A hawahomana de eilador

harmane pade Ser fatlmenle doRids 0 parhir de uwa fransformada do degende da dagvahyiana
Govespondenie. Recordamen que o logpongiant & defimda ame o diftvonta enve an energion
bl ¢ potenGel 4o Siskewa, e

L Epdavie
Expesemes Te Voem Yrmo> da coodenada gerenliasdn X que eMPROAIMS PG Aesuuey
& eulogon do moma m a8 nedor do prmfs do eguillbne x=0. Nede W o eneria
OhER. ¢ simplosmene dado por':

T = 3 mx*|
Ti o enorya peendial € fol gue sew opadiene € 0 opoto dau forca de Haoky :

\ = %—_Xz = -9V =-kx =F
Reop ,

L = T-V= 3 (m*-4d)
Ruo. pedermer eletuon o transtormada (o Segendie, precisam® entomir & MomeRty Conai e
OssoUads o wordenada generadizadn X -

p= Bx& = m¥ .
Ridanto, pedomen sestnover o Jograngiona em fungad day coordenadon  Ccahomion (x@



(omg

R e Rl D B Wl

&kamevxk,
H i+t px-4 = 5&2+%><1,
o em derme> do fregidnia anomlon w

y RV A
=+ o WWEXT
H = )

Note aus te s ds eulader harmdriw o hamitoriaha toingde bom o ehergio fotad
B+THV.

)
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AT Desuug&s Quénh .

(onsideem agora um uho'\\eg& mwa:dp\wr 4o Silemo asso- o aralisads o seqon
onerigr. Muidon moliodon oo conshduidons pon dow adomd, um lee e wm pesads . Nadmead_
ment¢, exisiem foeas wovends ol meliln em eguilibriv, towm & Gheme epurade P W
cerfon distonGon . Se bor awase o afom momn leve for deslcoda wm puws de Sua posicas de
equilibrie, elt seq Ghrords (ou yupolads) do uetin o fol pvs . Desta formoe ol meli_
oo funvons (rwe s S mamo- eoli, WA (jon dimensn aeguarti s frdiments
ORI

Nossa primeiva favefa 16 desenlviments do chordagem quBiiia pona & #ilador harménie
sisk ew delerminan & espags de eladdy adeguads . (onforme eshudamts . ithwa aula &
estdy de um porkido em movimenty widimancional [ty € & pode ser desuuite pela
requchin funcan de endo no. sepresenta (0 day paSiRRs

Yl = (ool
onde |x'S € DIQ) CX ¢ um autvedade grendizode do opomdor psis Q. De uma



forma. gurell | o pactionln e spin gualamer msioe a8 Lenge da rin, Sugeando, pein,
AL Tomemn

c(Q)=KR.
Torloxto, devemd> Jidar Gow um eSpald de lunen Y 'R — € Jom Qe 0
Seguanit produo inierie

(pluy = dex Yolx) Tal)
eskyu bem defwide , ¢ ConHNha wm  Sub@nTo densd he amod © opermdor SR e
amfoadjwdv-

- pssivel demansiar @t & epagp doy fungénr de guadvade 'mko\\vn'\vd :

LR = { £ R—=C | fd7=[ 1001 <o}
e um espard de Hilbert om sespeite ae produdy interne definide aume. Adiusmedmente,
Pedem® demewsiran gme 6 operador pevjal € audbadjwnle M tomorme S domime
(oms & Womnk Conjunto dense de Ly (R) :

DAY =4 fe R | xfe L (RY}
Nete tambem que | em virtude de

¢ EeLR) = lalsy = gmo\x LYK < o
Jidame> com astadn hormaliadstin , Gue permibam | a axiowa3 | o inkerpeta s protubilfshico
dn MR, pois dewids ae oxiema L Semre pdem® escolher o funjdg de enda nepesentodhm
A estode 14y fall VE

Johwtax =1
Conegirentemente, & espagd de ednden do ostilodor havmomis ¢ -

&= LR
Nosn proxima fonele consisle em destdiric omé um dad estade 08 Blador havmdmie



euslu 1o Jemps-. Panatanfo, o oxiowe S hes ensing gua preusames Corhecer o opodor
hanvittorang do sistema. Nou iima seqan (onduime> que o hami foniana de - ®ailodor
hormenass dassiy € :

R = '2% i t‘%}}/
Que pedem® teansformon em Wi operadar gm0 laniltohiny, o promavermed
fnn X e p om> operadores piad Q e memento P negedhivumentt,

=5 Pod L"i‘t’-z Q*

Notonds gt o opersdor mevaentt- tanbem ¢ achvadiunte em um tonjurv der de L, R), po-
derndy Uomcwan [ invBLondS b Yeorema de Koo Relich) e & hawa tomiang delawidd awma €
oudioud junie

No sepesenmmgas dov ponigen 0 0faB de Qe P em unm dade eshds ldE ¥ <

Al — x¥, K,

bl — -hactx
Consegiremtomentt | ho. sepresentnas dos powidr, 0 G i hawaltonans dé exilador hamd
M Sk VIOER ¢

I —> g [Ra(had) T4 5 b0 = -2 Gy 0« mit g

om %0 pdemér estnntn. o0 equagas de Schrddinger dependentt do kmps pona & siladar
havmONAG *

Doty = Hlaty — wodkdes) = -2 B b0 + 2904 ()

(omo vime onferiormante, Wae precsones resdun ephiiiament ol equafos | uma vy aut b
homattonsine d8 eaGlodor hormdmisy indeponde 65 lemps | Sedisfmemes Yedan an Wpolers do

R L (vide audon b), Gt Wunk Gt

WEE) = eRBIR o g4 4y = A%:ﬂme'%"u'*m\dx&o\W\?-



i"“&"' bostr que entortvem® & antovelores e oudvuulorty do hami omang | sesdiends & equa0R
de Sc\!\r‘b'dktxgev '\\\de‘nhdehjsf do %mpe :
HINY = NIAY-

B derm® do nepresentagas dan pijea,

e kb ¢ R ) = A,

g fomeie Simulianeamenie 05 funign de emda L EH ¢ o wen de ener gAa Nea(H) .
Rebotn oo equae € wwmotovefo signbcodvimente Wit vial | gunt obordanamen om bxeve

33 - 0 Ehado Fundameniod

Aoy de nesfuemn 0 eauade de Scwddinger indegenderte de domip pana o exilador havmdnise,
presotias Joaer uma observiie  Signikwolaimedl selewunte pona o devidn Lompreonsos das dadeienjoy
ionkourdwichun enve o MC ¢ MQ . Considere, pors o seguinie guaston -

Qual ¢ & wd de onertia moun baaxo possivd. pona v el ador hawmewts
Do vty de visla dsis, bemtn gme | tews  a howitonian Gonkm apeon fungin guadraditon
0o uwiovtm (ONEMGA e H & o somo de XY Gem fY 0 energia WAA e ser neqodava
Tortacto, pana. miaarnes & ereroaa, ¢ sahoent Tomorney x=p=0.

(onfwds , Sabome aus o tonerto guBRAES ol seguaviwerts € impossivdl! O prindgie dot
nedean ne potbe de sdbor & womento € o WSS de wn Sidewa Lom preGsa obsdact (e
impeto pelo condn@d X=p=0. Ascim, o melhor gue sepede foaer € enconvan Lm  Lompromisss
en¥e 0 weweny € a A8 do Sisima de fomo. gat 1ol Se enevivem dewomadamente espelader
(onegioentemente, o menar enargin possivel sem, dilnenle de ens . Notandd Qu & espedn -

e () € Ry e (P Ry,

6 mvin de enertia dd Galodin honmBnale serdd estritamente poidien



Se Toden & W de erergio. de um Siskema 9 PRV, deve edShr umo eneyia NI
bomihda pono 6 Sidewn. O eads usotads o ede vt v de enorgial € denomivags
estods Fundamentol s Viowe

34- Avhesinde e Adowlorts de Energin

N secas vt opeserton 6 étods operaiturial de Divuc pono esslitn o equagds de
Schodinger independent do lempo- ponax & erolador homdnis. A ideio convall dese metedd € empreqan
on propriedads di> operodorer Q e P em poafivadon 8 swan nelaten de Lomitasad pona tonshwia
don wove) Operaclores = O opevador de iayde e & oparader de  OniQala@s , uj6 BUWS Sobre L
oufvestndy do Sidema Jewt « um - oucovtior tem enereda, negeCiiument, Um Guaxtwn ower | e
menor. De forma Gud S papeis sejumn 8 de Guan 6u destruiv ume Quaidade fundamentol de
endrgna..

(e comén Jrﬁh’ruhda decompor o hat [towiane :

=t pe g

M podutt de dais opamdorv). Se Pe O fosem guanidades comucomivs pederitmds civialime_

e won g
o2+ b = (arib)(a-ib).
lonhwds
(9] = 1%
e fem® gl

\]E;\W(Q Mw (Q"';\"NP)
[Q e (QP PO Bl = o (Pl % e )+ i TP

1 A
"JmoH 2



Conseq@'»en‘sfmen\c podoi) -Pa.\'or W 0 km\hwm du seguainde fonma, -
o (B (0o ) (R (o) o &
S&.thdo qua Inteoduzomg) @) W dewn oppodorts 108 - hermitione
o= E‘F(Q"ﬁ"),
ot 5 ().
derowanade) operadores de amanala(oh e (uaGas , NeSedivumente. Em temd ded Qo
H = huwlo¥a + )
Tain operadares sshfaen a sequiniy relagde do comuifosas :
[a,0%] = 55 [Q+o5f ) Q-3 0]
=2 (-& (e, p] + o Teigl)
= -‘ﬂﬂ— &(.—;U - th

LA
=A_

Pedemm simpiilicon ainda mohn 0. expressae ds hamittonand intvoduaindd o operador waert
N = o*a..

Nowmenod | tal vewe e ywhliode o posteriori. Nag obstunte, em e de N & hamatonians
OSUNE O Sequinie foriv -
R ‘:’KW(N-\"V;O.

(ol pois, e Segundty (owwdtdores envelutndd went vowey operadarey ;& ¥ e N
IN;al =[a*a,a)= o*[o0] +[a* ala =-a,
[N, ax]=[axa, a*] = o*[a, a*] +[oX &*]a = ¥,

fom is0 obiwemds 0. seguinie Wle@e de tomukadoren:
[a,0¥1=1, [N,al =-a, [N, a]=ar

Um conjuntt de operndorts fedwier sdb o agow de comidndores, Lome 4 a, 0% N} deline uma



idoghrn de comwitadorey. Tain dlogbran exibem popriedade eshamomente ineresunten e (e , tomands-
0 Wa dow [eromentin Mo importunies de fode o Ksicn. Isivareme Sou pdin odravey 09
taloe den oudounloes @ adoveores de N e Consegiientemene de .
O procedimento gue. wilizome & sequis ¢ remimnenie de wm processs de imducse Frima.
Supomey, iniGolmerle o exisinia de wm awdowttor de N com ombswdor n, e,
NIn> = nin>.
(onsideramen, eniae o vetor dokdo pela. agae de oX Sobre ok [n> &R . Mushemer qua
0* 1y fambeém ¢ um owfoestade de N .
N (a*ny) = (No* - o*N + a*N)ny
= ([N, a*] + o*N) [ny
= o*( 4 +N) [ny
= (n+h) oXlny.
A equagds auto W ensing gt o estado o*ny € wm awovtor de N wom  owdoualor
(h+). Em pudrow polowrn, dade i cwesiudo de operador wimers (v awfovulor 1
pdem®) Lonsteuir wm 1o onduestade taem & awdowador  cresids de L wnidade. Notands,
odierolmene da delinigaw do vetor Inb, oua
N1ndtD = (nel) et
Smb> forcadey o Gnduir o e ds oxitma L qut B bthov el e o*lny nepresenom
b wesmd eshads de 8, PoiS diferem NnO maximd por wma Constunte multupliatin, e,
o*|ny= cln+d>, ceC.
Determuboremey dal Lonstonie. posieriormente. Ror o, Ooserumings aue pedemen oo ol procedimen
T pona obler o sequinle Seyiilhua infinital de andisutiores de N -
> Ay Ine 2y, -



Similormente, poderin Considergr 0 wehor dbhdo pda ocas de o s 0 awdvestude ).

Neste o,
N (alny) = (No -aN +a N)[ny
= U_N,a] t o«N) ny
=g (-4 +N) ny
= (n-1) \n>
mplito Qe o oOporodor o produe um awdoeshds de N tom o adpvlor degeside em L
Udode. (onsegisemiemenie ) b qxioma L qouanie Que
alny = dIn-1>, deC.
forrecends & quine giadnta de owvednds> da oparcdar mamens :

Ny In-1% ) In-29,
hnier do proseguurm®y tem o oo analise de town segiienuan de tsiud®, delermineme

ced o pofir do tondigas de wormalaau(an di awdreestader de N. Notadamente,
{ala¥alny = 1d1* <n-tln-Ay = NIy = [d = n = 1d1*

estolbendo € Ry | tondwmamin que :
alny = n' [n-1y .

Analo (Q/NY\QW\Q |

ok [ny = {n+t \net>
lome H € uwe funged Linaon de N | pede obviamente ser dingonalizada Simulianes._

mente . a9,
Hiny = Aw (N+Y28) Iny = hwlne W) Iy

hsim do sequ@nia de estuden Obkden o ponkir da ogde de o e [N implita

Hin-m9y = hw (V\-M1—‘/ﬂ\h+i>.



Con ) Gt pona m € N suliGentemer grande Jeiommn um estade wm  energia negadivm -

n-mil), < 0.
Contuds , do nossar diswassds anderior Sobre v estado fundamentall de osilador horminin  Sabems)
Que Wi apenon rexiskem estadn tew erergio reyehi s Jombém hie exisle menlwan estudé
wm energia o Rortanto, 6 Segiénua de eslade

Wy -1 -2y,
dewe sor finif . A dico forma de quonhr awe fod wgiinua evertalmente termine ¢ se
XSty uh estady [n-my gme Seje anguilade por a te,

afn-m> =0
Povemm,

aln-my = Yn-w |n-m- %

de ende inferim® Qua pwo © esiads de menor energia devem der gue h=m. Asim, ¢ wwal
denclar © edads fundamentad for |0

Duan wondnges nporkunity sguam da considerald feido aima, sdore o ednde fundamentod
Rimerramene, 0 erergio do estady  bundamentol €

E, = 4w +0
En sequnds dugan 8 espectre do hamillonane de osilador harmdmig :

e W) = L Ea=Hhwlnrly), ne N} = { My 30wl Skl oy
¢ disvwto. A quaianie di Mutn de erergin de exclodor harwdieite Ryt um di> primeirty €
wain importanter Teswltader do MQ

Os demomn anduesmde de H podem Ser gbhd®> o powdie de Sucesivas aplita@en d8 operaden

0¥ Sobre 0%, wda wn wiends Ui nows guantum dg energia



11y = o* 10> — E,= ¥ hw

_ A gk = A s gl 5
m-ﬁam ro* 10> —> €,= 7 ku
3y= & a¥l2y = = 010y —> B =,k

Iy = 5 0¥ 10Y — B = %w (4 1h)
Assim Wi coes @ newes dodss o operadores

(1) o* (Cvmg&e) D poiS Oup W WVR Quentuw de erergid

) o (Awguilogs) @ pois destor wn quantum de energia

@Y N | Némero) : (ois Coma & NAmero de qmvx‘m 0¢ ewergio em wm dads esimds.

(omo 8 homiltowions ¢ omtoadjunts e possuc um especke dispats , 0 Jeorema especivol
implica. que 6 Lonjunt de amdovepoies de N | {Iny €€, ne N} constihut wma bont orbonormal.
Com isso podemen Lalmenit Lodudan &) Sequintes elementtn de Wi :

Celatny =V, .\, Celotlny = {aet dp .

\hutriende o Jte\ac,?&a defimdors de o e oX, demo> qui :

Q = |5 (avaX),

P= L\&‘""’;“’ (~a +o¥)

(onsegiiendemente , & elementes de matriz pano. © Operndgws tmomenty ¢ PSS o4 °

G lRlny = 2 (W S #0EL 8, 00

CRlPIny = t[mbu (006, ok §y )
Nete aue wenhuam den oparmdores : Q, ?, a e of ¢ diagemal na kot de owdvestmddn de homilte

wong. Clovomene, ol susltude podeda ler sids amenpmds , pois Sabem> gu nenhwm desley opevadsw)
oo o B o N



3.5~ Fungn de Ondu ra Repreontngon dow Poiin

Rdemey empreqan 7 resultades abstrder obides e Whma secan huuey de méhde operadorial
poro ey w ot fun (Bta de enorgia o espayd don wordenadon . Pannds da defiwiae ds estude
Lundamortol :

aloy =0,
oblemd> 0 soquukide Expressiis o Jepresentutan don psigRA -

xlaloy = [B27¢x 1@ 45 PlOY = 0,
gt fomere o ouinnle eGuag@s difevenuiod ponk o fwnios de enda de esiuds fundamental
A ANERCA MR

(x +x29, )4, x) =0,
ovde Intrtduimed 0 Saguanile LonSiane
qut. fotmece a estola de omprimente nabund do mrlador. A Selugdd normadizadi de ol equalow
dilvenvoll ¢ simpleswerde -

Y0 = Vg - oeel-3(0)]

Pna oblerm®> oy funin de enda ha nepresentuiie dm pkigen pona ) estudey extidnde),
o seYe Gguly Lo Ny O Wow peusan®d Jesslitr menwima egun s dileeniod , bosn que
opliguame o pothis adequada U opemdor de UGS o Sebuias do estmde vndamental..
Pina o priveing estado extimde, Yemen gue owdion

B 1) = Ky = Cxla¥l oy = (B <1 Q-4 Pl oYy

= (ﬁ;ﬁ) (x-x29,) ¥ )

S ———

'\l 2 xe'ii%i.)1
R :

A Gna dileeng nafowel ente Yo e Wy € o prsnia do Jubor odva de x em ¥y, wwja




(onegiaenia € 0. esienia de uma riz em x =0 pana & funias de emda do primeire estuds
eclade. Ese podriy Lohwno. Lonlarme considerumn estnder o extidode>, (odo wm apreseniamds
wna ron adigonal - Veyomes iy cododands 0 Lunan de endo pans b Nequnds estude exatud -
4 2
o= () 005 = (1) (o (x40
v (—x2 4 &x1> c'%&)l.
De uia forma gl
A \ ) h _ifx\
V) = ( n\hdﬁ)(x.}‘*"l) (x-x, ax) e 3(%)
: importune o que teda adeuncan € um polindwae e x malhylitads por &) Gomer

0 egorenial \ox poad % muido o napido de Gue Quolguar plidme Lonegut divtegr Gobovme
Yoo, o avtfunpe a opoiva ossivivhamente de 20, Adengin, WMo 6 quow de wdn
plndmie & modor do que 8 4o tnerior por exotuvene un urdode, 0o oudebune apesenta
OGN Uno Nkt Awom do que o amberior. N seber V(X)) posia exsumente h vowaes .
|0 fambem owoneta gue on oo fungin com b (im)pon sejom {andas)simetrion | pais

4 0 =28 ¢ Liva fun@a pon. Firalmone wotamtn gt & polindmier gms apontiom heghu
SQudnia S38 1) pelihamioy de Herwide

9.6 - Valores de Expectutiva

Averimentc wilizame o pinpie-do incerra pons. ongumenton. gua 0 estade fundomental
Wie pederia fr energuo. W, Sugerinds | pois, qua Jud estads fose de inceriean vnama. Nesia
w08 Wriblame ese fodo @ colowlonme 0 uloves eerader adequadss. Awdiames inicialwenke
0s tulors de expeclbvn de Q% e P* (om weyweits o 10> . Notando ame

Ql_ A

= o= (0% + o*a + ook + of')

e Jembvando Qud



al0y =0 = <olo¥=0

/
(ondwwneo gua aperan B formo aak  condibur . Rorfowdo,
(T = {0\ @10> = 2, <Olaa¥l 0y = Sho > = A o Xal
\lm colwde intevomente Similon fornere
(pry= B
Cm\seq(&er\’remenk, 0 wolor da energio Ginehico. € -
Ty =(&) =8 = Ly,
enquonio Guo & do energuo pstentioll € dode for
(= M ge) = A = L dny.
Em tonlormidode tom o ero\e\m do Viriad . (omd fanto P guanto O wis os drogemonn
o boae de audvestoder de H, seque trivialmende gua
Py =<nlPiny =0, <Qy=<nlRIny = 0.
Com isso pedermen collon o incerleaon d.e P e @ ne eshods fundomental :
(DR = Q7Y - QY = &),
<(hp)p = (P - Py = Bne
Portondo,

(b <ee) = 4,
nfrmands gue 0 eslado {fundomentnd sodisfon © prinipio do. Mertya (e interieyo. mwima.

€ devods Gome exertiio pono & laikor wWrifitn G o in@rdege pano esfud® extdoden € sem_
Pre moady

CODRYYL(ARYY™ = (ne¥y)? 42



