Mecinica QuAnTich - Aus € - Oloserniven Continmey
0 formalisme modematite Que desonwluemer nan Wimon amlon pava desouver e

Londmener da MQ | ome wdihodo ner oxiomes -5 € muitt moi Poderd ¢
geral do gue o analise do spin da déton de wulénua de um afeme do poda e
(ndexte do experimento de Sern - bevlach permte ilusiror. De fato 4l siddewa ¢ desoute
Dot U eoger de estnden (owy dumensivs finiton | o saber | bidamensionol . (onsegirente
ente | apevony U wamend fnfe de wdoven <G experimeniadmente acessiven | ou A,
Jadomér apencwy Cevn QROCVUGA Com epechvo disoatn.

Por sudve lade, exidlen doservaven bew main Gomplicadd> qua pedem exibic \nlorey
SErmenun Qut. Sequi a8 enumerven. for eemplt, considere ume. porki uda G
em moviments unidimensitnal . Espermmen, o parfie de taso infurgds ddsi., Qua &
mawentd ¢ o pusigos (g Lewge do eixe O Consttwam ohseriutin stelnunies P (o
desouiad quantawa deste sittma. Contudy, o wordenada x de ume pariinde | dileree_
merke do pin de um eiekon, pude assumir wwa iwdade 168 enamexdiwd de trloves
experumentun. B gubony palauron, 6 espectvo do dbseruwl posiae, além de ser
um onjwnto om Infwt elementt, € connue . A primeim wonegiidwio dume Jot
¢ qus necesibme de um espaps de estud® U damensas infncta pava desouven
aProProdameni? o Siskma.

Nesia awdon moskorem coms empregan & fovmalismé modundlisy subjpaente o
oxigwan1-5 ro. deStuipw de Obsermvein Giwd , gua defnimir temd oguals qut
POSS\&W\ Wm QSPGC\W‘ LM gy NQSSD Vt’tW’\V\? ’ijd’xu& Lonsi Gle , po':\, em meskar come o
DRIV & desuilts ng contexts dor espoudn de Hilberk



8.4 - Espaos Vetorioam de Fyngatn

[nfoduaiey v delwayas 3.4 o wmite obseto de  espare vetavioll, e nell nonwma
dichngod  foi Lt gumanto o hafmrerst de sews clamenten, desdt qust on eifo propriedade
enumeradon we wipo d deliwigond ( conheudon wme axiwan de espao vetoriall ) Loom
Sofslexin - e o dode wmoments ney Contefmen Com 83 espay wetoriaw Gonhiid por
Enaplon de wawe® wmplets, e, C" n e N. (ontude, wmo quolguar orsenwe]
A QY —> C", owdvadywdy, € necesswviamente sepesentude por uma wodvix de
Mak (n , €) sobomes que e especin | €(N) | Goiide Low & & canjunt® 0o Sews
acowulorss . Fortanto, () ¢ Lorasamente disowta . dogo, pono. desuaermn)  obser dveia
o) | precsam® whlinor objets mow Gongliads de gt Brablon de wiwersr Lompiexts
vy & elomentt de noso espaco  vetorial.

(orsideremey wicodmene 6 tempntt das Funn Gonfmes de e i Taod
nestifas 0w intnlo fededs da i neal o valovey cowplexy | e,

(b)) = {4 [ablCR = C, wnkiwen, a<h}.
Notanda gue Sobre C° ([ob]) pedemer debiwe an opevidn :

D Soma 2 S+ B Tabl) % §(18,bY) = €7 ([ab]).

(xf(thg(M > [l 4glx) vx€lo,b]
(@) Mubhplicoge por estalar S O Cb([ﬁ,w — C°([0,L]>,
(o, 260) = « 260, ¥xEQab],

e fal wstador gt & diplo 4 T (Tabd), + -} conshdwi wm espoys veboriad

Berwio €4 + " Verifignt | de acordo cam o delinitos 3.0, gme o Hipla
{77 (Ta 1), +,- ) debnida, oova, de fado, conshiiwt um espogo veloriad.”



\erihwem® posterionmente gua tol espags vetoriol | de fao, apresentar dimensle ink
Wifa

Estudem® | erretanto, primevamente & espage vetorial ol o G ([‘*\H), e,

Clla b)) ={2: ¢ (al)) = €, dinear |
Sejom g, p € ‘C(’([&,HB tora P esivifomente posibwn em [a,b] e delina

111] = [Pokpl) e $0
(oo 0 produde de funimn ownon  (onsiste wmee Luncar combin |, @ fwngen
(ovhwaan  SGR 'mjxcc}v&vw em quo&g(wzr infervado fednadlo , psdems tendwin gut &
infegrod aima esta bem debwada . Usonds adiaevolwmene o Lonearidade da 'W\*e%"“g,
demershome gt foll L € €' (Ta b)) Dada o aroitvanedade do fonga
4€ ¢ "(To b)) enpegada o WASKRGOR auwima , Olabumy de exlbir wma opliagas
netora ente {(Tab)) e £ ([ob)"

r(lab]) 2 % e &%[ﬂ T _(:o\x p00 G (x) ()

(om 1580 pedem®) Proeder cewie W sesow 3.6 @ indbduivy wn produto inkerng em
'CO((“IH) ) @ SGL)Q",

o ) (o) — €

(9.4) > (g §%= [y 440 ¥
Exerige €10 Demonsive Qe (] delire wm preduto inkeme de awords cem @
definicon 3.19 . "

E possd] demonshvar oy que o esage veboriod C7(Teb) conshihu o
€spo (3 de Hilbert §€ tom respeitt 68 producto inderne def tnmdo par (X) . Admmdmev\%e)

Q(ml)q(m familio de polinowiey drrodiohans (ot nespeito a. (%) ie.,
Pyt b} =G, blindro de grow wEIN | fol Gp Ly BinTp = e |



Coma, par ey, & polivames de Lugendre e Teheby chev, pano (T Ope hans
D Lovpnrlion, Constitw um conunt orfonomal wompléte em . De forma que,
\f%é 'CQ([C:MB g 2

9 = Z, $pni Q2p PalX) e laly = 2 1<hg% 1
onde [l gl = (%,ﬂp\,‘,’ ¢ o noima indwaida por (K em P Nafwolmene, o wonvtn
%im'm dan Mries aGma M da tew vespetto ‘o vona |- Iy de £ ou seia,

__m lg- i(ph,%hhba ‘,

Firolmente, nounde que umi dol Lomilia de pelindmiey ortonormein posua indinats memlory,
um pave ada nE N | podemey Gondwir gt o espage de Hilber em Gorsidemyas posui
dimensi® inamaTat De wma moneiva %Yaﬁ, spa de Hilbert wije dementer saiy Lunde
Sae infimfodimensionein, adewsin Suoo bones Orlonormais i Petsam Seguin aer Conth
Wi (oMo he exemple (onsiderads adwma . Ndwmenit | o exdénva de tuan Gonjunhed
Orfohormon (omplafes pone gaalguen epage de Hilberl 2 umee nsegirnénuio do
Qi de 2orn . Nolmi | iantwds, que ne wso de aspages de Hilbert dotoder de
boaLs W - Lonta e, gualguer vtior pede ser obfide Wme wm Juwiit de SegrE e
de vehoven obhder o pardir de ombina(en Lineats Liwiion de elimentts do bone

8.1 - Operodores Lineats Avtoadjunte

Nafuralmente , obler & espaye de ostadey de wm sislema Lonsiuk apenon o primeiro.
topo- ne formulogis mokmihica diy Sistero em egwds, o proximo efupo concide  em
obler o desougs de saw obsermvtn nelovuntr. Nowmenkt | & deoremo epechvol assume
um popel cemivall ro disoussdd a8 viabilitar o inforpetode prbubilish v inerere w
MB . E nr worlexto de espayer de Hilberk tow dimensiy inkinkdn. que o hlene de



ondnadiuntiidoge do tperador Bimear o teoremo espociiol mesha foda o swa nGw -
ivisldade. De fefv, o dekimcos 5.0 w dix Qua pars gut wm opevadon Lineay
AbNCH—> 8 seju omfvadiunty dmas ondiceen pretisam Ser sobisenton :

B DAY =D M) |

iy KA e = €9 A | ¥R vede.
Poo & case Lincde dimensionad | em virtnde do 1somor hsme ende & epays des
operadovey Jineonsn € o) Mmokises amadradon de dimensas Gpropriodd | ov primaiv
(ndgp® € Hivialmenke Sahsfeito, poin, D(K)= 0 = D(A¥) YAEM (xh, C).
De fomo gue T&3 Presuapames apenos Gem 0 sequnda (ondA(ds | fambim  Conhe
Gda tome hecvitivdad?. (ormdd | pono espugen de Hilhert om dimensds inkwila,
NGB temo ngia O Primeive. tmdi o QUYINAG @ priori, o Come- Verem®) posieviarmenie,
wbsf{ore- (o pode ser o favela davay wiw-wivial e com possiuen implilagen
Ligiwon.

O mokor owidads wewssorio o definijde do dowwmar do W operador inirtnie a8
(089 infinito dimensional | reguan umo analise o detalhada guo | emgevad | enlue
pachwdavidoder do espoge de Milbert em quastid . Porfundy, nessa corsidernigs ol
umMey Swpor indisuuranado mere g o enditas (1) doc delimigap 5.10 € saidleitn
pono W gperador A DM S — £ arbitvario. Nede com, s forema 5.13
(espectvol) alivma. ame

A e XNM)\dH)\,
ynde 1) DI — DI & um projetor ortugemol ¢ (RIS R €, em genl | um
SbLonjutD confimd, N heessariomerte propric da netn neol . Gonsegiieniemente

SG’U\\ ol £ 4,



stk wno detompsi(s dou idenidode e Y¥ € DN vge -y
Cb A%y = [ N dcy, My,

loms & medida d<¥ MYty ¢ posibun em ¢ | ne 1¥)*=1

, Hem®r gua
fe 4CH, MRty = 1

indiands ame A<t MAY) € ums medida de probolnilidade iaqg' M Oxiewa D | preusa
&) apenoy SWbsHRL o Semay Sohre @) dlamentty dy espec por inlearous Lom Jieqpeito

o wedida  d&¥ (Y7 sdoe A€ C(R) e on distibw.(n de probabilidade Py par
densidndes de proockailidade dP) = d <, My

83 - A POS\S&»S de wma PavNudo we MQ

As Gomiderngeer feifon nou SEGAS Gnferior Swgerm Gmi PanG. entenderme
GdeGudo menie. & tomporfaments de obseriutn Lok , dewemd ey (onenbun em olgum
exemplo espeuti . Negn se(de comesarems pois, o. arakise do processe de medigds
do  posigos de umo POJ\*\'CMQ&- Por simplikdode, conciderom® imtodmente e
ponkulo tom & movimeny nesteily 0 wme. Wata dimensa®. Dessa forme prew

Same> de operos wm wimer (ccorderada oo onge ds e Ox ) pore. canac
frizor completatmente o Swa Posi o8

Sejo. ¥ wm espagy de thilbert com dimensdi inkinia . Fosleriormente, espec. i
oyt H em morores defalher | conhudo pane nossa primeiva anali®, um tonte
quonte funrishiio, € swhientt tomon $¢ Lome wm espats de Lunin de wmo
Voo neol . Pedoroen defimir em §€ tm opevodor Q: D(AVEH — R | win

ahe worsige em mubhipliion wma fangis arbikaria YO ED(R) por xE R Le.
Q: ¥d3YK = QYK = x4



Sxersio 831 Seja D = T (Lo b)) e tonder o operador mwdiplitotive
A:DEH>& P > xP) . Moske g QA ¢ Jinean e hermabiang .’

e umo forma %mﬁl, o Jivearidode e o hermahidade de B independem da estolha
de sew dotuny de debimipd. Tol eswlha, erdetorn, ¢ tuaial poro Hormen

um operador awtoadiuni. Contwde, ted broblemo. @ signiki cothumnente womplivade, e
P 150 hese Trotamento  prelimanar s o ahordueme darelamente . Rsto de oudra
forma | ™o gue Se wgue WMy Supor gue DR) Lot pevinment esdids de

Sor Je Que D(R) =D(Q*) ¢ um swhionjunto donso de & .

A\*%Ameh‘mmeo 0 Soguir QUL podeme) et aay ol oprodor § bono.  Jepresen
fod o ohservaud posi (0 Dencte por [x'>E€ DIQ) & ambouttoves %m\emﬁ}\mcﬂeg
de O, ou 9ja, fun (oes Ot sorslozem:

QI = x"Ix'>
ende X € ¢(Q)C R possuem dimensgs O vomprimento. (omo O ¢ owdv.
adjwnto por hipaden , dispatme da eguante esbu(oo do identidade:

A = ng Mo = dx <]

De Lorma gus Um  esid arhirariy Y € & pode sor decompmty Gome :

o> = Iq(a{s\x‘ X< [

(orsideromey & Seguar uwow medicde oltomente ideolizado. da posigae de uma
portiualor - Suporha gua denhames um detecor Suligenkmentt peguan que emida um
Sinadl quunds o pordfuada. Sob eshuds esein exafamemie o pents x'€q(Q). Nestun wndiggn
wedioomenk @pos 6 defector sinaliaar pedererer akirmon gt & eshde do ol €
nepesentodo por [X'>  Em ouban palavros , guands o detedor sinaliaa o presen (o
do perhunda W panto X', 6 eslodd (oY dloapsa pona (X7



Nukuralmerie, ho. pradiwa nossa preussio € Jawatoda e de uma forma ool
6 melhor amt psdemer afiemar € gt o ponhinda se entonta em olyoma vizinhanga

0o pto X (X'- BL, x4 A1) Neske com, anandy ¢ debdor Sinodaaor, ©
eSide |47 € ¥ colapsa da seguante forg -

(8 = [ cdlary e [P 4t >0 ay
Supandy gus {x"a> seln ficeremene conclonie wa vizinhonga (x'- B/, x'+ BL),
fm gt o probabilidads ds deledtor sivaliiaar o presena da partiwla € :

| xMad VA

o sej0 [<x" %) |* representn wa densidade de poboliidade de deledurmi
porKudo. Uavomente , M 18> € $ eshuer normolizods

L= <alay = | de' GalwScatlay = [t Kl

0 wonwito de uroesader grreodizade diswhdd atme pode ser faulment eslenti
dao poro 6 (aso hridamensinal . Nesle (aso supmér o exiskénua de 85 gbserumutia
omphvn QDS —>H =123 m D denss em L foin Qu

Qi 17 = xilxD, U=41.3 | xjecl@) LR
gnde

> = Ixgxg X5
¢ um owbovetor goneraliaade siwbdnes de Qi t=4,2,3 . Nowinene, dispernen de

Wmo J\esef{ucldﬂ da \dewhdade

1= L g g 1ot = (g,

8.4 - Translagges Espaiow
Abordomen mestu e 6 problewa de implemenizn © (onieity de tomslogae espacal



o MB. Como veeme od wnstvngds € Sionihodivmmente Smlan ‘o empryodda, pona. o
constowry do operador de evlutae eparal, QML ihilizamey VO deghiyas do equatos de
%V%div\o&zr.
Supdnha gue iinalmente o ponhiwde em ehude S encontee em um esiode bem defiwide
0o dvsendud poolige oo medor o pewbo X' € R, Cansidert , entie wes. operagde gt
Jave ok estods em ouivo estuda bem defuvidn do operador SIS | S0 G deda vy haw
witinhan(on do perde X'+ A € lK3, nem oddtrar nerhmmo, st propriedade de sislema,
(0o bor exemplé © Spin do parhudon . A OprGfR Qo awobames de indwduiy define ©
opevader de trans(alag :
T:DCH —bew , TINIXY =Ix'+A>
onde DS ¢ ¢ o dominie des operadores posiae @i, 1=1,23 e X'V sewn aulevtioe
gereralioder Simedtdnem e
Qilxy = xIx'y, =123,
Simalaymende
QuIEAS = (xis DY IX'+ AY | =123
Ew virhude do dasumssag anterien , V1> €8 podemey esnautr:
la> = jmc)lx' I D<K | oS
= TIA) &S = T(A) Kﬂo)dm‘ [N V<Ko = Snmd““ (T W) &lak>
= Jed® I+ AN oy
= gdm da' XY (ol Alay
apas Wi Simples wwdano de wridwta , X' = K+8. Vosoonde- 1) & Gomporfamento doc
funjos de enda. b h(ﬂ\g\&s@/\ APRAN °
d(x) = (o> — {x'- Ala) = & (K- D)



Nesle profo deverry faser um Gomenborie Simplos, porém exdremamen Tielonte Sloie o abor.
dage ua odptame> ponoy implementan & deardaan esposiol. Em nossa tonsiderutde  ankerign
dehme> o operador de tonslagon esponed o ofwmente Lerurmér 8 Sskma do pewte
X €R> a0 poto '+ AE R Sinailonumente, pederiom® - b definids denxands 6
Siskema ponade no povfo X € R> ¢ msiderandd o madanjo dy Sistemo. de Lordehadn
oriesprndente & wm desloroments de Sua origem por ~ A €17 Fisiamente, heso seyun
do obardogum e ntevessodor em obler o desvuipe do SSewa do pemiv de vt de
wm Obserundor Jolizads no pemte — A ER> (om despeity 00 Sistema g0 wordenadon de
obsertudor original . No yonyae do Lea o primeiva abordagem ¢ devamirada whuu |
MY Gue o equnda ¢ chowada de passitm . Cloramente | o obovdagews Sous
equivilinds | tonfwdo, ns dewtm ser iwhurndan . No gt Je seqwe epregonemn openoy
G primein Obordagem.

Assim ome ne case da operndon do onluias Ymporad | wireimey qu impesivsts fisivoy
mente Joroavtin N Jovwad o Wndwin gue o forsla@e egpouad € implemertada pot um
ruapo de operadorts Unctiries e contirwey.

1) Consern@a do. [nformape : esa propriedade eguavde’a worservmds do probobikdade
Mim Ae 6 Sisiema se entonton Orivinaliente i estude normalizade la> € R
estade tarsladads TUAY Y € ® deve permareter norwalidodo

L= dalay = I THAY TN Ly,
Tall propriedade ¢ rivialmente sahisfeita se v operadar de feanslatae espaviall for unitevie
THBYT () = 4 = TUHTH(A)

by (omgsios : b estuda do sisemor tbhdo por dion torslag@n Swigssivun , o primveira tow

pondanetre 8, € R 2 o seyunda (om ponawels B, €R™ dot v equindente o



estado obhdo por umo wwion A arclaod (ew pondineive Ay + A, ER*. Assim | deman_
Aam® Gl

TIMTIAI Y = T+ By+ o> = TR D) (%)

= T(BITIA) = TIA+I,).
Naliurolente, , se esihamen By = - IS, | esporond que o fonslags nesbianh de ful)
wmpos't;ﬁﬂ von oiee o posigw do Sisleme. Porkonto |

T(0)= T(8-8) = TIBTEA) = &
Tosa simples dbsenaips possub dusn (nseQix@nGuay it imporfaier. Primeivamente asso.
Gods oo poametio (tronslacamal) O €R® esta o operador idenhdade | e, T(0) =4
T sequndo Jugar, - poto qualguer pardwelro Srandavenol PER®  exivke wm eubo pavimelrs
- fon gue o tonslaren o s assiadon S08 operaga inversio, e, YA ER
TRY = T(A). (ombinonds esson duow propriedades G o ossobahvidade da wiaplito.
(08 de operadaes, (Ohduiwmnr Gue & operodovy de translagos devem formon wm grwipo.

3) (onfimndade : Cotvidert 6 movimente de wwo porhuada enbe dos pent®y %, X, € R arbitvavier
% XX, Wekuralnen  esporomes g em Suu togeloria, o powda pame por T &
pontts iMomedaariey [k, %) CR . Dessa forma, devt exish Um pavonetro que det @ pakivala
origolmerte em x, o Qualguar eubo ponte dy imtennly (x, ) por wain poxime que fadl penic
onitriy edfa de x, . (Onegiertamente | devemer neguaren gt o teonslagos espavial sju ua
U0 (omiAk e Seu pavivetro , Le.,

3;1% W =1

A
Clavumente | tal disoussa® deve pormanecer unlida indepondentemente do. damersas do ega(o.

Rogo, do wna mantirn ool | dewemen ter gua -

L =
S TR = 8



A diswssss anlevior permide tondbir gt 8 oyt { T(B)'DER — &, e R}
(nshfwn um Gupo de opemdoves LR, gua he (089 umidimensiomel.  DER | onespmde o Um
Opo wnporameivics | Sialon o disuidicde 16 Wnley da ovtuc@e femporod. Assim, pademtn proteder de
ua. waneira somelhonte comideronde uma 1ersan inlidesimal do operader de fvanslacos -

T(AY = 4 -+ 0(NAL)

mde A € wm pavimetro infinidowmal ¢ K = (K, Ky, ka) 300 operndorts ambvodjuntes
Olnunds em DE . VerLiguemn Qe ot sofisfog ‘o teds Propredodes que enwniumer andevior

mentt

V) Unidariedade :
TOAT) = (A+ik¥ A) (8-t R) + DCIAR)
=D ilcen -k s ()5 D) (kD) + OCIAR
= N+ D (- k) + 0 (IArR)
=l
) CDMPOS\@
TIAITIA) = (-t AY (A -t k- A + O (1AM
= -k U+ ) - (ke b Uk b + 0 (MAR

= 0 -i-(A+ D)+ O (1A

= TR+ D,)
2) (oshwaidode -
B T = P (8K 0D
= M

Nosso. proximo. Tavetu Wndse em delernar 6 Operndor K o relagas que deduai_
M@ O teguir exie K e o operader posi® B sera fondowentsd nesta emprestads. Nete



i tolmente e
QuTIBAY x> = Qilw'+ AS = (Xis A Ix'4 A, =113
por sutvd Jonds,
T QXY = T (X I xY) = i TIB)IKD = s Iw'e pY =123
e
L, TINT 'S = M4 8] i-120]
Netonds- gus & esiude Alk+ AY € de sequndol ordem em A, e gas pedemer expandic
X+ AV da equinte forma. -
b = 1%7+ 0 (0ADY,
am virkude ds cava ber whndesra do poraietto [\ demey gua -
(R TIMTIRS = ALY + 0(0BlY), =1,
Firolmerie | wande & fodo de que & vedores gereralizodsy 1KY Formom wmm bane de
& podem®) esLLr o Seguaiiie wewhdade operstorinl -
[Q, T =44
Erpregandy expliclomenit o nepreseningas inFvdonmal de sparador de trunlatas he nela
(08 oM Obie -
S Qe+ (K@ = By Y, G
= Q;Kebo - KeBaBy =t Ay 4 522123 om0 soma sobre & subentendidon
> (@';KL' KaB;) Ay = LDy M
> QK - K,Q = i 4y 4
= [Q;,Kal = 8 |
A ndlogde aamn ¢ tothecido wmo \dagds fundamentol do cowwdagos enre & Operadores de posie

Qi e o geradoey de fonslagsn infawidesimain K, 12123



8.5 - Momentv wome v gerador don Heanslogga

Nesta seow abordomtn divetamente & Signirwde fisitd do gerador de tarlagdn infimdesi_
Mow | 0 operador IK. Pona fante prevsom®s invecar moun wm der Gonteatdr centeom da MC,
& Sober, o WOqOW de momevlie conomcommente oov\'w\ckad;&. Os mowmentsr angmtamente
Gon)ugad® Surgem guande poomm do desouips Lagrangiuna pora o hawaltoniane
ofvouen de oo fronslormoda de fagendve . Nede poceser, @ vdotidader generulizodoy 4,
o i 0 dervadou femporain dan - Worderodn ggneraliaodmn g empregads ho formulacie Joonan
giona a9 Substvhwidon peler memen®) comjwoed®) Ou ordenadds ogneraliandos :

pi(9i,44,4) = %‘%r‘.‘ '

(om iss0 o desoneor de um sitkima Haw wo Lormula@s hamiltonione € f{eita por pon
de woovdenn dan , denamanaden (ahomir | i e by, g sonsforem

ladya; b= 0, Rpemls 0] Aa ) 9§ (%)
Ewm portiwlar | quande 0 oordenaden geveralsaodon gi wointdem cem Gy Cadrdenadan
COARSINAN X{, B) Mevients) conornmente conyngados  Correspondem em gl ( por exemply,
h Wasnua de comps deﬁom%né%wo) o momenty Laneor uswold ¢ Py = mx;

Além don nelardn (X) seem exhemomenk similares “0n nelogon de comutugas  entre
doiS opeydoveh de posi(ay -

(Q{,Q;1 =0
e envt um oprodor de pasiGis e wn gerudor de tranlagin infanidesimoin -

[0, Ke) = g,
Saheme gm0 mewento € O opvador doy Fronsla gota ‘u\%\v\k’rfs'umim da Goordenada CanOMGR_
menle Gnjuguda . Com 150 Somey Javude> o espeunlon gt ® operudor K estu de oguma.
forma nelutemade (ew © operndor momenr he MG, .



Podemey entiie ideniliar o operador K cow 0 Operador mewento?) Nag dirchmenk,
pos ol erhholas waw for Serhds ol gam dimensiomulmente. Da Leo, pona g o Guont
dode I A sejo adimensiomal | 0 opersdor K deve for dimensits de ' comprimenty . No
entonty, wado hey imede de esuwutn:

K= HD/ Constank matvsnd com dimensas de agas -
Infelizmenie. nGo pedemer deferminon ol onstonde wmiamente o parhr d# oxvwen da MG |

Ela tainude, (onmde, wm a mesma constante e oporve ho femena elagga projostor
por de Broglie em 1934,

-t
emde N wepesents & Gomprimento de endoe da onda assodade & mma doade poatiwdu . Em
b polovrmy , 0 operador [K oviesponde ae wimers de endo s sein, AT dividide pelo
Gomprimento de tmdo, ususlmenie dewotodo por K

(A 1550 podemts esuuvtr o O?emdor de transla cae '\V\{?\W‘\l'fﬁ'\MOQ do so%m\\a forma:

T(B) = 4-5p-B+ 001NN
gnde = (pyypyipy) * DE R — R < 0 operador moments . A nelatds do comtu (s
fundsmenod astume o sequinty forme:

[Qd ,‘Pg:\ = foau :

Fiw daro, pois, que Qy e P s oberivin inompoivon  suce)n, < impossiudl
antorivn outoestades Simaiven de Bx ¢ B Uma conegiénia imedioto do preserde
diswssid e do deoema 3.} € o famosn selogos de incerkaa de Heisenberg pona o
mamento ¢ 0 Posi8 de uma porhwdo -

COAQY YC(ARY Y o Ky
Nole | wnhwdo, e Qy e P‘% G | POC exempo , Opseruiuta  (ompaRui -



Deejom®) o seguir encontvar uma expessio pone o opavador de deanslagae enaluendo
poriietren A Liwidtn. Tono fanbo tumen proceder exatumente owe e wase do operador de
eldu(os lmporsd. e deduzic wna eguasde difuenual o poake do operador WCividesimol
A propriedade de composien oy pavvide esouutn:

T(x+A) = TIAYT(X)

= (3-5P2)70 + 0(1ar),
onde & € um pondmetrw indinidoimel | enguonte que x € arbiario. Tona simplifiion ¢
cnqumerto, (ongidetemer iniolmende o m wwdimensionol . Tomande A = Ae, e x=Xey
o [drmla avwe
T(x+b) = (-5 RO)TH + 0(a)
= T - T = “ERA TR + 0(8)
(oriderande & Luwide -

T+ b) - Tx)
N

vy 820 e eqe  vieve pew

o o de ¥ que delane o devinda do operudor T(x) em x €R :

A[TH 14y = gy TebloTH g,

WM Vespeito "o *"?"Q"W mduaida plla nornee de K . Do woso diswssan awevin 4l TK) |
Gm XER whstrhin un gy wwpora mediw de operadoth | de forma gt TK) € il
henle d;\Whuti\rLl am wn subespags dens dt B Logo, em full dominig , Fewo guo
R, T = P TI(x)
Popim\’m, am B DRI E R =, for um opowsdor Lineon, amdvadunto |, delinide om
um Suespo(d densy D) € 8 e independente do pandmetvo fanslacenal | +ome Gud Wi, W0



da. eguoian dileveniol auma , sujedn ‘o tonda(@e de Gntorhe :
Tlo) =1,
t dodo por:

T = exp[5xR] = [ o e ®Pam, , txer
0 aeslinde ouma ¢ tivialmene gmerliaods pono Franclogsen Finibon @8 Lemge de qualoun
e Wordenads f)é C =123 0 ponde do wn oo arbiforie X € R’

T(he) = exp [E0%] .

Pedemen entoe weriflon wma propriednde fundomental do erslu(pw\ , O Salper, Qat duw
towslogin sucesimn oo dongs de diregitn diskindm | por exemplo 0y ¢ 6‘6 , omudam . Picdorica,
mente , 4ol susllade o divial , pois pona chegavimn> ad pento D portinde do ponte
A tonto for qual de camunhd |, 0 verde
possande pdo psvto B ow 0 cominhg ueon
odvavdy do povte C fomamed . Mok matico
\ Byey menR | devemed Yer -

i Ul\k ey) | &) =T (A‘k ¢ + D)
\ T(Bx@x)TUB} @\6} i T(ﬁ‘ae\ + Dy &),

. e .. e
[T(hyey), T(Dce) ] = 0.
Por stdvo [odo, expundande o expenoin ¥ G sequndo ordam em By e By -
T(he) = 8- 50 -3 (BPR + 0 (1)
T(hye) = 1-% ByPy - L0 RE « 0(R3)
obtn® o Soguanle expresstd de egunda ordewm b o Wiwdodor :

Be o.b

——




[T(A\Q‘);T(Axexﬂ § ['ﬂp "\'Pf ?Xl { ‘—“’\u“&"xl { 3% P:a'-lél PX]
v &?ﬂ, Dy P ‘-a%” + (&)
= - bR Tay ] + 0().
Porfunbo , pona. quut Fronslagiin os Jdonge dio div@er € e @, Wi € neressariy guo
[, %) =0
De umo formo won gerul , pona gua teaslatsn as Lege de divegin dichnimy Comwitin |
deven For ga
i R R R e
A vdae oo imglica gui & observiuon 0SOUGS> o ada U diA tampementos
do mowento e, B Pye B, sdb ompolivin. dogd, exickm octoestudsy gerendiander
smlloneen de P, Py e Py
P> = [ofy. Fa” € D(PY R
1l g
Pelpy = B lpy, Rlp>= plp>, Rlpd= g lp>.
(onsdereme , extdd, o agaw de opevudar de Franslagos T(A) sdwe wn omtvestde de mewendo
T 1Py = e BB 1ps = e hehomnyen® o
= ok C—-}RA%P‘ t-{,\a%p,:l“),>
= e h Dub kPt ok Bem P>
= ek BY >,
onde tnamey explikiamenke o fatd de gue s (omponenky do AMERTD e, Conggindemenie &Y opern
doen & +anslagao 08 Longs de divergn dishitn Comadlom pona esvivmey o eqonerial da
Sowa, de oprdoves (eme 0 poduto don expavenudim de codo elimento dou Soww . Condaimen,
bais, amt 8 owdtvestuden de mowento sas Fmbim awfoestadn do oferador de Hanslayon.



Tl nesibrude poderio e sido triviolmende anecipodsy | pois:

[P, TN = Q.
Nole | ho enfanto, que & awdowalor de T(R) ¢ compless, pois apsan de T(B) sor anitario, how
¢ hermifiano.

As relagies do conwitagos aul deduaim®) o8 estudarmh an proprredader da fronslagas ne
tonlexto da MQ

[8;,831=0, [%®1=0, [Q,01= thd
SIA (oMeGday ewb Neoga Comdniuas de omdiagad e (onshiwem wm din alicerces do M -
Note 0 amag poatidon dow sk tom @ rela@r sohslevton pedon coordenadon condkon  do.
MC vo formmlaps hawi Hymana:

Ya0,9,h=0, Ap iy =0, \q-,,m= Ok
Esso. simlaridade foi primewomenk oxplorada por DiraC o propor gue an nelagin de (e,
(oo do. M podeviem ser obidon o pokr day suspechiny selog@n dassican (em Yermes dos
pondaleses de Riisson ) & pordi da Setawv\k negron do bt w0

Ly 1,0

torhetedo  Come qrumw\—'ﬁog@s CONOW LD\ .

f

8.6 - Funds de Onda o Espugs don Posicles

Nesto Se(@s edudame em muew detulhes o equatds de antouulorty | andtovelore
bara O Operador psicod, Com iss0 esdareendo 0 ferme audovelor gererabizads gue

emprugemd> impuheente  anerinrmente. Por Simplikdade, diswdimer imiadmente operas o
t0so Wwdamensienal -
QI> = ¥ Ix'sy, xec(QYCSR, Ix>E DRI R



lome Q ¢ owlsodjunks por Wapolere , pedeme usan o Sequinte decomposichs da
idewhidade |

i = fogdNz = foq & 185
PUAG SUBVA :

X 1x = Q> = @ fdf RIS = [ 6% BRGNS
Precisamm' oS, esclowtter © SK%MJ»iwdo da SQWM( Qq_mqa@:

[ 4% §6) $(&,x) = 20 (%)
pana poderme> melnor entender 6 Wmporkamente da funde de enda ha nepresentoge
don posi @

[nGentolmenle, o eanagaw (¢ debne o diskibwigae deMa de Diac . Bou svan

Ak Shrihwn o (Jemperado.) entende -4t um Lunvemal dinean tontiwg T: F(R) — €
B se'a ol ane

o, TU) = TP ) vl e AR,
nde TR) denoln & wnjunte de fodan on fungir inbitomente dierenidven
defmdor em R que, amim mé an suon derimdos, decoar G %v& e N 1ol

nagide d&w quod Jutr pobhémka o 360,
TR) =4 LR B ¢ |l POLH) =0 yoebR(R,m), UmgeN}

—> 00

Tl epoe de fungser € deromivade epags de Schwarta . Desso forma., wmat
diskibunide Yemperada won possa de um amento ok do espagd dual ae espas
de Schwartr, T(R)'.

Com issd pedemer [inedmente defimir o diskibwicas delta de Divac centrada wo
pewdo X' € R, denotadoe por &y, tomy o diskibuiie Liempernda) e o ada { € TR

osaus & o wlor no pends X', J(X), ew seja,



S (£) = £(x) (%)
Nok qua o nelageh aGmo corresprnde owdmmente o (%) . P expliudon wanda movn ol
wonespmdnug € (onewiehle infroduie o neges de fungow gerernlizodo. de Soooler,
Qua pertaie eswaver (#) me 6 Soaninte prodacto iatemo -

X‘Rdsz [() §(x-+) = {)  vI1eT(R) .
A fungas gereraizada 6(x-x) nepresentn 6 diskibui(@n deltn de Dirue cenvado em
X', sendo, pois, wwodmenke denaminoda fun@d (generlizoda) delto de Dirac . £ féul
tonstior Gt se §(%-x) fose wwom de fato uwa  fungas wwold , deria gL e
avlon em toda o netw otead, excebo o penbe X=X, pois dy(4) dewt e owwlon pana
Toda f{«mrﬁb fe TR wy Supon e conkenhe X! (onSquLEhkmen’re| o dado direito
de () sori wdo e v iomall & f(x.). £ sob esk pont de wistu Qut o hode de
Soboler wondhtua um edencas do (oweih wwod de fungn.

Muits distribuagonr | o delta de Dirac em pantiwdon , pedem Aev ohhdan o ponkir de
Jimide de diskibuwagien -

T, (60 = L R0 FW d Ve PR,
orde A, R —C , nEN a8 fun@s wmoin. Desso formen o fangae oneralizada
Gua repusetn Tol distibuagos pode ser enkndida Lomer won Jamide da segirghua de
fongeen . Um exemplo do seqiifhua de Lonn Quut opmxine. neste sertido . fungdw
[gereruianda)) delia de Dirac ¢ -

i R—R (X \-J%e"‘q"z, ne N,

Qua sabs o :
T §ohlex) 0 dx = £, Ve T(R).
Notonda LIS



B (A k() =0, yxe R*.
N fpdx ki) =L, vnenk,
pedem®) Iner prcton udeq{mdamevée 0 Myiadnaa de fungen by e amam desenvolutn umm
nofb intikin de deld de Divae. A medids awt n esce, o fung@d i, knde &
€ (omportun (e uma densidade Cohceriradd €m Lm Whly povto x =0 . Assim, o
diskibuaow deltm de Divac , wonatitritoda polo Binide de hy Guondt h—>e | pode
or eendido. Gmo o denvidade do ol gnamdera concenteada e wn G ko
Por oxempls | essa inerpelacae judkhion 8 e do delfa de Dirac pona siepesentunme
0 densidode de wm pevie tooseviak do moma M€ RT Jowdiande o posias x' € R
par
PO = me(x-x,
Pois hesle CONG
P =0 | ¥xx e [ dx pl) = m
Rorfonko, ponat sahsozer (%) dewemen fomgr
(X, ¥ = (x-x),
de formp ou
[ dX HE) L@ = [ % SE-NLE = £, vee TR).
Sambrands quy em (%), YK, X vepesentos o produde inkeeny <XIX'S, conduimb
-
{1y = §(%-x).
(onsideem®, entiis, que & sislemo < entonve ne esiude | €8 | devids o
resdmdh da idenhidode em derme> dtr amctoestadsy oenenlizodty XS, pedem® esuven

> = [ IOy dx!



ende o Gelkdiente

ey = ¥y ()
oriespede ‘o funcos de endo. o nepresentasde don positr. Nole amt o guarhdade

FCIFVIREERTIR A
nepresente o densidnde de probobilidade de encorformyy o ponkuda desiitn pdo estads
lod hon Wizithanges de pento X' € R Noimaﬂmev\k,pev\emeo esiuver 0 produto interng
enit & eder [0, 187 €% em domen do Sohweposi 8 don Tuspechumn fungia de
enda o Nepreseragas don pasig®s

(Blety = [ d% lixantay = [ df F5) (8,
out nepesente. o aplitude de pobobilidade do edode 4> ser encovtrade he edmde B>

Seja endoe A:DAICH — 80 um observmued amalguer e supothat au
|7 187 € D) | deseyumer expessan o quariidade  {BIALAD em fermey dan Lungata
de wndo. Yy e Vg . Clavament,

CBIALay = [ dx' [ dxt (BIXSOCIAL I oy

Lﬂmdx Lm&x“ k\fe,(x) VAR P ()

Assim, pars odwlarmgy {BIAIAY bosto Sabermer Cx'TALX"S . (arsideremr o Segirnie
oemplo ho quad 0 opernden A ¢ wme fungos do Operadar de pesicas Q:

A= Qf,
UL MO Weher Pasieriormente oponcce he hamiloniono de ostilador harmomiy o ser
diswdado ha proxima omlo . Nesle casy:

KIRIY = G (0 1) = a0 iy = i G- x)
)0 Swbshhwgos ha inteqnal dupla asira fornece

/



CBIQay = [ g [ da ) xr™ G- u1) Wy ()
= fe dx' e ()2 ().
De umo forma o geral podomes wan o feokemo de luldo Luniomal pon esnever
gl 2(Q) 1oy = Irm dx' Fal) L0 Ya (8)
mde L R—>C ¢ odgume. Lungs  contiwa e liwitoda

8.1 - Opedor Momento no Repesentugos dos Rosigiin
Deduzimey hestn Segd WL expessie pond & operador momento NG negresentn (s dovy
POSIRA | Bu sejn | tom respeits ‘o o formada  peles owdvestuder oeneradizod® do operaduor
i@ Q. Poang wra main darexa do exposi (38 Corhimom® nashrites as (om0 Wi dmensi
oval . (onsidee, pois, o g do operador de translagae inmdesimal e um estuda lay €HL
onbidvig -
(B-52P )0y = [ dx TIAY 1<t ey
= fedr X AP oY
= fm)dx‘ FOASEIN Y
Pedom® entae tonsidoon & pindmas de Tawlor do. fungs de enda em primeira ordem
O=AY ) = (=) = $) - Adehlx) + (A7)
= oy - Boag X' Tad + 0[N
)a Swbshiwh(as ho equath awme fornee:
oy = 2Pl = [ de DOy = B [ de! T B el
= Play = jm)dx' Ix'> (—\"\Bx- VAN
Tomonda 0 poducto inketne e | %Y, oblemey:



EIPlay = [oqy dx RNy (-ihde il )
L(mdx' d(x-x') (-mx.q'\oo}
= - ith 9 (k1o
= -ih WYL &)
Similarmente | pano wm eshado |B>€ R ovbitvario | feme O
BI1P1ay = [ 0 CBIx (14 (xlad)
=[x Fole) (-3 ) $u(x)
De gnde conduime Qe vo nepresenimpas db posies © operador momento ¢ dado por :
Pz -iha .
Nofuralmene oo potencion nadiroin do dperador momerto pedem @f obkdon iderander
0 Fornmlon awme :
KPTay = ()" 3 4,
GBIy = [ b Y[ ER % [H0Y, e N

—
—

8.2 - Funcoes de Onda o Espucy der Momente

M agom trabalhamer exdumvmente wm 6 bane onshituldo plan amttesta ey
guneradizadey do operador posiged . Contude | exisle wme simelia ene & opgrodares
momene ¢ Posiae | evidenk pelo forma dan nelagen de WIWIR QS NONLOD | OpnL e
exparamed  devtdamente. Consideramen | porfunid | hestd Seqos G desUnas o ponkir de wha

bowe de awdoesnde do operndor wmaments-  similonmente denominado  nepresenincap de
newnente>

Por simplicdade Woniemsy 0n WOSSOS  Congidern (e nestitan ow Lowd Wi damensimmoll .

Pontinds da elagow



Pled = p'lp'y, Vo ea®CR | I¢>e
e proedends exalamente (ome ne tose do operador posis , tondammb g °

el = 9 (p'-p")

Podemen nofumralmente expandir um eduda avbifeario o> € § o bane de owto_
estad®> oeheradazade> da operador mamendy:

85 = [ dp! 1PO<p 1Y
A omplifude de proboboilidade

ey = B, )

e wwolmentt denoiirada fungon de endow o expags dio mament® . Sew module quadrade

Kf'\d>\1= ?éd(p') @, (o)
wrespnde 0 densidode de probobilidade de entortroymi em uwem edigow do womenty
e sisema 0 plor p € ¢(PYCR.

(omo pedem® represenion wm mesmo Siskema tunto na bose da opermdor pesicaw
Quanto do oprador tomen, devt exishr wma adood enve ¢lon . Anologumenle oa
ong mridsmensional, espexamed doié- la o porkir do analise do Mguank producty interno
L™ ) ame € wme fungds tunto de P woantode %' wwnalmenle denaming dg fungas
de frovsformagas entee on neptsentn (@ don psida e den mement® . Wlizandy o
nelogo

KIP oy = - k3Kl
deduida 1w tec0s awerior, (oM LY = [p'> , Obtem® 0 Seguank equmo (Ol difartnial -

PPy = R0y & P () = -y T K]
wjo solwpas gerad € :

Yo ld) = N exf*,



gnde NEC € uma constonk de iNeqnasds aus delerminareme psteriormente

Clovamenk, V() < wma fungde de dmon wridwin @ pe x'. Comtwdo, sempre pedemss
Lixon wma don Wiinvta e esudi-lo come umo fancae de wma Gwiio Wuridned: Fixemo)
mis, 0 Uwviavel P Nesk case, ¥ () pede ser interprelada toms 0 omplituge de probobi_
lidode de enconvarmgr o awdoestudd de momenty egealicade por p'oha psi@e ', indionds
Gub & fwngos de bwdo ha aepeentngds don posi(Ea de win owdvesinda do Momendy € wma enda
blano -

R thlermes o constande de hoemalitagow N, hotomd gua -

§(X-d") = XX = Lmdp'ﬁ'lp‘x\:‘\x" = [NI* g&v) o Tl
Eswolhendo «(P) =R, gua coresprmde 08 cose ende 0 momento pede Gssumar qmﬂqmu
Wwor | e cohecemer g

(oop e B0 = g (a5 PO o s
Substiwinds fod nelagan na ogmads acme , conduamed gt :

) = a1t = (N= VeET
ode estolhemer N neal o st Lege,

bl = X p'> = (ams) o 5P,

Notando oy

be(p) = {pIxY = &ilpy = (amk) ™ kP,
cndwamer similarmene aue o amplitude de probobilidade de engontrarmey wm audoestads
do operador posios espeGifaads por X' € T (Q) (Im momento p' tambem ¢ despute por uie
onda plona.

Podemen Frodmenle deduziv o nelogas enive an fungan de emdan hon Supeseriagen de
gwent®) e don pipr . Pona tonto , boste aue neesvavamey



CHEYE K\de' Klp><play e p'lay= &de‘ X< Loy
0o, Sequipie forma

4, () = (ana) “’P " ¢. () e dulp)= (am) Kmo\x' U AR
Demmansivome  pois, Qua On TEPRENALIA ne espal® din momentt e WO Epnpe don pasifee
esoe dovevadm peo FransLormada de Fourier

3.9 - Gerenhas(as pam - Dimensitn
Todod 00 nesson torsidern(pn, Leidon origivolnentt pana 6 coa widimensienad |
podem faGlmente ser estendidan pana & (0% Hidamensiomal . Fono erxjr\), devewed poadir day
egfmyiw\ :
Qi lx> = xi lx> e Plpd> = pilpy | i=423,
Qe impliam on sequanter el @
XX = E0a-xT06 -3 60 -x3) = & (x-),
Pl p'7 = Epi- P Eles-p0) dlpy-2) = 8% (p'- ¥") .
Usandg on decompsigor da Undage -
L= {08 0] e = [y gty
pedetnd oScuutr am estugo arbitvario [ay € ¥ do QUL fort
Loty = [ 0 X<y e Loy = [ dp IE<p! oy
0 portir dan guown idenk htom®) 0 funigtn de tnda o nepresentucpd  don Posi pika -
Ya (X} = K%' 1aY
e P yepesenm(os déy Moment® :
9, (") = {p'lay.
Q 0pera dor MOMerd o Jepesena (0w dap hositsta assume o sequinte  Forma -



CBIP oy = [ g o5 00 (FiXW ) alu)
Ja o {whow de honsforra@p € dada por
Klgy= (R ek Fr
de forma O :
\Pol(m 7 (m"\)'}h Su&’ dz‘\’l eh P %(\9‘3

0.(p) = (mR) ™ [ @ e kP ()



