PARADOXO DO INFINITO

O laboratorio de

INFINORMATICA

Os habitantes do planeta Umbilicus estao
prestes a resolver todos os grandes problemas
da matematica. Sua tecnologia de computagao
dispée de memorias de capacidade infinita

Por lan Stewart

[A  biblioteca universal possui] tudo: a historia
minuciosa do  futuro, as autobiografias dos arcanjos,
o catdlogo fiel da biblioteca, milhares e milhares de
catdlogos falsos, a comprovagio de sua falsidade,
a comprovagio da falsidade do catilogo verdadeiro...
(a relagdo) representacio verdadeira da tua morte,
a versio de cada livro em todas as linguas,

as interpolagoes de cada livro em todos os livros.
Jorge Luis Borges

"A Biblioteca de Babel"
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redator-chefe ao telefone.
- Precisamos imediatamente de uma colaboragdo
sua sobre grandes sistemas de computador.

Protestei.

- Mas sou um matemético puro! Escrevo para pessoas
que ndo tém computador, ndo querem ter um e provavel-
mente até os abominem.

- Ah, no fundo é tudo igual. Computadores sao processado-
res, e matemdtica é mais ou menos a mesma coisa que processa-
mento de dados, ndo é? Tenho certeza de que vocé consegue. A
data de entrega é quinta-feira. - E desligou.

Era segunda. Comecei a suar frio - ndo pela primeira vez, pois
a incompreensdo concentrada dos jornalistas me atingia com fre-
qiiéncia e, mesmo assim, sempre me surpreendia. Nessa situagao
dramatica, eu precisava de ajuda, e rapido. A tdnica coisa que
poderia me ajudar seria uma visita relampago a mente superior
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do velho amigo doutor Zebedee J. J. Bunnydew, do Instituto de

Pesquisas da Corporagao Salmigondis, em Kluzmopodion.

Isso ndo é tao facil quanto parece, pois Kluzmopodion fica
no planeta Ombilicus, um bilhdo de anos-luz (e mais alguns me-
tros) distante da Terra, na direcdo do olho direito na constelagao
de Orion. Por sorte, no meu jardim (logo atrds das amoreiras)
encontra-se o espago-tempo quadridimensional com um ponto
grudado sobre o planeta Ombilicus. Ha alguns anos, cai dentro
dessa singularidade, ocasido em que pude conhecer Bunnydew.
Entdo, num momento furtivo e sem atentar aos espinhos, pulei
14 no meio. Em Ombilicus, um veiculo-brontossauro me deu
carona no ultimo trecho do caminho até o instituto. O destino
estava a meu favor Bunnydew tinha tempo para mim

- Grandes sistemas de computador? Poderia lhe dizer mui-
tas coisas sobre o tema, mas ndo posso.

- Como? Vocé poderia, mas ndo pode?
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- Projeto secreto do governo. - Ele se curvou. - Guerra dos
quasares - sussurrou. - E tdo secreto que nao posso falar sobre
isso nem comigo mesmo.

Ap0s refletir um pouco, seu rosto conspirador se iluminou.

- Vocé esta com sorte. Tenho algumas idéias que de tdo ma-
lucas ainda ndo revelei as pessoas do servigo secreto. Grandes
sistemas de computador? Vou lhe dizer, eles nao podem ser
maiores que o meu. Venha!

Olhando em volta por precaugao, ele me levou a outra de-
pendéncia, cuja porta apresentava uma estranha placa. Talvez
fosse a sala numero 8 e a placa estivesse torta. Mas aquele sim-
bolo me parecia conhecido de algum lugar.

- Este — disse Bunnydew com voz abafada — e o laboratério
de infinormatica.

- Infinor...? Ah! - Aquele era o simbolo do infinito. Mas o
que seria infinormatica?

SCIENTIFIC AMERICAN BRrasIL 7



"Infinito mais 1 continua sendo
infinito. Esse é outro dos muitos
paradoxos do infinito",
comentou Bunnydew

0 chip infinito

Bunnydew abriu uma gaveta e apareceu uma tira de plastico
preta, com cerca de 5 milimetros de largura e uma fileira de pi-
nos de metal de cada lado. Podia-se ver mais ou menos 1 metro,
o resto aparentemente estava guardado dentro da gaveta.

- Parece um chip com circuitos integrados - falei -, s6
que mais longo.

- Muito mais longo - ele retrucou. - O que vocé esta vendo
aqui é uma ponta do chip linear infinitamente longo de Bunny-
dew, também chamado de chip LILB. Ele possui infinitos dispo-
sitivos de armazenamento, cada um com capacidade de armaze-
nar 1 bit- o digito 1, quando estiver carregado eletricamente, ou
o digito 0, se ndo houver carga. E vocé sabe, qualquer informa-
¢ao pode ser representada como uma seqiiéncia de zeros e uns.
Um chip LILB pode estocar ndo apenas todo o conhecimento do
mundo, mas muito mais, infinitamente mais!

- Agora entendi porque vocé deixou a maior parte dele guar-
dada na gaveta.

- Bem, essa coisa ocupa bastante espaco. Tenho de coloca-lo
em um campo compressor pandimensional infinito. Mas esque-
ca essas bobagens técnicas.

- Os sinais elétricos ndo levam muito tempo para ir de uma
ponta a outra? - perguntei.

- O que é a outra ponta? Uma delas eu seguro na méao e
o chip continua infinitamente em direcdo a outra ponta. Mas
vocé tem razdo, demora um tempo infinito.

Comentei que isso ndo era muito pratico.

- E verdade. Mas mesmo assim o chip LILB ¢ interessante.
Por exemplo, ele ndo precisa de fornecimento de energia.

Nisso nao acreditei.

- E o principio da conservagao de energia?

- Nao vale - replicou Bunnydew. - Nao para sistemas infini-
tos. Vou lhe explicar. O chip LILB é composto, como quase todo
chip, de silicio, um semicondutor. Quando alguma parte do si-
licio estd carregada de eletricidade, isso se deve ao excesso ou a
falta de elétrons. Se vocé, por exemplo, tirar um elétron de um
semicondutor, entdo restara um dispositivo positivamente carre-
gado, que os fisicos chamam de lacuna. Vamos comegar com um
chip LILB em estado neutro, sem elétrons, sem lacunas, com um
zero em cada dispositivo de armazenamento. Esta claro?

- Com certeza.

- Bom. Agora vou colocar um elétron no dispositivo 1. Vou
toma-lo emprestado do dispositivo 2.

- Mas, entdo, deve ficar uma lacuna no dispositivo 2! A
energia total é conservada!

- Calma, meu amigo. Vou tirar um elétron também do
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dispositivo 3 e coloca-lo no dispositivo 2. Com isso, a lacuna
do dispositivo 2 fica preenchida. Depois, ocupo a nova lacu-
na no dispositivo 3 com um elétron do dispositivo 4, e assim
por diante. Vou tomar um elétron emprestado infinitas vezes:
para cada um dos ndmeros n = 2, 3, ... pego um elétron do
dispositivo n e preencho com ele a lacuna do dispositivo n - 1.
- {Quadro na pdg. 9, acima.) - Qual é o resultado final?

Pensei um pouco.

- Vocé vai conseguir um elétron no dispositivo 1. Os demais
dispositivos perdem um elétron, mas recebem outro de volta...
Portanto, no fim, eles permanecem neutros. Mas - acrescentei
- naturalmente vai surgir uma lacuna no infinito.

- Justamente. Nao - ele corrigiu. - Existem infinitos dis-
positivos de memoéria, mas nenhum dispositivo de memoria
no infinito. Cada um deles pertence a um valor finito de n.
Naio, recebo um elétron no dispositivo 1, e todo o resto fica
como era antes. Criagdo a partir do nada! Mas esse é ape-
nas um entre os varios paradoxos do infinito. Imagine um
chip LILB que esteja completamente cheio com um nimero
infinito de informacgdes.

- O que é um numero infinito de informacoes?

- Que tal a lista completa de todos os nimeros primos?
Naturalmente eles sdo um numero infinito de informagdes.
Tenho um chip LILB cheio aqui no laboratério - vamos cha-
mar o banco de dados Galileo. Vocé nem imagina tudo o que
estd armazenado nele! Nao importa - pense que vocé tem um
chip LILB totalmente ocupado e quer armazenar mais dados
nele. Como vai fazer isso?

- Nao da. Se o chip esta cheio, entdo nao ha mais espaco nele!

- Em um chip infinito sempre had mais espaco. Pense em
como as lacunas se deslocaram quando colocamos um elétron
no dispositivo 1.

Pensei.

Considerando que armazenei no chip LILB

uma seqiiéncia de ndmeros bindrios que comega com
101100011000..., mas esqueci do 1 no comego. Entdo a se-
qiiéncia na memoria fica 01100011000... Onde vamos enfiar
o 1 que ficou faltando? Na outra ponta ndo ha mais espaco,

pois ndo existe outra ponta...

Sempre cabe mais um bit

Aha! E preciso apenas inverter o truque dos elétrons e deslocar
os bits como fizemos anteriormente com as lacunas (quadro na
pdg. 9, embaixo):

- Desloque todo o dispositivo de meméria para trds - ex-
pliquei. - O bit do dispositivo 1 se desloca para o dispositi-
vo 2, o do dispositivo 2, para o 3, e assim por diante. Entao
o dispositivo 1 fica livre para o bit que faltava.

- Vocé entendeu. Infinito mais 1 continua sendo infinito.
- Ele escreveu " + 1 = «" em um bloco de anotag¢des. - Esse
é mais um dos muitos paradoxos do infinito. O todo pode
ser tdo grande quanto uma de suas partes. E se quisermos
armazenar varios dados novos?

- Entdo teremos de deslocar tudo tantos dispositivos para
tras quantos novos bits quisermos acrescentar.

- Muito bem! Com isso estd comprovado que o resultado

MATEMATICA



é sempre infinito quando adicionamos ao infinito um ndmero
finito, ndo é mesmo?

- Acho que sim... Depende do que vocé quer dizer com
"adicionar".

- Vocé esta ficando cauteloso com suas afirmagdes sobre o
infinito, gosto disso. Certamente agora pode me dizer como
é possivel armazenar um ndmero infinito de novos dados em
um chip LILB cheio, ndo é?

-Temos simplesmente de deslocar tudo infinitas vezes... Nao,
entdo tudo vai acabar caindo fora no final do infinito.

- Mas néo existe um final do infinito.

- Mesmo assim, tudo vai acabar caindo fora - teimei. - Tem
de ser assim, mesmo que ndo exista um final por onde eles
poderiam sair. Se vocé deslocar a informagdo infinitas vezes,
entdo ela desaparece.

- Certo.

- Entdo nao da.

Zebedee J. J. Bunnydew riu.

- Entdo infinito mais infinito é ainda mais infinito?

- Sim. Nao! Estou confuso! Infinito é o maior valor que exis-
te. Ndo podem existir dois valores diferentes para o infinito...
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Ele balangou a cabega, chateado.

- Errado de novo. O seu matematico terrestre Georg
Cantor estaria virando no timulo. Mas a questdao nao é essa.
Simplesmente, considerando todos os n, transfira o contet-
do do dispositivo de armazenamento n para o dispositivo 2n.
Entdo, todos os dispositivos impares estardo livres: infinitos
dispositivos. Neles vocé pode armazenar os novos dados.

Infinito multiplicado
Mas isso é igual a embaralhar cartas! - comentei animado.
{Quadro na pdg. 10, no alto.)

- Um bom exemplo, meu amigo. Isso mesmo, se vocé mis-
turar cuidadosamente dois montes infinitos de cartas, tera
no final um tnico monte do mesmo tamanho. Disso resulta
que ® + o = o, como vocé deve ter imaginado. E possivel
até armazenar infinitas vezes informacdes infinitas. Esta co-
megando a entender as vantagens do meu chip LILB? Uma
memoria que nunca fica cheia; ou melhor, quando fica cheia,
basta reorganiza-la para arrumar mais espacgo... do nada!

Argumentei que tudo aquilo demoraria uma infinidade.

- Vocé pediu sistemas de computadores grandes, ndo rapi-
dos - ele respondeu com um sorriso com-
placente. - Mas ndo se preocupe com o
tempo de processamento. O primeiro des-
locamento poderia ocorrer em um segun-
do, o segundo, em meio segundo, o pro-
ximo, em um quarto de segundo, e assim
sucessivamente. Apds dois segundos, todo
o trabalho estaria feito.

- Ridiculo. Voceé teria de deslocar os elé-
trons em velocidade cada vez maior e nada

Mo/ T\ T/ \e/ e/ M2/ el

é mais rapido que a luz.
Ele me olhou, astuto.
- E como vocé chegou aqui, a uma dis-

0 esquema acima representa um chip de meméria infinitamente longo. Se todos os elétrons (coloridos),
com excegao do primeiro, forem deslocados um dispositivo para a esquerda, o resultado sera um elétron
excedente no primeiro dispositivo. As lacunas deixadas pelos elétrons removidos desaparecem

no infinito, o que contradiz a lei de conservagao de energia e de carga

tancia de 1 bilhao de anos-luz e alguns me-
tros mais, sem tempo sequer para comer
um pao com manteiga no caminho?

Fiquei um pouco vermelho, sem graca,
e comentei:

§ - Ha, bem, com excecdo das singula-

Os primeiros bits do Galileo, um banco de dados infinitamente longo

]

ridades do espago-tempo.

- E essa é apenas uma possibilidade.
Estou trabalhando em um chip de me-
moria infinita que consegue se esquivar
completamente desse problema.

Ele abriu uma gaveta e tirou de 14 um

rascunho. (Quadro na pdg. 10, embaixo.)

§
LA Y

- O retangulo aureo de Bunnydew -
anunciou ele orgulhoso. - Vocé deve se lem-
brar de dois principios basicos do modelo

1

} do chip. Em primeiro lugar, a repetigao,
em segundo, a redugdo fotografica. Vocé

Mesmo cheio, o banco de dados Galileo (acima) oferece sempre lugar para mais um bit. Para tanto
basta deslocar o nimero infinito de dados ja existentes uma casa para a direita e introduzir

0 novo dado no dispositivo 1

www.sciam.com.br

vai perceber que o modelo é composto de
infinitas repeti¢des da mesma unidade
bésica, uma udnica célula de armazena-
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SOMA DE INFINITOS

Interruptores rapidos

No inicio, fiquei impressionado, mas
depois surgiram algumas duavidas.
- Isso funciona? O que vai acontecer

se 0s componentes se tornarem menores
que os atomos?
- Reduzo o tamanho dos atomos

1 1 0 1 0

também - respondeu ele.
0 \ Minha expressdo ficou sombria e
fui invadido pela necessidade de dimi-

nuir um pouco também esse papudo
arrogante.
- Ainda tenho certos problemas

=

1 0 0 1 1 1

- ele acrescentou rapidamente - com
uma emulsdo fotografica de granu-

Duas vezes infinito ainda é infinito. Dois bancos de dados infinitamente longos - um no alto e outro
embaixo - podem ser entrelagados em um Unico (no centro) com a mesma extensao

mento, cujo tamanho, porém, é cada vez mais reduzido.

Zebedee]. J. Bunnydew tinha desenvolvido uma camera
reprodutiva inovadora capaz de reduzir uma fotografia a
qualquer tamanho desejado. A unidade basica de seu chip
era quadrética. Ele resolveu habilmente o problema de or-
ganizar um namero infinito de elementos de memoria e suas
combinac¢des em um chip retangular valendo-se de um re-
tangulo com lados proporcionais de acordo com o nimero
de ouro ¢: a razdo entre o lado longo e o curto é idéntica a
razdo entre o lado curto e a diferenca de ambos. Se apagar-
mos desse retangulo o quadrado formado a partir do lado
curto, entdo, o retangulo que sobra é semelhante ao origi-
nal: a razdo entre seus lados continua sendo o numero de
ouro. Com base nessa premissa, é possivel definir o valor de
@; o resultado é ¢ = (1 + \/5)/2 =1,61803398874...

- Se tirarmos uma célula de memoria
desse chip - disse Bunnydew orgulhoso

losidade infinitamente pequena. Mas
vou resolvé-los. - Ele devolveu o ras-
cunho a gaveta. - E entdo vou conse-
guir também o relégio digital infinita-
mente exato ha tanto planejado. Ele
mostra a hora exata com casas infinitas, e com a ajuda de
um mostrador de cristal liquido no formato de um retangu-
lo de ouro que quase...

A sua expressdo facial profética comegou a me dar medo
e tentei fazé-lo pensar em outra coisa:

- Conheco um enigma sobre médquinas infinitas. Imagine
um interruptor de luz. Vocé o acende; depois de um segun-
do, o apaga, depois de mais meio segundo, acende, depois
de um quarto de segundo, apaga, e assim por diante, cada
vez mais rapido, de modo que o periodo decorrido até se
apertar o interruptor de novo é sempre a metade do periodo
anterior. Depois de dois segundos, vocé o ligou e desligou
infinitas vezes. Entendeu?

- Sim.

- Depois de dois segundos, a luz estara acesa ou apagada?

-, a parte restante, gracas a minha idéia O MENOR CHIP DO MU 0

genial, tera aparéncia idéntica ao chip
original, s6 que menor. Minhas novas
técnicas de reproducgdo recursivas... ai,
ai, ai. - Ele interrompeu-se e entdo con-
tinuou, nervoso:

- Altamente secreto. Por favor, esque-
ca que eu disse qualquer coisa. De toda
forma, como as medidas do chip sdo
finitas, a velocidade da luz ndo é mais
um fator limitante. Além disso, esse é o
primeiro chip do mundo que pode ser
feito tdo diminuto e tdo rapido quanto
se quiser, simplesmente cortando um
numero finito de bits da ponta, Mas vo-
cés, terrdqueos, ainda estdo a milénios
de distancia disso - concluiu ele, com
um sorriso triunfante.
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0 retangulo aureo de Bunnydew possui
um ntimero infinito de versdes cada vez
mais reduzidas do mesmo elemento de
memoria: o banco de dados Galileo cabe
no bolso da calga
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O rosto de Bunnydew se tornou estranhamente palido
esverdeado, e ele hesitou. Depois de um tempo, disse:

- Desligada.

- Por qué?

- Porque de tanto desligar e ligar nessa velocidade, o fu-

sivel vai queimar.

Maravilhas do Complac-B
Quis lhe dar um chute, mas ele se esquivou e se protegeu atras de
uma bancada de trabalho. De repente, deu um grito de alegria.

- Vocé me deu uma idéia grandiosa! Computadores nao
sdo nada mais que uma combinagdo de interruptores. Eu
poderia inventar um computador que trabalhe como esse
interruptor! Vamos chama-lo de Complac-B: computador
legendério de aceleragdo constante de Bunnydew! Vocé tem
nocdo da capacidade de um aparelho que pudesse realizar
um numero infinito de célculos em tempo finito?

- T4, ta... Certamente mais rapido que alguns teraflops...

- Diga um problema matematico famoso insoluvel. Qual-
quer um.

- Hum... A conjectura de Goldbach. Todo ntimero par
é a soma de dois nimeros primos. Expressa por Christian
Goldbach em uma carta a Leonhard Euler no dia 7 de junho
de 1742. Até hoje nédo foi comprovada.

- Muito bom. O meu Complac poderia encontrar uma
prova ou um contra-exemplo por experimentacdo. No pri-
meiro segundo, ele testa todas as possibilidades de represen-
tar o 2 como soma de dois nimeros primos. Nesse caso, na-
turalmente, s6 existe 2 =1 + 1.

- Mas 1 ndo é um namero primo.

- Hoje ele ndo esta incluido entre os primos, mas no
tempo de Goldbach era diferente. Se ndo, a sua conjectura
seria evidentemente falsa. Por favor, sem sutilezas 16gicas!
Onde eu estava mesmo? Ah, é... No primeiro segundo, vocé
testa se o numero 2 pode ser classificado como soma de
dois nimeros primos. No meio segundo seguinte, testa o 4,
no quarto de segundo seguinte, o 6, no oitavo de segundo
seguinte, o 8, e assim por diante. Depois de dois segundos
vocé ja terd testado todos os nimeros pares naturais! Entédo
a conjectura de Goldbach terd sido comprovada ou vocé
tera encontrado um contra-exemplo. Com esse método,
nada pode dar errado.

- Que loucura! - Fiquei em estado de grande excitacao.
- Assim vocé poderia solucionar ainda outros problemas di-
ferentes! Por exemplo, o teorema de Fermat: o expoente n
de um nimero natural, sendo n > 3, nunca pode ser repre-
sentado como a soma de duas poténcias com expoentes 1.
Pode-se simplesmente testar todos os n em seqiiéncia cada
vez mais rapida! Seria possivel comprovar ou refutar a hipé-
tese de Riemann calculando todas as infinitas posi¢des zero
da fungao zeta! Seria possivel descobrir se existe um ntimero
infinito de primos gémeos, ou seja, pares de ntimeros primos
com uma diferenga de 2 entre si, como 17 e 19, simplesmen-
te examinando cada par possivel. Seria possivel...

- ... fazer ainda muito mais. Vocé ainda ndo entendeu o
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TERAFLOPS

Velocidade de processamento que corresponde a 1 trilhdo de
flops (floating operations per second, ou opera¢des em ponto
flutuante por segundo). Ponto flutuante, ou virgula flutuante,
é uma representacdo de numeros reais de forma semelhante
a notacdo cientifica em poténcias de 10 (no caso de sistemas
numéricos nessa base). Por exemplo, 0,0637 é indicado em
ponto flutuante por 6,37. 10:, e 5892,53 por 5,89253 .10:.
0 uso desse recurso [0 ponto ou virgula flutua para a direita
ou esquerda nessa representacao) facilita a manipulacéo de
nimeros muito grandes ou pequenos nos computadores.

tamanho real do infinito. Com o Complac-B vocé poderia,
em dois segundos, comprovar todos os teoremas matemati-
cos demonstraveis de alguma forma.

- O quééee?

Solucgéo de todos os problemas
Ele suspirou paciente.

- Pense no que é uma comprovagao. Vocé tem uma pe-
quena provisdo de axiomas, teoremas, os quais pressupoe
verdadeiros, e uma pequena provisao de regras légicas de
deducdo. Tudo o que vocé fizer com os axiomas por meio
dessas regras é um teorema matematico, e a propria refor-
mulacdo é uma prova. Existem infinitas provas possiveis,
portanto, também infinitos teoremas possiveis. Mas cada
prova pode ser representada por uma quantidade finita de
seqiiéncias de bits; e como sé existem quantidades finitas de
seqiiéncias de bits cuja extensdo nado ultrapassa determinada
barreira, o mesmo vale para as provas. Portanto vocé pode
organizar todas as seqiiéncias de bits segundo a sua exten-
sdo e testar com o Complac-B se cada uma é uma prova.
Como cada teste precisa apenas da metade do tempo do seu
anterior, em um periodo de tempo finito vocé tera acabado
com toda a matematica do mundo.

- Mas isso é terrivel - retruquei. - Vocé deixaria todos os
matematicos desempregados para sempre! - Percebi, entdo,
como Pandora deve ter se sentido ao abrir a caixa...

Bunnydew saiu de seu abrigo e me empurrou com cuida-
do para uma poltrona.

- Acalme-se. Alguns detalhes ainda precisam ser resolvi-
dos. Quanto tempo vocé acha que uma pessoa precisaria para
ler a lista que o Complac-B imprimiria com todos os teore-

mas matematicos imaginédveis? SA

PARA CONHECER MAIS

Dem Unendlichen auf der Spur (No rastro no infinito). Eli Maor.
Birkhauser, 1989.

The problems of mathematics. lan Stewart. Oxford University Press, 1992.
Bridges to infinity. M. Guillen. Rider, 1983.

Mathematics and the imagination. E. Kasnere J. Newman. Bell, 1961.

Das Unendliche (0 infinito). Spektrum der Wissenschaft Spezial 1/2001.

SCIENTIFIC AMERICAN BRrAsiL 11



