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Defina-se (x; y) como: (x; y) = {{x}, {x, y}}. Usando esta definicdlo mostre que
(a;b)=(c;d), se e somente se,a=ceb=d.

Estabeleca bijecdes com os nimeros naturais para os seguintes conjuntos: (a) os inteiros; (b)
os naturais multiplos de 3; (c) os membros do produto cartesiano dos conjuntos (a) e (b).

Prove que uma relacdo é simétrica se e somente se R = R
Prove que uma relagdo em um conjunto A € anti-simétrica se € somente se:
RNR! c {(a,a):ae A}.

Seja R uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A e suponha que a, b € A. Prove que a
€ [b] & b e [a].

Sejam R e S relagdes de equivaléncia em um conjunto A. Prove que R = S se e somente se as
classes de equivaléncia de R s@o as mesmas que as de S.

Suponha que f: A — B seja uma bijecio. Prove que f': B — A também é uma bijecdo.
Prove que o conjunto Q é contdvel.

Seja f: A — B uma fun¢d@o. Uma funcdo g: A — B € dita inversa a esquerda de f'se g°f=ida; e
inversa a direita de f se f °g =idg. Prove que se f € injetora, entdo tem inversa a esquerda, e
que se f'é sobrejetora entdo tem inversa a direita.

Usando o principio da indu¢do matematica, prove que todo quadrado perfeito positivo pode
ser obtido como a soma de uma seqii€éncia dos primeiros nimeros naturais impares.

. Usando o principio da indu¢do matemadtica, prove que a soma dos n primeiros termos de uma

progressdo geométrica, com primeiro termo a e razdo q vale a(q"-1)/(q-1).
Novamente usando induc¢do prove que (n*-4n?) ¢ divisivel por 3, para todo n natural.

O problema das torres de Han6i com n discos possui uma solu¢do recursiva para o nimero de
movimentos que é: M(n) = 2"-1. Prove que a solug¢do é correta.

Usando o principio da casa de pombos, mostre que se uma relagdo bindria sobre um conjunto
finito apresentar cadeias de comprimento arbitrério, entdo nela existe pelo menos um ciclo.

Suponha que vocé trabalha para o INPE, e seu chefe solicitou a vocé uma rotina (fung¢io) para
mapear as imagens de satélite da cidade de Sdo Paulo em uma tela de video de 640x480
pontos, sem perder qualquer detalhe. E possivel cumprir a tarefa? Por qué?

Prove que, se A B, e A € ndo enumerdvel, entdo B € ndo enumeravel.
Mostre que o conjunto dos nimeros reais no intervalo [0, 1] é ndo enumerével.

Defina-se que qualquer expressao aritmética E:
a) E qualquer numero ou letra (varidvel) € uma expressao;
b) Se F e G sdo expressoes, entdo E=F+G, E=F*G, e E=(F) também sio expressoes;

N

Prove que toda expressdo assim definida tem um ndmero igual de parénteses a esquerda e a
direita.
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19. Usando como base o autdmato da figura abaixo, prove as afirmagdes S; e S;:
S1(m)=0 autdmato estd no estado desligado ap6s n acionamentos se € somente se n € par;
S»(n)=0 autdmato esta no estado ligado apds n acionamentos se e somente se n € impar;

desligado

Sugestao: Use o principio da indugao.

Pressionar

Pressionar

20. Considere a parte de um programa de computador descrita abaixo:

function findMax(array, first, last) {

if (first == last) return array|[first];
mid = first + (last - first)/2;
a = findMax(array, first, mid);

b = findMax (array, mid + 1, last);
if (a < b) return b;
return a;

}

Onde array representa uma seqiiéncia de inteiros. Todas as demais varidveis sdo inteiras. Suponha
que first e last estejam entre 1 e o nimero de elementos da seqiiéncia ordenada, e que first < last.
O objetivo do programa € encontrar 0 maior valor na seqiiéncia entre dois indices (first e last).
Prove que o programa desempenha o seu objetivo. [Nota: (last — first) /2, tem como
resultado o maior inteiro que seja menor do que o valor racional obtido, ou seja, o seu "piso"].

21. Prove usando o principio das casas de pombo que dado n € N, entdo hd inteiros positivos a e
b, a # b, tais que n* - n” seja divisivel por 10.



