Tese de Church

Diante do fato demonstrado de que a maquina de Turing
ndo tem o seu poder computacional ampliado através de
qualquer alteracéo estrutural (vide resumo anterior). Isto
é, tornar a fita duplamente infinita, aumentar o nimero
de fitas, de cabegotes, criar uma maquina ndo-
deterministica, nada aumenta o poder computacional da
méaquina de Turing conforme foi concebida.

Diante da existéncia de modelos computacionais
distintos, como:

e Maquina de Turing

e Magquina de Post

e  Funcdes recursivas

e Calculo-A

Diante da demonstracdo de que o0s modelos sdo
equivalentes em seu poder computacional.

Enfim, todos estes fatos nos levam a considerar que
todos os modelos de computacdo sdo equivalentes (ndo

apenas 0s estudados até entdo) e enunciar a Tese de

Church:

“As maquinas de Turing sdo versGes formais de
algoritmos, e assim sendo, nenhum procedimento
computacional serd considerado um algoritmo se néo
puder ser representado como uma maquina de Turing.”

Quando se utiliza a Tese de Church, e isso é usual em
computacdo, pode-se demonstrar a equivaléncia entre
um modelo computacional qualquer e a maquina de
Turing apenas simulando no modelo a maquina de
Turing.

Computac¢do por Gramaticas
Pode-se utilizar gramaticas como dispositivos geradores
de linguagens, mas também como dispositivos
computacionais. Desta maneira, as gramaticas podem ser
vistas como computadores de funcBes, desde que tais
fungdes sejam de e para cadeias. Para isso, pode-se usar
a Tese de Church.

Lema: Seja M=(K, X, 8, s) uma maquina de Turing
qualquer. Entdo existe uma gramética G tal que para
quaisquer configuracdes (q, u, a, v), (q’,u’,a’, v’) de M,

@uav)u (@, v, a,v) e [ugav] =6 [uw'q’a’v’].
Onde, [ e ] sdo simbolos ndo presentes em K ou Z, e
assume-se que K e X sdo disjuntos.

Demonstra-se representando cada configuracdo como
uma cadeia de simbolos, na qual o estado é um simbolo
ndo-terminal de G, e separa o simbolo sob o cabecote da
cadeia a esquerda deste. Os simbolos [ e ] inseridos
servem para indicar o final dos simbolos na fita, isto é, a
direita de ] s6 ha simbolos “#”. Produzindo uma
representacdo em forma de regra de produgéo para cada
movimento da maquina de Turing a ser simulada,
obtém-se o efeito desejado. G=(K{[,],h,S}, Z, P, S).

Funcbes Computéveis por Gramatica
A partir do Lema anterior pode-se definir uma funcgéo
gramaticamente computavel.

Def.: Sejam X, e X, alfabetos que ndo contém #, e seja f
uma funcdo de 3, para 2,". Entéo f ser4 computéavel por
gramatica se e somente se houver uma gramatica
G=(V,T,P,S), onde %y, £; < T, ¢ houver cadeias x, y, X,
y’ e (VU T), tais que para qualquer u € 3o, v € 3,
f(u)=v < xuy =g x’vy’. A defini¢io para fungdes
numéricas é semelhante a da Maquina de Turing.
Observa-se que x, y, x’, y’ sdo marcadores associados a
gramatica G, assim a computacdo s tera efeito dentro
dos marcadores.

Teorema: Toda funcdo  Turing-computavel €
gramaticalmente-computavel.

Demonstra-se a partir de uma maquina de Turing
qualquer M=(K, X, &, s), para a qual f(u)=v <
(s#utt) [y (h#vi#). Aplica-se o Lema anterior para
obter G, e faz-se x=x"=“[#”, y="s#]”, y’=“h#]".

Funcbes pu-Recursivas
Definem-se as funcBes recursivas primitivas e, a partir
destas e de minimizagdo ilimitada sobre funcGes
regulares de Kleene, definem-se as fungdes p-recursivas.

Faz-se um paralelo com célculo-A, fundamento das
linguagens funcionais como Scheme.

Maquinas de Turing Universais
Pode-se definir uma codificacdo padrdo para um
alfabeto infinito contavel e um conjunto de estados
infinito contavel em termos de cadeias de simbolos.
Aceita-se, dessa forma, que qualquer maquina de Turing
pode ter seus estados e simbolos codificados dentro do
padrdo. Assim tem-se 0s seguintes conjuntos:

Koo = {qll qZI } e 200 = {all aZ! }1

De tal maneira que para toda maquina de Turing o
conjunto de estados seja um subconjunto finito de K, e
o alfabeto da fita seja um subconjunto finito de X..
Adota-se a seguinte correspondéncia entre os simbolos
componentes de uma maquina de Turing e cadeias sobre
o alfabeto {I}.
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Esta escolha elimina a possibilidade de haver dois
elementos do mesmo conjunto representados da mesma
forma.

Usa-se um outro simbolo (“c”) para configurar a
completamente a maquina, assim o alfabeto de
representagdo sera {c, 1}. Portanto, cada simbolo e cada
estado de uma maquina de Turing M=(K, X, 8, s) podem
ser representados, e cada elemento da funcdo de
transicdo de uma maquina de Turing também pode, da
seguinte maneira: seja 6(q, a)=(p, b), ondeqep € K, v
{h},ae X, eb e, u{L, R} entdo cada elemento
sera representado por k.£ cadeias Sy="cW;CW,CW3CW,C”,
(1<p=k, 1<r<l) onde wi=A(Q), W,=A(a), Ws=A(p) e
w,=A(b). Faca-se Sp=A(s) e defina-se a funcdo de
codificagdo p(M)=cS¢CS11S15 ... SiC.

A maquina de Turing Universal opera sobre o alfabeto
{c, I, #}, e recebe em sua fita a codificagdo p(M)
seguida da codificagdo p(w). A operacdo da maquina de
Turing Universal entdo é bastante simples, simula a
execucdo de M a partir de s, acompanhando a funcéo de



transicdo e o simbolo encontrado na fita. Observe-se que
mesmo que w contenha simbolos #, p(w) ndo possui #.

Assim define-se a maquina de Turing Universal U
como:

U=(Ky, Zy, 8y, su), tal que para toda maquina de Turing
M=(K, %, 8, s) e para toda cadeiaw € 3",

1. Se (h, uav) é uma configuracdo de parada de M tal
que (s, #w#) [ (h, uav), entdo (su, #p(M)p(W)#) [y
(h, #p(uav)#)

2. Se (sy, #p(M)p(wW)#) [7y" (h, wa’v’) é uma
configuracdo de parada de U, entdo a’=#, v’=g,
u’=#p(uav), para algum u, a, v tais que (h, uav) seja uma
configuracéo de parada de M, e que (s, #w#) [T~ (h,
uav).

Esta maquina define o padrdo de computagdo usual,
qualquer  dispositivo  computacional  pode  ser
representado por uma maquina de Turing Universal, e
cada maquina de Turing construida representa um
algoritmo, um programa para a maquina Universal.

Computabilidade e Decidibilidade

Se ha problemas ndo-resolviveis por maquinas de
Turing, entdo, pela Tese de Church, estes ndo podem ser
resolvidos por algoritmos de qualquer tipo. Esta
conclusdo motiva o estudo e a identificacdo dos
problemas soluciondveis. Partindo do conceito de
decidibilidade para maquinas de Turing pode-se chegar
a conclusdes importantes.

Teorema: Toda Linguagem Turing-decidivel é Turing-
aceitavel.

Demonstra-se construindo a maquina de Turing de
aceitacdo, a partir de uma maquina de decisao.

Teorema: Se L é uma Linguagem Turing-decidivel entdo
0 seu complemento L também é Turing-decidivel.
Demonstra-se construindo a maquina de Turing a partir
de uma maquina de decisdo para L.

As perguntas que estdo sem resposta sdo:

1. Toda linguagem Turing-aceitavel é Turing-decidivel?
2. O complemento de uma linguagem Turing-aceitavel é
Turing-aceitavel?

Se houvesse uma maquina de Turing capaz de
“descobrir” a saida de uma maquina de Turing M
qualquer, entdo toda linguagem Turing-aceitavel seria
Turing-decidivel. Entdo  pode-se  resumir  esta
constatacdo na seguinte linguagem Ky={p(M)p(w): M
aceita w}. Se K, for Turing-decidivel por alguma
maquina M, entéo toda linguagem Turing-aceitavel serd
Turing-decidivel.

Se Ky é Turing-decidivel, entdo K;={p(M): M aceita
p(M)} também o é, e a maquina de Turing M; que a
decide é composta de uma maquina de codificacdo, que
codifica e copia a cadeia recebida w em p(w), e passa o
controle para a maquina M.
Assim o resultado final de My sera Y se e somente se:

a) weép(M),e

b) M aceita w, isto &, p(M);
gue é a definicdo de K;. Entretanto se K; é Turing-
decidivel, entdo seu complemento também o é:
K,={w e {l, ¢}": w ndo é a codificagio de uma
maquina de Turing M, ou w=p(M) para alguma maquina
de Turing M que ndo aceita entrada p(M)}.
Entretanto K, n&o é sequer Turing-aceitavel, porque se o
fosse haveria uma maquina de Turing M™ que a aceita.
Pela definicdo de K,, p(M") e K, se e somente se M"

ndo aceita p(M"). Mas M” deve aceitar K, assim p(M")
€ K, se e somente se M" aceita p(M’). Portanto M"

aceita p(M") se e somente se M" ndo aceita p(M’), 0 que
é absurdo, logo deve ter havido erro na hipdtese sobre
M, que ndo deve existir. Logo tem-se:

Teorema: Nem toda linguagem Turing-aceitavel é
Turing-decidivel.

Teorema: Os complementos de algumas linguagens
Turing-aceitaveis ndo sdo Turing-aceitaveis.

Este é o problema da parada da maquina de Turing (Ko),
através dele sabe-se que ha problemas que ndo admitem
solugdo algoritmica. Tais problemas sdo chamados ndo-
solucionaveis. Por outro lado, um problema é dito
solucionavel se existe um algoritmo que o resolve, isto
é, se ha um procedimento de decisdo para ele.

Teorema: Uma linguagem é Turing-decidivel se e
somente se tanto ela quanto o seu complemento sdo
Turing-aceitaveis.

Teorema: Uma linguagem ¢ Turing-aceitavel se e
somente se ela é a linguagem de saida de alguma
maquina de Turing.

Definicdo: Uma Linguagem é dita Turing-enumeravel se
e somente se existe uma maquina de Turing que
enumera suas cadeias.

Teorema: Uma linguagem ¢é Turing-aceitavel se e
somente se ela é Turing-enumeravel.

Problemas nao Resolviveis sobre MT
Teorema: Os problemas a seguir sdo ndo-solucionaveis:
a) Dada uma méaquina de Turing M e uma cadeia de
entrada w, M péra com a entrada w?

b) Para uma especifica maquina M, dada uma cadeia de
entrada w, M péra com a entrada w?

¢) Dada uma maquina de Turing M, M péra com a fita
de entrada vazia?

d) Dada uma maquina de Turing M, ha alguma cadeia de
entrada com a qual M para?

e) Dada uma maquina de Turing M, M péara com toda
cadeia de entrada?

f) Dadas duas maquinas de Turing M; e M,, elas param
com as mesmas cadeias de entrada?

g) Dada uma méaquina de Turing M, a linguagem que M
aceita é regular? E livre de contexto? E Turing-
decidivel?

Problemas nao Resolviveis sobre Gramaticas
Teorema: Os problemas abaixo sdo ndo-solucionaveis:
a) Para uma gramatica arbitraria dada G e uma cadeia w,
determinar se w € L(G).
b) Para uma especifica gramatica G, e uma cadeia w,
determinar se w € L(Gy).
c¢) Dadas duas gramaticas arbitrarias G; e G,, determinar
se L(Gl)zL(Gz)
d) Para uma gramatica arbitrdria G, determinar se

L(G)=9.

Problemas ndo Resolviveis para GLC
Teorema: Os problemas a seguir sdo ndo-solucionaveis:



a) Dadas duas gramaéticas livres de contexto G; e G,
determinar se L(G1)NL(G,) = ¢.

b) Para uma gramatica livre de contexto G, determinar
se G é ambigua.

Complexidade Computacional
O conceito de complexidade esta diretamente associado
a realidade objetiva, isto €, a pratica da computagdo em
dispositivos reais. Ha problemas que, apesar de
solucionaveis, tm uma complexidade em tempo tdo
elevada que torna impraticAvel a sua implementacdo
computacional.

Definicdo: Decidibilidade em tempo. Seja T: N > N
uma funcdo numérica, e L < 3, uma linguagem, e
M=(K, X, 3, s) uma maquina de Turing com Kk fitas e
com %, < X. Diz-se que M decide L em tempo T se
sempre que W e L, (s, #Wi#, ... #) [u' (h, #Y##, ... #)
para algum t < T(lwl);

esempre que w ¢ L (s, #wi #, ... #) ' (h, #N# #, ... #)
para algum t < T(Iwl);

Diz-se que L é decidivel em tempo T se ha algum k > 0
e alguma maquina de Turing com k fitas que decide L
em tempo T. A classe de todas as linguagens decidiveis
em tempo T é denotada por TIME(T).

Assim adota-se como limite para 0 nimero de passos da
maquina de Turing por uma fung¢do do comprimento da
entrada. Assim ndo ha fungdo T tal que 0 T(n) <2n + 4
para algum n > 0 (j& que é necessario percorrer a cadeia
de entrada, apaga-la, e escrever Y ou N).

Encontrar um limite superior para a funcdo T pode nédo
ser trivial. Entretanto o objetivo da teoria da
complexidade computacional é escolher, dentre as varias
possiveis maquinas de Turing para decidir uma dada
linguagem, aquela capaz de terminar em T passos, onde
T é o menor possivel, ou, se ndo for possivel, fornecer
uma demonstracdo rigorosa da impossibilidade de uma
magquina tao rapida.

Taxa de crescimento de funcées
A questdo mais relevante a respeito da complexidade
computacional é a taxa de crescimento no tempo, 0s

valores constantes podem ser aproximados sempre do
menor possivel (usando para isso uma maquina de
Turing com mais fitas).

Definicéo: Sejam f e g fungdes de N para N. Escreve-se
f=0(g) se e somente se ha uma constante ¢ > 0 e um
inteiro ny e N tal que: f(n) < c.g(n), para todo n > ny.

d
Teorema: Seja f(n) = Zajnj um polinémio e r > 1.
j=0

Entdo f= O(r").

Simulac@es limitadas em tempo
Teorema: Suponha que uma linguagem L ¢ decidida por
uma maquina de Turing M; com uma fita duplamente
infinita em tempo T,. Entdo L é decidida por uma
maquina de Turing padrdo M,, com uma fita, em tempo

T,, onde paratodo n € N, T,(n)=6T(n) + 3n + 8.

Teorema: Suponha que uma linguagem L é decidida por
uma maquina de Turing M; com k fitas em tempo T;.
Entdo L é decidida por uma maquina de Turing padrdo
M,, com uma fita, em tempo T, onde, T,(n)= 4T(n)* +
(4n+ 4k + 3)T¢(n) + 5n + 15.

Corolério: Se L é decidida por uma maquina de Turing
com k fitas em tempo T, entdo L é decidida em tempo
T’=0(T?) por uma méquina de Turing com uma fita.

Classes @e NP
Definicdo: Define-se @ (decidiveis em tempo
polinomial) como a classe de linguagens:
?= U {TIME(n%: d > 0}.

A classe @ coincide com a classe de problemas que
podem ser resolvidos realisticamente por computadores.

Definicdo: Seja T: N — N uma fungdo numérica, e L <
¥, uma linguagem, e M=(K, Z, A, s) uma magquina de
Turing ndo deterministica. Diz-se que M aceita L em
tempo ndo deterministico T se para todow € %, , w € L
se e somente se (s, #w#) [ ' (h, vou) para algum v, u e
', 6 e 2 et<T(lwl). Diz-se que L é aceitavel em
tempo ndo deterministico T se ha uma maquina de
Turing ndo deterministica que aceita L em tempo nao

deterministico T. A classe de linguagens aceitaveis em
tempo ndo deterministico T é denotada por NTIME(T).
Define-se A= U {NTIME(n%: d > 0}.

Uma computacdo é considerada infinita se necessita de
mais de T(|w|) passos para uma entrada w.

Teorema: VP < w {TIME( rn ):r,d >0}

Classe sve-Completo

Definigéo: Sejam T e A alfabetos. Uma fungdo f: £* —
A" é dita computavel em tempo T por uma maquina de
Turing deterministica com k fitas M=(K, %, 8, s) se e
somente se para todo x € X,

(s, #xtt d, ..., #) [t (h, #OO# A4, ..., #), para algum t <
T(Ix|). Diz-se que f é computavel em tempo T se existe
alguma maquina de Turing M que computa f em tempo
T. Diz-se que que f é computavel em tempo polinomial
se existe um polindmio T tal que f seja computavel em
tempo T.

Definico: Sejam as linguagens L, < 3, e L, < 5.
Uma funcéo computéavel em tempo polinomial t: %, —
¥, é chamada de uma transformacdo em tempo
polinomial de L; para L, se e somente se para cada X €
¥,", é verdadeiro: x e L, se e somente se t(x) € L,.

Definicdo: Uma linguagem L é dita sv-completa se e
somente se L € N, e para toda linguagem L’ € N/, h&
uma transformagdo polinomial de L’ para L.

Teorema: Seja L uma linguagem sv-completa. Entdo o=
NPse esomentese L € @

Problemas aw@-Completos:
e Programacéo Linear Inteira
¢ Ciclo Hamiltoniano
e Caixeiro Viajante

Lida-se com esses problemas através de algoritmos de
aproximacao.



