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Matematica Discreta

* selecao de topicos de Matematica
essenciais para o estudo da Ciéncia da
Computacao na Formacao Basica e
Tecnologica

Considerando que a maioria dos conceitos
computacionais pertencem ao dominio do
discreto, a matematica discreta (ou tambéem
chamada algebra abstrata) € fortemente
empregada



Topicos de Matematica Discreta

 Nao cobre todos os topicos de Matematica Discreta
— Analise Combinatdria
— Probabilidade Discreta
— Teoria dos Grafos

* Questao importante
— origem do termo Matematica Discreta

* Qualquer sistema computador possui limitagoes finitas
— tamanho da memoria
— numero de instrucdes que pode executar
— numero de diferentes simbolos que pode tratar,...
— portanto, o estudo dos conjuntos finitos € fundamental.



Limitacao Finita

« Limitacoes finitas nao implicam em limitacao ou preé-
fixacao de tamanhos maximos
— por exemplo, unidades auxiliares como discos removiveis, fitas,
etc.
 Para um correto entendimento da computacao
— frequentemente ndo é possivel pré-fixar limites
— implica tratar tais questdées em um contexto infinito

* Qualquer conjunto de recursos computacionais

— € enumeravel (contavel) ou discreto (em oposicdo ao termo
continuo)

— pode ser enumerado ou sequenciado (segundo algum critério)
¢ nao existe um elemento entre quaisquer dois outros



Exemplos

Exemplo - enumeravel
— conjunto dos numeros naturais € enumeravel

Contra-exemplo

— conjunto dos numeros reais o qual € nao-enumeravel ou no-
discreto

Conclusao
— existem conjuntos infinitos enumeraveis e ndo-enumeraveis

Matematica Discreta
— estudos baseados em conjuntos enumeraveis finitos ou infinitos

Matematica do Continuum
— estudos baseados em conjuntos nao-enumeraveis
— exemplo: Calculo Diferencial e Integral



Nocoes de Teoria de conjuntos

« Conceito de conjunto é fundamental

— praticamente todos os conceitos em Computacao e
0s correspondentes resultados sao baseados em
conjuntos ou construgdes sobre conjuntos

« Conjunto
— estrutura que agrupa objetos

— constitui uma base para construir estruturas mais
complexas



Conjunto — definicao e intuicao

* Informalmente, um conjunto

— colecao, sem repeticOes e sem qualquer ordenacao,
de objetos denominados elementos

— elemento: pode designar um objeto concreto ou
abstrato

— elemento: entidade basica, ndo é definida
formalmente

* Def: Conjunto

— Colecao de zero ou mais objetos distintos, chamados
Elementos do conjunto o0s quais ndo possuem
qualquer ordem associada



Exemplos e definicao de conjuntos

« Ex: Conjuntos
— As vogais a, e, i,0,eu
— O par de sapatos preferido
— Os digitos 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,e9
— Todos os brasileiros
— Os numeros pares 0, 2, 4, 6,...

— O personagem Snoopy, a letra a, a baia da
Guanabara, o Pelé

« Conjunto pode ser definido
— listando todos os seus elementos
— por propriedades declaradas

— um conjunto nao necessariamente e constituido por
objetos que compartilham mesmas caracteristicas /
propriedades



Denotacao por extensao

 definicao listando fodos os seus
elementos

— em qualquer ordem
— separados por virgulas
— entre chaves
Vogais={a, e, i,0, U}
— Vogais denota o conjunto {a, e, i, 0, u}



Denotacao por compreensao

 definicao por propriedades
Pares = {n | n & numero par }

— 0 conjunto de todos os elementos n tal que n € nhumero
par

 forma geral de definicao de um conjunto por
propriedades

{x|px)}
* a e elemento do conjunto: p(a) € verdadeira
B ={x|x é& brasileiro }
— Pelé é elemento de B e Bill Gates ngo é elemento de B



Continuacao

* Qualquer conjunto pode ser definido por compreensao
 Frequentemente €& conveniente especificar de outra
forma

— Digitos ={0,1, 2, 3,...,9}

— Pares={0,2,4,6,...}

*» elementos omitidos podem ser facilmente deduzidos do contexto
 Exp: Conjuntos

— Dias da Semana = { seg, ter, qua, qui, sex, sab, dom }

— Sequéncias de duas Vogais = { aa, ae, ai, ao, au, ea, €e, €i, eo,

eu,...,ua, ue, ui, uo, uu }
{ x| x =y? sendo que y & numero inteiro }
¢ corresponde ao conjunto { 1, 4, 9, 16,... }



Pertinéncia

* a é elemento do conjunto A
—aecA
— a pertence ao conjunto A
 Caso contrario
—agA
— a hdo pertence ao conjunto A
- Exempo: Pertence, Nao-Pertence
Vogais={a, e, i,0,u}
— a € Vogais h ¢ Vogais
B ={x|xé& brasileiro }
— Pelé € B Bill Gates ¢ B



Conjuntos importantes

« Conjunto vazio
?
— especialmente importante
— conjunto sem elementos { }
« Exp: Conjunto Vazio

— Conjunto de todos os brasileiros com mais de
300 anos

— Conjunto de todos 0s numeros pares e
Impares simultaneamente



Conjunto unitario

guase tao importante como o vazio

constituido por um unico elemento

— existem infinitos conjuntos unitarios

para muitas aplicacOes, pode-se usar qualquer conjunto
unitario

— importante € que o conjunto possui um unico elemento

— irrelevante qual € o elemento

— conjunto unitario fixado: usualmente denotado por 1
Exp: Conjunto Unitario

— Conjunto constituido pelo jogador de futebol Pelé

— Conjunto de todos os numeros simultaneamente pares e primos

- 1={x)



Outros conjuntos importantes

N Conjunto dos Numeros Naturais
V4 Conjunto dos Numeros Inteiros
Q Conjunto dos Numeros Racionais
I Conjunto dos Numeros Irracionais

R Conjunto dos Numeros Reais



Conjuntos finitos e infinitos

« Um conjunto pode possuir um numero
finito ou infinito de elementos

— definicdo formal de conjunto finito e infinito:
adiante

« Conjunto finito

— pode ser denotado por extensao

sslistando exaustivamente todos os elementos
« Conjunto infinito

— caso contrario



Exemplos — conjuntos finitos

")

{€}

Vogais={a, e, i,0, U}

Digitos ={0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}

{ snoopy, a, baia da Guanabara, Pele }
A={xeN|x>0ex<4}

B ={x|x é brasileiro }



Exemplos — conjuntos infinitos

Z

R

{xeZ|x=20}
Pares={y|y=2xex € N}



Subconjuntos

« Continéncia
— conceito fundamental da Teoria dos Conjuntos
* permite introduzir os conceitos

“* subconjunto
“* igualdade de conjuntos

* Todos elementos de A também sao elementos de B
— A esta contidoem B

AcB
— A néo esta contidoem B

AzB
— B contém A

BoA



Continuacao

* A é subconjunto de B
AcBouBoA
* A é subconjunto proprio de B

— A esta contido propriamente em B (ndo
contido propriamente)

*AcBeexistebeBtalqueb ¢ A
AcB (A ¢ B)

* B contem propriamente A
BoA



Exemplos — contido, subconjunto

{a,b}c{b,a}
{a,b}c{a b, c}
{a,b}c{a,b,c}
{1,2,3}cN
{1,2,3}cN
NcZz

NcZ
®c{a,b,c}
®c{a,b,c}
DN

D cN



Conjunto universo

conjunto especial e importante

contem todos os conjuntos considerados
“sdefine o “contexto de discussao”

ssportanto, ndo € um conjunto fixo
normalmente denotado por U

definido o conjunto universo, para qualquer
conjunto A

AcU



Igualdade de conjuntos

A e B sao conjuntos iguais sse possuem O0sS
mesmos elementos

A=BseesomenteseAcBeBcA
Exp: Igualdade de Conjuntos

e {1,2,3}={xeN|x>0ex<4}
s N={xeZ|x20}

¢« {1,2,3}={3,3,3,2,2,1}

~{1,2,3}c{3,3,3,2,2,1)
~{3,3,3,2,2,1}c{1,2,3}



Exemplo — pertinéncia x contido

E importante distinguir claramente entre pertinéncia e
contido

Considere o conjunto A= {1, 2, 3, 0, {a}, {b, c} }
{1} A

D eA

{a}eA

{b,c}eA

{1,2,3}¢ A

DcA

{1}cA

{1,2,3}cA



Operacoes

* Uniao

— AUB = {X| xeA v xeB}
* Intersecao

— AnB = {X| xeA A xeB}
* Diferenca

— A-B = {X| xe A A xgB}



Propriedades

ldempoténcia: AUA=ANA=A
Comutatividade: AuB=BUA, AnB=BNA

Associatividade:

— (AnB)NC=AN(BNC)

— (AuB)UC=AU(BUC)
Distributividade

— ANn(BUC)=(AnB)U(ANC)

— AU(BNC)=(AuB)N(AULC)
Absorcao

— AU(ANB)=AN(AUB)=A

Leis de De Morgan

— A-(BUC)=(A-B)~(A-C)

— A-(BNC)=(A-B)U(A-C)
Conjuntos disjuntos

— AnB=J
Conjunto-poténcia: 2A={todos os subconjuntos de A}
— Ex: A={a,b}, 2A={ {a},{b},{a,b}}



Particao de um conjunto

Um conjunto pode ser dividido de varias formas
diferentes, mas para que haja utilidade e
necessario que esta divisao nao produza
conjuntos vazios, e que nao haja repeticao de
elementos, assim:

— Def.: Particao: Uma particao Il de um conjunto €&
formada por subconjuntos tais que:
1. Nenhum subconjunto € vazio

2. A intersecao dois a dois dos subconjuntos € vazia
3. A uniao de todos os elementos da particao recompde o conjunto

original (\UIT = A)

— Representa-se um subconjunto (da particao de A) por:
[a] e acA, onde [a]={beA| b esta na particao de a}



Relacoes

« Par ordenado: (a,b)
— Estrutura que preserva a ordem.
— E uma estrutura diferente de conjunto?
* {a,{a,b}} = (a,b)
* Produto cartesiano (AxB)

— Produz um conjunto contendo todos os pares
ordenados sobre os conjuntos A e B.

* Relacao binaria
— E um subconjunto de um produto cartesiano
- Rc AxB

- Ex:  A={a,b}, B={1,2}, AxB={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)},
R=1(a,1),(b,2)}



Relacoes

Produto cartesiano de n conjuntos: A xA,x...xA,

— Produz énuplas ordenadas: (a,a,,...,a,)

— Duas énuplas ordenadas (a,,a,,...,a,)= (b4,b,,...,b) sse
m=n e a:=b,, 0<i=n.

Sequéncia

— Enupla ordenada na qual ndo foi estabelecida a
guantidade de elementos

Comprimento

— Quantidade de elementos da sequéncia

Relacao n-aria

— R c A xAyx...xA . Generalizagao da relagao binaria.
« Subconjunto composto de énuplas ordenadas



Relagoes — Funcoes

Funcao parcial
— E uma relacdo f c AxB, onde se (a,b,) € fe (a,b,) € f, entdo b,=b.,.
— Diz-se que o conjunto A € o Dominio de f e B € o Contra-Dominio
— Representa-se uma funcéao por:

+ f.A—B (e ndo f c AxB)

» f(a)=b (e nao (a,b) € f)
— b € chamado de imagem de a sob f, e a € chamado de argumento

— Se uma funcio parcial se aplica a todos os elementos do Dominio,
entao e dita funcao total (ou somente funcao)

f: A xA,x...xA,—B é funcao, e f(a,,a,,...,a,)=b, a,cA, beB
Funcao injetora: YbeB € imagem de no maximo um acA

Funcao sobrejetora: VbeB € imagem de pelo menos um
acA

Funcao bijetora => isomorfismo: injetora e sobrejetora
— Uma bijecao permite transportar problemas de um dominio a outro



Relagoes
Relacao inversa
— R1={(b,a) | (a,b)eR}
Inversa de funcao
— Toda funcao tem inversa?
— f1:.B—A, f1(b)=a se f(a)=b
BijecOes simples => isomorfismos naturais

— Quando um objeto do dominio e sua imagem no contra-dominio sao
vistos como virtualmente indistinguiveis (visto como renomear ou
reescrever o outro).

— Formalmente: h: 14— 4/0; 4 € uma algebra gerada por A

h(fA(ay,ay,...,a,))=[fAay,az....a,)le=f*°([as]g.[a2le,---.[a5]6)=F°(N(a),....n(a,))
* Onde 0 € uma relacao de congruéncia, que induz uma particao em A

— Isomorfismo n entre funtores F e G, ny.F()=G(f)-ny, n respeita estrutura.
Composicao de relacoes

— Se RcAxB, ScBxC, entao R.ScAxC (denotado por RS)

— RS={(a,c)| 3(a,b)eR A 3(b,c)eS}



Relacoes binarias especials

RcAxA => representado como grafo orientado

- (5,N)

R pode ser:

— Reflexiva: {(a,a)eR VacA}

— Simétrica: {(b,a)eR se (a,b)eR}

— Anti-simetrica: {se (b,a)eR e (a,b)eR, entao a=b}

— Transitiva: {(a,b)eR se dceA|(a,c)eRA(c,b)eR}

R € relacao de equivaléncia se € reflexiva, simétrica
e transitiva

— [a] representa uma classe de equivaléncia que contem a.
Teor.: “As classes de equivaléncia de uma relacao

de equivaléncia sobre um conjunto A formam uma
particao de A”



Relacoes binarias especiais
— Dem.: A partir da definicao de particao ...
R é relacdo de ordem parcial se é reflexiva, anti-

simétrica e transitiva. Se a relacdo se aplica a todos
0s elementos do conjunto => ordem total.

Cadeia: Em uma relagdo R, cadeia € uma sequéncia

(a4,a,,...,4,) para n21 tal que (a,a.)eR, 1<i<n.

Ciclo: E uma cadeia (a,,a,,...,a,) na qual (a,,a;)eR, é

chamado de trivial se n=1, senao é nao-trivial

Teor.: "Uma relagdo e de ordem parcial se e

somente se for reflexiva e transitiva, e isenta de

ciclos nao-triviais”

— Dem.: Através da definicido de relacdo de ordem parcial e
de ciclo.

Um elemento acA ¢é dito minimo se V(b,a)eR entao
b=a (questao algebrica importante, olhar em refs.)



Fechos, conjuntos finitos e
infinitos
Fecho ou fechamento, indica que um conjunto € fechado
em relacao a uma relacdo. Propriedade de fechamento

definida por relagoes.

— Def,.: Seja D um conjunto, n=0 e RcD"" uma relagdo n+1-aria
sobre D. Entdo BcD é dito fechado sob R se b, ,,€B sempre que
b,,b,,....0,€B A (b4,b,,...,.b,.1)eR

— Def,.: Seja A um conjunto. Um mapeamento C:2A—2A é chamado
de operador de fechamento em A se, para todos os subconjuntos
X,Y de A as propriedades abaixo sao satisfeitas:

1. XcC(X) (extensividade)
2. XcY = C(X)cC(Y) (monotonicidade)
3. C(X)=C(C(X)) (idempoténcia)

— Fecho transitivo: R*=Ru{(a,b)eR se dceA|(a,c)eRA(c,b)eR}

— Fecho reflexivo e transitivo: R'=R*U{(a,a)eR VacA}

Teor.: O fecho R sobre R é equivalente a Ru{(a,b)|ha uma
cadeia de a para b em R}

— Dem.: Decorre da definicdo de fecho R" e de cadeia.



Fechos, conjuntos finitos e
infinitos
Conjuntos equinumerosos: bijecao (isomorfismo)
Conjunto finito, bijecao com {1,2, ..., n}, neN
Conjunto infinito, bijecao com subconjunto proprio
— Z e N sao infinitos e equinumerosos (construir bijecao)
Enumeravelmente infinito, bijecao com N

Enumeravel se é finito ou enumeravelmente infinito

Mostrar que é enumeravel, bijecao com N

— Unido finita de conjuntos enumeraveis é enumeravel
(dovetailing)

— Produto cartesiano de conjuntos enumeraveis também é
enumeravel

o f(i,j)=(i+j)(i+j+1)/2 + j enumera NxN em N




Técnicas de demonstracao

Principio da inducgao:
—  Teor.: Seja A um conjunto de ne Naturais tal que:

1. 0€A
2. VneN, se {0,1,2,...,n}cA, entdo n+1 €A
« Entdo A=N

— Utiliza-se provando um caso base, e formulando o passo indutivo
através do uso da hipétese indutiva.

o~ h(n+1)
-  Ex ;1— >

—  Principio da inducao estrutural:

« Seja A=(A;(f).) uma estrutura algébrica de tipo t gerada por um
subconjunto XcA. Para provar que uma propriedade P aplica-se a todos
os elementos de A4 é suficiente mostrar a validade das duas seguintes
condigoes:

1. P aplica-se a todos os elementos de X

2. Se P se aplica quaisquer a,,a,,..., a, em A entdo P se aplica a fA@q,a,,..., ani)
para todo i<l

«  Principio da casa de pombos: funcao nao injetora se |A|>|B|




Principio da diagonalizacao

 Seja R uma relacao binaria em um conjunto A, e
sela D o conunto diagonal de R onde
D={acA|(a,a)¢R}. Para cada acA facga-se
R, ={beA|(a,b)eR}. Nestas condi¢gbes D e distinto de
cada R..

— Ou seja, constroi-se um conjunto que nao pode pertencer
a qualquer enumeracao ou funcao definida sobre R.

— Assim, se alguma enumeracao ou funcao incluir este
conjunto produzira uma contradicao.
* Teor.: O conjunto 2N ndo é enumeravel.

— Dem.: Pela diagonal, assume-se uma enumeracao {R,,
R,,...} e mostra-se que D deve estar nela, obtendo
contradicao.



Alfabetos, palavras e linguagens

* Linguagem
— um dos conceitos mais fundamentais em Computacao
— definida a partir da nogao de conjunto

 Para a definicao de linguagem, € necessario
— conceitos de alfabeto
— conceitos de cadeia de caracteres

« Estudo de linguagens e conceitos correlatos

— Linguagens Formais
— Compiladores



Alfabeto

Def: Alfabeto

* Um conjunto finito

— elementos sao usualmente denominados de
simbolos ou caracteres

* Portanto
— conjunto vazio € um alfabeto
— qualquer conjunto infinito ndo € um alfabeto



Palavra, cadela, sentenca

Def: Palavra, Cadeia de Caracteres, Sentenca

« Sobre um alfabeto
— sequéncia finita de simbolos justapostos
« Cadeia sem simbolos
— € cadeia vazia, palavra vazia ou sentenca vazia

« Conjunto de todas as palavras sobre um
alfabeto )

Z*



Exemplo — alfabeto, palavra

®e{a,b, c}sao alfabetos

N n&o € um alfabeto

€ € uma palavra sobre { a, b, c }
€ € uma palavra sobre @

a, e, 1, 0, U, ai, ol, ui, aeiou sao palavras sobre
Vogais

1, 001 sao palavras distintas sobre Digitos

{a,b}*={¢g, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,... }
0*={¢}



Linguagem

Def: Linguagem Formal

* Ou simplesmente Linguagem
— um conjunto de palavras sobre um alfabeto
 Exp: Linguagem Formal: alfabeto ) ={a, b}
0
{€} obviamente, @ # { € }
conjunto de palindromes
Palindromes = { ¢, a, b, aa, bb, aaa, aba, bab, bbb,
aaaa,... }
— mesma leitura da esquerda para a direita e vice-versa

— linguagem sempre infinita?



Linguagem x Conjunto de Todas
as Palavras

Definicao alternativa para linguagem formal
sobre um alfabeto )

» L € qualquer subconjunto de ) *
Lo D™



Linguagens de Programacao

Linguagens de programacao como Pascal, C e Java

 linguagens sobre o alfabeto constituido por

* letras

 digitos

% simbolos especiais (como espaco, parénteses, pontuacao, etc.)
e cada programa na linguagem corresponde

%+ uma palavra sobre o alfabeto

« Pascal, C e Java ...
% definidas por todos os seus programas possiveis
% sdo conjuntos infinitos
** pois, existem infinitos programas



Compilador

Obs: Compilador x Pertinéncia a Linguagem
Compilador de uma LP (linguagem de programacao)

« Software que traduz

% programa escrito na LP (linguagem fonte)

% para um codigo executavel (linguagem objeto).
« Estrutura de um compilador
*» analise: léxica, sintatica e semantica
¢ sintese: geracao e otimizagcao de codigo executavel
« analise

pel?
¢ verifica se um dado programa fonte p
¢ € programa valido para a linguagem L



Alfabetos e linguagens

Comprimento de cadeia: w=ab; |w|=2
Concatenacao: u=ab,v=cd; w=u.v=abcd
— w(i)=u(i), 1<is|ul; w(i+|u])=v(i), 1=<i<|v|
— (associativa, nao comutativa, elemento neutro=g)
Sub-cadeia: v € sub-cadeia de w, entdao w=xvy; prefixo (x é
prefixo de w), sufixo (y € sufixo de w)
wi= ¢, w*l=wl,w; (Reversa) w=ua =>wR=auR
— Teor.: Sejam x e y cadeias, entdo (xy)R=yRxR
Complemento (X-L), concatenacdo L..L,, fecho de Kleene
(L={w | w=w,w,...w, para k=0 e algum w,,w,,...,w, €L}), fecho
transitivo (L*, k>0) — (L*=LL")
— X" é enumeravel S={a,,...a};| =k f(a)=ign(e)=0
* gn: ’—N; onde w=a q ..a,;gn(w)= if(alj)xkj
j=0



Representacao Finita de
Linguagens

O objetivo € representar uma linguagem infinita de forma
finita. Por meio de:

— Geracao de cadeias (formalismo axiomatico)

— Reconhecimento de cadeias (formalismo operacional)

— Funcgdes que definem as cadeias (formalismo denotacional, funcional)

Considere o menor conjunto de linguagens que aceite as
seguintes operacdes sobre as suas cadeias:
— uniao; concatenacao; estrela de Kleene

O menor conjunto formado atraves destas operagoes
formam um conjunto chamado de Regular. Ou seja, sao as
linguagens regulares.

Uma Expressao Regular € definida assim:
(& assim como Vae2 sao E.R.

Se x e y sdo E.R. entao x.y € E.R.

Se x e y sdo E.R. entdo xuy é E.R.

Se x é E.R. entdo x é E.R.

Somente pode-se aplicar as operacdes de 1-4

aroodN-~



