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Um modelo linear que apresenta somente fatores de efeitos fixos, além do
erro experimental, que é sempre aleatério, é denominado modelo fixo.

Os modelos que apresentam apenas fatores de efeitos aleatérios, exceto a
constante u, que é sempre fixa, € denominado modelo aleatério.

Um modelo misto é aquele que apresenta tanto fatores de efeitos fixos
como aleatdrios, além do erro experimental e da constante . Um motivo
de se adotar um modelo linear misto é a possibilidade de se fazer a
predicdo de efeitos aleatdrios, na presenca de efeitos fixos, através dos
BLUP’s (best linear unbiased prediction) que sdo de grande valia em
genética e melhoramentos.
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Modelo Misto

Matricialmente, o modelo misto geral é denotado por:
y=XB+2Zy+e

em que,

ny1l € o vetor de observacgses;

nXp+1 € a matriz de incidéncia dos efeitos fixos (conhecida);
p+1/1 € o vetor de efeitos fixos desconhecidos;

nZq é a matriz de incidéncia dos efeitos aleatdrios (conhecida);

g1 € o vetor de efeitos aleatdrios desconhecidos;
n€1 € o vetor de erros aleatdrios.
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Modelo Misto

Assumindo-se que os efeitos aleatdrios e os erros (residuos) tém
distribuicao normal com média zero e sdo ndo correlacionados, com
matrizes de variancias e covariancias dadas por:

Var(y) = E(vy) =D e Var(e) = E(e¢’) = R
Deste modo, tem-se que:
V = Var(y) = Var(XB + Zy +e) = ZDZ' + R
Assume-se ainda que V é ndo singular, e
E(y) = E(XB+ Zy+e) = X5,

assim,

y ~ N(XB; ZDZ' + R)

v
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Derivacao das equacoes de modelos mistos

Maximizacdo da funcdo densidade de probabilidade conjunta de y e ~.
Considerando que a distribuicdo seja normal. A func3o densidade de
probabilidade de y é dada por:

1
2m)"/2(ZDZ' + R)

) =1 75 &xp[=1/2[(y—XB)'(ZDZ'+R)~* (v—X )]

A func3o densidade de probabilidade conjunta de y e v pode ser escrita
como o produto entre a funcdo densidade condicional de y, dado ~, e a
funcdo densidade de probabilidade de ~.

fly,7) = flylv)f(v)
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(.7 = Gmayrs ORI L2 = XB = 29 (R) Xy = X8 = Z3)]

W exp[—1/2[(y = 0)'(D) (v — 0)]]
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Derivacao das equacoes de modelos mistos

Para se proceder a maximizagdo de f(y, ), pode-se usar o artificio da
transformagdo por logaritmo. Isso é possivel, visto que, sendo f(y,~) e
logf (y,~) fungBes continuas e crescentes no espaco R+, seus pontos de
maximo sdo coincidentes dentro do espaco de [5'7'] e ZDZ' + R. Assim,
fazendo-se L = logf(y,), tem-se:

1 1 1
L :§2n/og(27r) — 5(/ogR + logD) — §(y’R—ly —2y'R7IXp
—2y'R1Zy + 268 X' R1Zy + BX' RIXB+~Z' R 1Zy ++4/'D71y)

Derivando L em relacdo a (3 e 7, e tornando-se tais derivadas
identicamente nulas, obtém-se:
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oL
8| _ —X'RYy+ X'RXByg+ X'Rtzy ] 0
oL| = |-ZR7 Yy + ZR7'XBo+ Z’R71Zy + D717 —

Oy

X'RIXpBy+ X' R1Z7 _ [X'R7y]
—ZRXBo+ Z’R71Zy+ D715| T |Z’R7Yy

5

Essas s3o as equagdes de modelos mistos (MME), que permitem obter
solugBes para os efeitos fixos () e predicdes para os efeitos aleatdrios (7).

X'R-1X X'R-1Z7 Bol _ [X'R1y
—ZR7IX ZRzy+ D7 |5| " |ZR Yy

v
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Solugdes para os efeitos fixos e predicdes dos efeitos

aleatorios

A soluc3o do sistema de equacdes de modelos mistos pode ser obtida por

absor¢ao ou por obtencdo da matriz inversa por particdo. Em ambos os
casos, os resultados serdo:

Bo={X[R'-R1Z(ZR'Z+ D H1ZR X}~
X[RY-RZ(ZZR1Zz4+ D)1 ZR ]y

4=(ZR1Z+ DY) 1ZRI(y — Xpo)

Outra alternativa para se obter solucGes para os efeitos fixos é pelo uso de

um modelo linear generalizado, ignorado-se os efeitos aleatérios, como a
seguir:

v

Pollyane Vieira Regressdo Aleatdria Novembro de 2016 10 / 17



Dado o modelo
y=XB+2Zvy+e

anteriormente descrito, e com Var(y) = ZDZ' + R, tem-se que o sistema
de equagdes normais generalizada é dado por:

X'V7IXBy = X'V 1y

cuja solugdo é:
Bo= X'V IX)" X'V 1y

e a predicao de +y seria obtida por:

4 =DZ'VYy — X)

VIi=R'!-RIZ(ZR'Z+ D H 1 ZR!
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Algumas propriedades das solu¢des para os efeitos fixos

a) A solugdo [y, obtida pelas MME é também uma solu¢do de minimos
quadrados generalizados(GLS), utilizando o modelo que ignora os
efeitos aleatodrios.

b) A varidncia de /3y é dada por:
Var[Bo] = [X'R™* = X'RZ(Z’R™*Z + D) ' Z'RIX] .

c) Para um dado conjunto p de fun¢des estimaveis, linearmente
independentes, estabelecidas por uma matriz conhecida A, a variancia
de 'Sy, (BLUE) de \'j3 é dada por:

Var[NBo] = N[ X'R* — X'R'Z(ZR'Z+ D H 1 ZRIX]™ A

v
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Algumas propriedades da predicdo para os efeitos aleatérios

a) O preditor 4 é o Melhor Preditor Linear N3o -viesado(BLUP) de .

b) A varincia de 4 é dada por:
Var[§] = DZ'[V™! — VIX(X'VIX)~ v~ zD
c) A varidncia do erro de predi¢do é dada por:
Var[y — 4] = D — DZ'[V~ — v IX(X'VIX)"X'V~1|zD’

d) A correlagdo entre os valores reais e preditos é maxima.
Dentre uma classe de funcgoes lineares que gera predicdes ndo
viciadas, o BLUP maximiza a correlagdo (v — 4).
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Discussao sobre diferentes aplicacoes

Polin6mios ortogonais

A utilizacdo do modelo de regressao aleatéria exige a escolha de uma
funcdo para a descricdo das trajetdrias dos efeitos fixos e aleatérios, estas
funcdes podem ser ortogonais, paramétricas ou de covariancia. Dentre
estas, os polindmios ortogonais de Legendre, tem sido utilizados. Os
polindmios de Legendre s3o regressdes ortogonais, portanto possuem a
vantagem computacional de reduzir a correlacdo entre os coeficientes
estimados, facilitando a convergéncia.

Exemplo:

Avaliacdo genética do crescimento de codornas

Modelar as variacoes da producdo de leite

Andlise genética de pesos de bovinos
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Exemplo

Vamos considerar o exemplo da apostila retirado do livro de Montgomery.
O experimento estuda a variabilidade de lotes e fornecedores na pureza da
matéria prima. A andlise assume que os fornecedores s3o efeitos fixos
enquanto que lotes s3o efeitos aleatdrios.
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Conclusao

No uso de modelos fixos, devem-se estimar os préprios efeitos fixos,
enquanto que os modelos aleatdrios prestam-se para estimar os
componentes de varidncia(das varidveis aleatdrias), bem como a predigdo
das préprias varidveis aleatérias. Dessa forma, os modelos mistos podem
servir para a estimacdo das médias de um modo mais preciso, uma vez que
deve-se levar em conta a influéncia dos componentes de varidncia que
podem ser estimados pelo modelo.
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