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Manipuladores com restrições

Restrições holonômicas

φ(q) = 0

sendoφ : ℜn → ℜm suficientemente suave.

As forças na restrição são dadas pela relação

f(q) = JT (q)λ

sendoλ ∈ ℜm o vetor de multiplicadores Lagrangianos

J(q) = ∂φ(q)/∂q a matriz jacobiana.
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Manipuladores com restrições

Assume-se que a matriz jacobianaJ(q) é de postom para todoq ∈ ℜn

Define-se

q
.
=




q1

q2


 (1)

• q1 ∈ ℜn−m descreve a locomoção restrita do manipulador

• q2 ∈ ℜm denota as variáveis restantes das juntas
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Manipuladores com restrições

Existe um conjunto abertoΩc ⊆ ℜn−m e uma funçãoσ: Ωc → ℜm tal

que:

φ(σ(q1), q1) = 0,∀q1 ∈ Ωc

Definindo-se:

L(q1) =




In−m

∂σ(q1)
∂q1




Temos, então:̇q = Lq̇1
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Manipuladores com restrições

O modelo dinâmico do robô, na forma reduzida, é

M(q1)L(q1)q̈1 + CL(q
1, q̇1)q̇1 +G(q1) = τ + JT (q)λ+ d

sendoCL(q
1, q̇1)q̇1 = M(q1)L(q1) + C(q1, q̇1)L(q1).

P1: A matrizAL(q
1)

.
= LT (q1)M(q1)L(q1) é simétrica e definida

positiva.

P2: A matriz ȦL(q
1)− 2LT (q1)CL(q

1, q̇1) é anti-simétrica.
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Manipuladores com restrições

P3: J(q1)L(q1) = LT (q1)JT (q1) = 0.

P4: A dinâmica do manipulador pode ser parametrizada linearmente,

isto é:

M(q1)L(q1)ṡ+ CL(q
1, q̇1)s+G(q1) = YL(q

1, q̇1, s, ṡ)ΘL,∀s ∈ ℜn−m

sendoYL uma matriz de regressão de funções conhecidas e o

parâmetro desconhecidoΘL é um vetor constante.
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Manipuladores com restrições

Multiplicando-se os dois lados da eq. dinâmica porLT (q1), obtemos:

AL(q
1)q̈1 + LT (q1)CL(q

1, q̇1)q̇1 + LT (q1)G(q1) = LT (q1)(τ + d).

Define-se o erro de acompanhamento de posiçãox̄1(t) e o erro filtrado

do acompanhamento de velocidadex̄2(t) como:

x̄(t)
.
=




x̄1(t)

x̄2(t)




.
=




q1(t)− q1d(t)

q̇1(t)− q̇1d(t) + p(q1(t)− q1d(t))




sendo p uma constante maior que zero.
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Manipuladores com restrições

Dinâmica do erro

˙̄x1 =− px̄1 + x̄2

AL(q
1) ˙̄x2 =− LT (q1)CL(q

1, q̇1)x̄2 + LT (q1)(−F (xe) + τ + d)

sendoxe
.
= [q1 q̇1 q1d q̇1d q̈1d]

T e

F (xe)
.
= M(q1)L(q1)(q̈1d − p ˙̄x1) + CL(q

1, q̇1)(q̇1d − px̄1) +G(q1).
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Manipuladores com restrições

F (q1, q̇1, q1d, q̇
1
d, q̈

1
d) pode ser expressa como:

F (q1, q̇1, q1d, q̇
1
d, q̈

1
d) = Y1(q

1, q̇1, q̇1d − px̄1, q̈
1
d − p ˙̄x1)Θ1

sendoY1 uma matriz de regresãon× p1 de funções conhecidas e o

parâmetroΘ1 é um vetorp1-dimencional.

Define-se a região de restrição dos parâmetros estimadosΘ̂1 como:

Ωθ1
.
= {Θ̂1| ‖Θ̂1‖ ≤ Mθ,Mθ > 0} (2)
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Manipuladores com restrições

Define-se:

λc
.
= λd − kλ(λ− λd) e E

.
=




I(n−m)×(n−m)

0m×(n−m)




para algumkλ > 0.
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Manipuladores com restrições

Teorema: Considere a equação dinâmica com incertezas da planta e

distúrbios externos limitados. Define-se o controlador:

˙̂
Θ1 =





−γY T
1 Lx̄2 se ‖Θ̂1‖ < Mθ ou (‖Θ̂1‖ = Mθ e x̄T

2L
TY1Θ̂1 ≥ 0)

−γY T
1 Lx̄2 + γ

x̄T
2
LT Y1Θ̂1

‖Θ̂1‖2
Θ̂1 se ‖Θ̂1‖ = Mθ e x̄T

2L
TY1Θ̂1 < 0

τ = Y1Θ̂1 − k0Ex̄2 − JTλc.
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Manipuladores com restrições

Existe uma escolha de ganhos constantesk0 tal que:

(1) Θ̂1(t) ∈ Ωθ1 e todas as variáveisq(t), (̇q)(t) e τ(t) são limitadas

para todot ≥ 0.

(2) O seguinte critério de desempenhoH∞ é válido:

∫ T

0

‖x̄(t)‖2Q ≤ V (0) + ρ2
∫ T

0

‖d(t)‖2, ∀T ≥ 0

para alguma matriz peso escolhida e um nível de atenuaçãoρ

pré-determinado.
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Manipuladores com restrições

(3) O erro de força de regime permanenteλ− λd é inversamente

proporcional ao valor dekλ + 1.

(4) Sed(.) ∈ L2[0,∞) ∩ L∞[0,∞), então podemos concluir que

limt→∞(q1(t)− q1d(t)) = 0 e limt→∞(q̇1(t)− q̇1d(t)) = 0,

sendo a função de Lyapunov:

V (t, x̄, Θ̃1) =
α

2
x̄T
1 x̄1 +

1

2
x̄T
2ALx̄2 +

1

2γ
Θ̃T

1 Θ̃1

para algumα > 0, sendoγ > 0 o ganho adaptativo ẽΘ1
.
= Θ̂1 −Θ1.
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Manipuladores cooperativos

Considere

• k manipuladores comn graus de liberdade

• qi ⇒ coordenadas generalizadas do robôi

• objeto comn graus de liberdade rigidamente fixo aos efetuadores

dos manipuladores

• xo ⇒ coordenadas Cartesianas do objeto

• não há posição de singularidade.
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Manipuladores cooperativos

Restrições geométricas:ϕi(xo, qi) = 0, i = 1, 2, · · · , k.

Pode-se encontrar uma funçãoΩi(xo) tal que:

qi = Ωi(xo).

Restrições de velocidade:

ϕ̇i(xo, qi) = Joi(xo, qi)ẋo + Ji(xo, qi)q̇i = 0,

sendoJoi(xo, qi) = ∂ϕi/∂xo eJi(xo, qi) = ∂ϕi/∂qi. Portanto:

q̇i = −J−1
i (xo,Ωi(xo))Joi(xo,Ωi(xo))ẋo,
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Manipuladores cooperativos

Restrições cinemáticas:

θ =




xo

q1
...

qk



=




xo

Ω1(xo)
...

Ωk(xo)



, θ̇ =


 In

−J−1(xo)Jo(xo)


 ẋo ≡ B(xo)ẋo,

sendo

J(xo)=




J1(xo,Ω1(xo)) · · · 0
...

. ..
...

0 · · · Jk(xo,Ωk(xo))


, Jo(xo)=




Jo1(xo,Ω1(xo))
...

Jok(xo,Ωk(xo))




SEM5875 - Controle de Sistemas Robóticos – p. 16/40



Manipuladores cooperativos

Dinâmica do objeto:

Mo(xo)ẍo+Co(xo, ẋo)ẋo+Go(xo) =

k∑

i=1

JT
oi
(xo,Ωi(xo))hi = JT

o (xo)h,

sendoh = [hT
i · · · hT

k ]
T , comhi a força aplicada no objeto pelo

efetuador do robôi.

Equação dinâmica do manipuladori:

Mi(qi)q̈i + Ci(qi, q̇i)q̇i +Gi(qi) = τi + JT
i (xo,Ωi(xo))hi.
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Manipuladores cooperativos

Dinâmica de manipuladores cooperativos:

M(θ)θ̈ + C(θ, θ̇)θ̇ +G(θ) =




0

τ


+




JT
o (xo)

JT (xo)


h,

sendo

M(θ) =




Mo(xo) 0 · · · 0

0 M1(q1) 0
...

. ..
...

0 0 · · · Mk(qk)



, τ =




τ1

τ2
...

τk



.
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Manipuladores cooperativos

Projeção deh no centro de massa do objeto:ho = JT
oq(xo)h,

Joq(xo) =




Jo1(xo,Ω1(xo)) 0 · · · 0

0 Jo2(xo,Ω2(xo)) 0
...

. ..
...

0 0 · · · Jok(xo,Ωk(xo))



.

Força resultante no objetohro = JT
o (xo)h, reescrita como:

hro = ATho,

sendoAT = [In In · · · In].
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Manipuladores cooperativos

AT tem posto linha pleno.

Subespaço de esmagamento:XE = {hoE ∈ ℜnk|AThoE = 0}.

Decomposição ortogonal dehoE:

ho = hoE + hoM ,

sendo

hoE ∈ N (AT ) ⇒ forças de esmagamento

hoM ∈ N (AT )⊥ ⇒ forças de movimento.
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Manipuladores cooperativos

Dinâmica de manipuladores cooperativos:

M(θ)θ̈+C(θ, θ̇)θ̇+G(θ)=




AThoM

τ + JT (xo)J
−T
oq (xo)hoM


+




AT

JT (xo)J
−T
oq (xo)


hoE.

Definição da entrada de controle auxiliar:

τv =




τv1

τv2


 =




AThoM

τ + JT (xo)J
−T
oq (xo)hoM


 .
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Manipuladores cooperativos

Dinâmica de manipuladores cooperativos:

M(θ)θ̈ + C(θ, θ̇)θ̇ +G(θ) = τv + A
T
(xo)hoE ,

comA(xo) = [A J−1
oq (xo)J(xo)].

Torque aplicado:

τ = τv2 − JT (xo)J
−T
oq (xo)(A

T )+τv1,

sendo(AT )+ = A(ATA)−1 a pseudo-inversa deAT .
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Manipuladores cooperativos

Considerando as restrições cinemáticas e queBT (xo)A
T
(xo)hoE = 0:

M(xo)ẍo + C(xo, ẋo)ẋo +G(xo) = τ v,

sendo

M(xo) = BT (xo)M(xo)B(xo),

C(xo, ẋo) = BT (xo)M(xo)Ḃ(xo) +BT (xo)C(xo, ẋo)B(xo),

G(xo) = BT (xo)G(xo)

τ v = BT (xo)τv.
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Manipuladores cooperativos subatuados

Restrições cinemáticas:

θ̃ =




xo

qa

qp




e
˙̃
θ =




In

−J−1
AP (xo)Jo(xo)


 ẋo ≡ B̃(xo)ẋo,

• qa ⇒ juntas ativas

• qp ⇒ juntas passivas

• JAP (xo) = [Ja(xo) Jp(xo)] = J(xo)PAP
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Manipuladores cooperativos subatuados

Dinâmica de manipuladores cooperativos subatuados:



Mo(xo) 0

0 MAP (q̃)



¨̃
θ +




Co(xo, ẋo) 0

0 CAP (q̃, ˙̃q)



˙̃
θ +




Go(xo)

GAP (q̃)




=




AThoM

τa + JT
a (xo)J

−T
oq (xo)hoM

JT
p (xo)J

−T
oq (xo)hoM



+




AT

JT
a (xo)J

−T
oq (xo)

JT
p (xo)J

−T
oq (xo)



hoE.
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Manipuladores cooperativos subatuados

Definição da entrada de controle auxiliar:

τv =




τv1

τv2

τv3



=




AThoM

τa + JT
a (xo)J

−T
oq (xo)hoM

JT
p (xo)J

−T
oq (xo)hoM



.

Torque aplicado nas juntas ativas:

τa = τv2 − JT
a (xo)J

−T
oq (xo)




AT

JT
p (xo)J

−T
oq (xo)




+ 


τv1

τv3


 .
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Manipuladores cooperativos subatuados

Considerando as restrições cinemáticas:

M̃(xo)ẍo + C̃(xo, ẋo)ẋo + G̃(xo) = τ̃v,

sendo

M̃(xo) = B̃T (xo)


Mo(xo) 0

0 MAP (q̃)


 B̃(xo),

C̃(xo, ẋo) = B̃T (xo)




Mo(xo) 0

0 MAP (q̃)


 ˙̃
B(xo) +


Co(xo, ẋo) 0

0 CAP (q̃, ˙̃q)


 B̃(xo)


,

G̃(xo) = B̃T (xo)


 Go(xo)

GAP (q̃)


 , τ̃v = B̃T (xo)τv.
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Controle das forças de esmagamento

Controle integral das forças.

Manipuladores totalmente atuados:

τE = DT (xo)

[
hd
oE +Ki

∫
(hd

oE − hoE)dt

]
,

com

D(xo) =




J−1
o1

(·)J1(·) · · · 0

...
. . .

...

0 · · · J−1
ok

(·)Jk(·)



.
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Controle das forças de esmagamento

Manipuladores subatuados:

 τEa

0


 =


 DT

a (xo)

DT
p (xo)


hoE =


 DT

a (xo)

DT
p (xo)


 ÂTλE,

sendo[Da(xo) Dp(xo)] = D(xo)PAP . Particiona-se o vetorλE:

• λEc ⇒ componentes independentemente controlados,

• λEn ⇒ componentes não controlados.

Controle das forças de esmagamentoλEc:

λEc =

[
λd
Ec +KiE

∫
(λd

Ec − λEc)dt

]
.
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UArm II cooperativo
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Ambiente de simulação e controle
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Resultados experimentais

• Posição inicial:xo = [0.2m 0.35m 0◦]T

• Trajetória linear, posição final:xd
o(tf ) = [0.25m 0.40m 0◦]T

• Tempo desejado:tf = 5.0 s

• Configuração subatuada: junta 1 do manipulador 2 é passiva

• Forças de esmagamento desejadas:hd
oE = 0 eλd

Ec = 0

• Distúrbios:
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Controle quase-LPV, real. do estado

Manipuladores totalmente atuados e subatuados:

• Parâmetro:ρ(x̃) = x̃o

• Variação:ρ ∈ [−0.1, 0.1]m× [−0.05, 0.05]m× [−9, 9]◦

• Taxa de variação:|ρ̇| ≤ [0.06m/s 0.06m/s 6◦/s]

• Funções base:f1(ρ(x̃)) = 1, f2(ρ(x̃)) = x̃oX ,

f3(ρ(x̃)) = x̃oY , f4(ρ(x̃)) = cos(x̃oφ)

• Nível de atenuação:γ = 1.25
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ControleH∞ via teoria dos jogos

• Manipuladores totalmente atuados:γ = 4

Q1 = I3, Q2 =




10 0 0

0 25 0

0 0 10


 , Q12 = 0 e R = I3,

• Manipuladores subatuados:γ = 4

Q1 = I3, Q2 =




5 0 0

0 12.5 0

0 0 5


 , Q12 = 0 e R = I3,
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Controle quase-LPV, tot. atuados
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Controle quase-LPV, tot. atuados
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Índices de desempenho: tot. atuados

L2[x̃], E[τ ] e somatório das áreas das forças de esmagamento:

E[hoE ] =
n∑

i=0

(∫ tr

t0

|hoEi
(t)|dt

)
.

Controlador L2[x̃] E[τ ] (Nms) E[hoE ] (Ns)

Via representação quase-LPV0.01815 0.8318 0.2193

Via teoria dos jogos 0.01158 1.1200 0.3875
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Controle quase-LPV, subatuados
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Controle quase-LPV, subatuados
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Índices de desempenho: subatuados

Controlador L2[x̃] E[τ ] (Nms) E[hoE ] (Ns)

Via representação quase-LPV0.0154 0.9976 0.4477

Via teoria dos jogos 0.0103 1.0609 0.3973

Híbrido [TINÓS (2003)] 0.0128 1.7781 0.5741
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