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Esta lista é parte fundamental dos requisitos para ser aprovado no curso. Use folhas separadas
para cada pergunta. Grampeie as folhas e coloque o nome e numero USP. Data de entrega: 8
de dezembro de 2016. A prova deve ser feita de forma individual. E deve ser feita: ndo basta
mostrar o resultado final sem mostrar passos intermediarios.

0. Responda: Vocé fez esta prova individualmente? Se nao responder ou responder que nao
terd nota zero nesta pergunta. Se responder que sim, terd nota 1 nesta questdo. A soma dos
pontos das perguntas abaixo serda multiplicada pela nota desta pergunta. Essa serd a nota final
desta prova ( a lista tem peso 3 e esta prova peso 7).

1. Variagoes sobre a equiparticao. Considere um sistema cléassico, com graus de liberdade
descritos pelas varidveis qi, ...q;, ..., ¢ € hamiltoniano H. Suponha que seja satisfeita a relagao
a < ¢g; < b, com paredes rigidas tal que H(¢; = a) = H(g; = b) = co. Escreva a fungao de
parti¢do e integre por partes a coordenada ¢;. (a) Mostre a generalizacao da equipartigao:

OH

N T
(qi Er )
onde a média ¢é feita com respeito a distribui¢do canonica. (b) Obtenha o resultado para o caso
H =73, ciq. (c) A variavel ¢; do item anterior também pode ser um momento. (d) Este exercicio

da, entao se a = 2, o resultado para o gés ideal classico. Considere agora (e) o caso relativistico
H=7>Ep, com E, = C(pgx —i—p?y + p?z + m262)1/2 e mostre que
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(lembre que p, = \/1’”753%, com u? = @ + % + 2%). A energia cinética por particula é
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portanto, expandido em poténcias de ¢~ 2, teremos
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Calcule a;.

2. Equivaléncia de Ensembles

Considere um sistema com graus de liberdade coletivamente denotados por « e sua distribui-
¢ao canodnica P(x|f) = exp(—FH(x))/Z(B, N). A relagao entre a fungao de partigao e a energia
livre de Helmholtz ¢ Z (3, N) = exp(—BF), com F = (H) — 71S.4n. Escreva uma relagio exata
entre a entropia no ensemble canoénico Sg,, € uma integral sobre a energia. A transformacao
da expressao da fungao de partigdo candnica como uma integracdo sobre & para uma integral
sobre a energia leva ao aparecimento de 2(E, N) a integral sobre os graus de liberdade como
o vinculo que H(x) = E. Qual é a relagdo entre Q(F, N) e a entropia Sp,.(E, N) no ensemble
microcanénico. Como feito em aula, argumente sob que condigoes a diferenca entre as duas
entropias Spe(F, N) e Sean € "pequena. Quantifique "pequena”.

Agora faga o mesmo para o ensemble grande-canénico e compare as entropias nos trés en-
sembles.

3. Correcoes quanticas a pressao
A funcao de partigao (FP) grande-canonica (GC) de um gas ideal quantico é dada por

log (T, V, ) = & Z log (1 + e_ﬂ(sj_“)) (1)
J

(3A) Discuta o critério para aproximar a soma sobre os estados j de particula tnica por uma
integral. Devemos ter kgT >> (h%/2m)(27/V'/3)2. Coloque nimeros razodveis e veja o que
significa supor a temperatura muito alta. Esta condi¢ao nao é a mesma que deve ser satisfeita
para que sistemas de férmions ou bosons se comportem da mesma forma: o limite classico.

(3B) Para que o sistema se encontre no regime chamado limite classico devemos ter que a
atividade z deve satisfazer z = exp(u/kpT) << 1. Encontre as corre¢oes em primeira ordem em
z & funcao de partigao GC.

(3C) Relacione a FP GC com a pressao e escreva a pressao como

pV = NkpT(1+ az) (2)

expandindo até primeira ordem na atividade z. Encontre a para FD e BE e diga qual é o sinal
para férmions.

(3D)Discuta o significado dos sinais acima. Perceba que a interpretagao nao é trivial. Quere-
mos saber se as correcoes & pressao sao devidas a interagoes efetivamente atrativas ou repulsivas.
A expressao que encontramos mostra a mudanca da pressao a (7, V, u) constantes devido as cor-
regoes quanticas. Queremos encontrar a mudanga a (7', V, N) constantes. Nao é a mesma coisa: o
sinal da corregao muda. Para isso considere a energia livre F'(T,V, N) = —% log=+uN = &+uN.
A correcao aos potenciais classicos, mantidas as quantidades apropriadas constantes, devem ser
iguais ! 6 F = 6®, de onde F = Fij,,s+0F. Usando p = —OF/0V, obtemos as correcoes desejadas.

YOF/ON)r,v = (9PON)r,v:



Note que 0P = P 5502, € Prass = —pV = —NkpT (esse sinal é responsavel pela mudanca
dos sinais das corre¢oes a pressao).

Ao acabar as contas verifique se seu resultado esté correto lembrando que a pressao do gas
de Fermi a T = 0 é finita.

4. Considere um gas de argéonio adsorvido num substrato de grafite: numa area A ha N,
atomos adsorvidos, com p, = N,/A. Encontre o potencial quimico us(7T, A, N,) considerando o
argonio como um gas ideal classico em duas dimensoes, com hamiltoniano H = ), p? /2m — e,
onde e, é a energia de ligagado ao substrato. Os momentos p; sao vetores no plano da superficie.

Calcule o potencial quimico us(T, V, N) para o mesmo gas em 3 dimensoes. Calcule a pressao
desse gés quando o potencial quimico ug for igual a uo. Esta é a pressao de vapor.

5. Considere um gas ideal nao relativistico ( H = Y, p7/2m) em 3d, numa caixa de volume
V. (a) Considere um estado j de particula tnica e encontre o valor da energia como fungao do
volume: ¢;(V). (b) Calcule a pressao parcial de uma particula nesse estado j; p; = —0¢;/0V em
funcao de € e V. (c) Use esse resultado para mostrar que E = (2/3)pV. Isto vale para FD, BE
e MB. (d) Faca o mesmo para particulas relativisticas, H = ¢)_; p; e mostre que E = (1/3)pV.

6. Considere um gas ideal de bosons (spin zero), com espectro de energia dado por € = b|k|?,
confinado a uma regido de tamanho V = L% Imponha condicdes periddicas de contorno para
obter quantizacao do momento e da enérgia.

e (a) Encontre a densidade de estados de energia e.

e (b) Escreva Z(T,V) como uma integral sobre a energia.

c)

Determine o nimero de ocupacao de um estado de energia e.

)
d)Determine a equagao de estado que relaciona a pressao P, com V e a energia E.

médio) de particulas N e V.

f) Encontre como fung¢ao da temperatura o nimero de particulas no estado fundamental

(
(
(
e (e) Determine a temperatura em que o potencial quimico se anula, em fungao do nimero
(
(
(estado de particula Gnica de menor energia).

7. Considere um géas ideal de (a) férmions e (b) bosons a temperatura nula em equilibrio
numa caixa de volume V' em repouso. Encontre os valores médios < v, > e < v2 > .

8.  Considere géses ideais quanticos em duas dimensoes, encontre (a) a temperatura de



Fermi T, (b) a temperatura de condensagao de Bose Tp, (¢) O calor especifico a “volume”
(4rea) constante em ambos casos (BE e FD) a baixas temperaturas.

9. Entropia. A entropia associada a uma distribuicdo de probabilidade p; é dada por
S = —3;pilnp;. (a) Considere dois sistemas . O sistema A tem associada a distribuigao p; de
ser encontrado no estado i e o sistema B, a distribui¢ao ¢i de ser encontrado no estado k. O
sistema C composto por A e B teréd distribuicdo Py, para o estado rotulado pelos dois indices
1 e k . Se os sistemas sao estatisticamente independentes como estao relacionadas as entropia
Sa,Sp e S.7 Mostre os calculos.

(b)Um dado tem tres faces com os ntimeros k = 0, 1,2 estampados. E dado que o valor médio
¢k = ZE=0,1,2 kpr = d. Calcule a distribui¢ao de probabilidades que deve ser atribuida com
base no principio de méaxima entropia, levando em conta que a informacao dada e o fato que
>k Pr = 1. Elimine o multiplicador de Lagrange \; associado & normalizac¢ao e encontre o valor
do outro A2 (ndo deve cair em nada mais complicado que uma equagao de segundo grau, dica
exp(—A2) = x) . Discuta o que ocorre se d > 1. (dica:Pense numa particula de energia 0,1,2)

10. Transicao de Fase
Um sistema imaginario de particulas localizadas de spin 1/2 é descrito de forma simplificada
pelo hamiltoniano
J X,
H=—— S;
onde as variaveis (classicas) s; podem tomar valores +1/2. Estude o problema no ensemble
candnico e encontre o valor da magnetizagao expontanea

m =y 2.5

como funcdo d a temperatura T = 7. Esboce o grafico de m como fungdo de T' = 1/3. Calcule
a temperatura critica T, abaixo da qual m #=0e m =0 para T > T,



